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Ueber die geradlinigen Flachen vom Geschlechte p = 0. 


Von A. Cresscn in GOTTINGEN. 


Unter den geradlinigen Flichen gestatten nur diejenigen die ein- 
deutige Abbildung auf der einfachen Ebene, bei welchen das Geschlecht 
eines ebenen Schnittes p = 0 ist*); eine Zahl, welche zugleich das Ge- 
schlecht der Fliche genannt wird. Besondere Arten dieser Flichen 
sind von Herrn Cremona**) und Herrn Néther***), sowie von mir 
selbst}) untersucht und abgebildet worden. Ich werde im Folgenden 
zeigen, wie die Abbildung aller solcher Flachen auf der Ebene sich 
darstellt; wobei denn zugleich gewisse Higenschaften dieser Fliichen 
und insbesondere eine einfache EKintheilung derselben sich ergeben. 


$1. 


Abbildung einer geradlinigen Fliche vom Geschlecht »— 0 auf einer 
Ebene. 


Nehmen wir eine geradlinige Fliiche n'e* Ordnung vom Geschlechte 
p =O an, und betrachten wir irgend zwei ebene Schnitte derselben. 

Diese ebenen Schnitte sind vom Geschlechte p—0O; man kann 
daher die Coordinaten der beweglichen Punkte in jedem dieser Schnitte 
durch rationale Functionen eines Parameters gegeben denken; und 
zwar werden diese Functionen vom mn'*" Grade sein, so lange die 
Ebenen der Schnitte nicht besondere Lagen haben, kénnen aber sonst 
von niederem Grade werden. Ich nehme zunichst das erstere an, setze 
also die ebenen Schnitte als in allgemeiner Weise gewihlt .voraus. 

Bezeichnev wir die Parameter fiir die beiden ebenen Curven durch 
A und w. Da beide Curven durch die Erzeugenden der Fliche ein- 
deutig aufeinander bezogen sind, so muss fiir entsprechende Punkte 4 
durch w, w durch 4 eindeutig und algebraisch gegeben sein. Daher 
muss zwischen 4, w eine lineare Beziehung bestehen von der Form: 


ilecapiiailind aiu+ pBltye+to=—0. 


*) Schwarz, Borchardt’s Journal, Bd. 67, p. 23. 
**) Annali di mat., Ser. II. Bd. 1. 
***) Annalen, Bd, III. p. 194. 
+) Annalen, Bd. Ii. p. 445; Borchardt’s Journal, Bd. 67. p. 17. 
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Indem man also statt u eine gebrochene lineare Function von u 
als Patameter einfiihrt, kann man u = 4 setzen. 

Bezeichnen wir nun die Ausdriicke der Coordinaten fiir die be- 
weglichen Punkte der Curven durch: 





(1) oz = 9i(4) (i= 1, 2, 3, 4) 
fiir die eine, und durch: 

(2) ex = (4) ((=—1, 2, 3, 4) 
fiir die andere, so ist durch: 

(3) oM—=—GHtry (= 1, 2, 3, 4) 


ein beliebiger Punkt einer Erzeugenden dargestellt, und die Gleichungen 
(3) geben also die Darstellung des beweglichen Punktes der Fliiche 
durch rationale Functionen von 4, v. Setzt man: 

(4) i= t : : ? 

und interpretirt man &, », § als Dreieckscoordinaten in einer Ebene, 
so ist durch die Gleichungen: 


(5) xi = Egi(E, u) + S¥i(E, 1) 
die Flaiche eindeutig auf der Ebene abgebildet. 
Die Abbildungsfunctionen sind von der (wm + 1)" Ordnung. Die 
ebenen Schnitte bilden sich durch die Curvenschaar: 
(6) EXug + SLuy—O0 
ab, also durch Curven (» + 1)'** Orduung, welche bei § = 0, 7 = 0 
einen wfachen, bei § = 0, € =O einen einfachen Punkt haben. 
Hieraus geht hervor, dass diese Bilder ebener Schnitte noch 


weitere Fundamentalpunkte haben miissen. Denn hiitten sie keine 
solche, so wire die Ordnung der Fliiche: 

(7) N=(n+ 1)? —2x*?* —1—2n, 

also héher als n. 

Man sieht aber sofort, dass die iibrigen Fundamentalpunkte nur 
einfache sein kénnen. Wiire einer derselben von héherer Ordnung, so 
wiirde die Verbindungslinie desselben mit dem nfachen Punkte, etwa 
die Gerade a& + By =O allen Bildern ebener Schnitte angehdren, 
und a& + By wire also ein Factor aller Ausdriicke (5), d. h. aller 
gm; und y;, oder wenigstens, wenn a = 1, 6 = 0 sein sollte, aller y. 
Die ebenen Schnitte, von denen wir ausgegangen, oder doch einer von 
ihnen, wiirden also durch rationale Functionen niederer Ordnung dar- 
gestellt, wiiren also nicht von der vorausgesetzten allgemeinen Be- 
schaffenheit. 

Damit also N = n werde, muss das System der Bilder ebener 
Schnitte noch einfache Fundamentalpunkte enthalten. Die Bedeutung 
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derselben ist leicht zu tibersehen. Denn fiir diese Fundamentalpunkte 
miissen die Ausdriicke: 
Eg: + Suvi 


siimmtlich verschwinden; es werden also die Coordinaten g; des ent- 
sprechenden Punktes in dem einen ebenen Schnitte den Coordinaten 
w; des entsprechenden im andern proportional, diese Punkte also fallen 
zusammen in diesen gemeinsamen Punkt beider Schnitte. Diese Werthe- 
paare §, » gehdren daher den Erzeugenden an, welche durch die 
Schnittpunkte der Schnittlinie beider ebenen Schnitte und der F'liche 
gehen; deren Zahl denn auch in der That gleich » ist. Und jene 
n Fundamentalpunkte stellen also diese » Erzeugenden dar; ihre Ver- 
bindungslinien aber mit dem »fachen Fundamentalpunkte stellen die 
- erwihnten » Punkte selbst dar, da fiir sie die x den @ oder yw pro- 
portional werden, ohne doch zu verschwinden. 

Dagegen repriisentirt der Fundamentalpunkt § —0, § = 0 eine 
ganz beliebige Erzeugende der Fliche; man braucht nur statt &, ent- 
sprechend einer quadratischen Transformation der Bildebene, die neue 
Veriinderliche: 


0 sa et Bn) 


einzufiihren, und an Stelle von § = 0, € = O tritt dann a& + By —0, 
= 0, also an Stelle der Erzeugenden §& eine beliebige andre Er- 
zeugende w§ + By = 0. Die Verbindungslinie dieser Fundamental- 
punkte mit dem » fachen aber repriisentirt denjenigen Punkt des zweiten 
ebenen Schnittes (ex; = y,), in welchem derselbe von dieser Erzeugenden 
getroffen wird. Endlich stellt der nfache Fundamentalpunkt (§ = 0, 
4 = 0) diesen beliebig gewiihlten zweiten ebenen Schnitt (9x7; = y;) 
selbst dar. 

Man kann nun noch in jedem Falle die vorhergehende Darstellung 
dadurch modificiren, dass man den einen der beiden ebenen Schnitte 
durch eine Erzeugende legt. Indessen treten hierbei schon Verschieden- 
heiten unter den betrachteten Flichen, auch denen von gleicher Ord- 
nung, hervor. 


§ 2. 
Quadratische Transformationen. 


Denken wir uns irgend eine Abbildung der vorliegenden Fliiche, 
bei welcher die ebenen Schnitte sich als ebene Curven x‘ Ordnung 
mit einem gemeinsamen (x — 1) fachen Punkte darstellen. Damit die 
abgebildete Fliche von der Ordnung » sei, miissen dann noch: 


n* — (x — 1)P?—n=2x%—n+1 


einfache Fundamentalpunkte vorhanden sein. Von diesen Fundamental- 
1* 
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punkten kénnen niemals zwei in einer Geraden mit dem (x — 1)fachen 
Punkte liegen. 
Aus der Zahl, welche fiir diese Punkte gegeben wurde, folgt, 
dass nothwendig: 
+o? . 
an tak 
und man sieht also, dass Fliichen der betrachteten Art niemals durch 


Abbildungsfunctionen dargestellt werden kénnen, deren Ordnung kleiner 
= = ist. 
Sind aber wenigstens zwei einfache Fundamentalpunkte vorhanden, 
so kann man im Allgemeinen immer mit Hilfe einer quadratischen 
Transformation die Ordnung der Abbildung erniedrigen. Als Ecken 
des Fundamentaldreiecks der Transformation benutzt man dabei zuniichst 
den (x — 1) fachen und zwei einfache Fundamentalpunkte; doch sind 
gewisse Fille nicht ausgeschlossen, in denen ein solches Dreieck im 
eigentlichen Sinne nicht mehr existirt. 

Seien die Abbildungsgleichungen : 


(1) ox: = i(&, 0) + Svi(E, 0), 

wo nun die Functionen m vom Grade x, die Functionen ~» vom Grade 
* —1 sind. Der Charakter derselben indert sich nicht, wenn man 
statt € die neue Veriinderliche: 


S=f+ 46+ By 


einfiihrt, nur dass an Stelle der m dann die Ausdriicke: 


Gi = Vi + (@E + Bn) vi 
treten. Diese Aenderung entspricht der Abinderung einer Seite (§ = 0) 
des Coordinatendreiecks, wiihrend die Ecke § = 0, » = 0 und die 
durch sie gehenden Seiten ungeiindert bleiben. Ebenso wenig indert 
sich der Charakter der Gleichung (1) durch lineare Transformation 
der —, », was nur einer Aenderung der letzterwihnten Seiten ent- 
spricht. 

Haben wir also zunichst zwei einfache fundamentalpunkte, welche 
getrennt von einander und auch von dem (x — 1) fachen liegen, so 
nehmen wir diese 3 Punkte zum neuen Coordinatendreieck. Aber die 
Punkte ¢=0, &=— 0 und & = 0, x = O sind jetzt Fundamental- 
punkte; daher miissen alle Functionen g’ die Factoren &', x haben, 
und die Abbildungsgleichungen die Form annehmen: 

on; = Ey + Syi- 
Mittelst der Substitution: 
Oo" by 


erhalt man also die neue Form: 


on =o + Ox, 


deren Abbildungsfunctionen einen um 1 niedrigeren Grad besitzen. 


als 
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Sind zweitens die beiden einfachen Fundamentalpunkte zwar noch 
von dem (x — 1) fachen, aber nicht mehr von einander, in endlicher 
Entfernung, so beriihren sich also an einer gewissen Stelle alle Bilder 
ebener Schnitte, und indem man § =—0 die Verbindungslinie dieser 
Stelle mit dem (x — 1) fachen Punkte, = 0 die gemeinsame Tangente 
aller Bilder ebener Schnitte an jener Stelle nennt, miissen die Abbil- 
dungsgleichungen die Form annehmen: 

ou = Fy + Sv; 

o’= §” 
fiihrt also wieder auf Abbildungsgleichungen 

Ox = Wit ON 
von einer um 1 niedern Ordnung. 

Drittens riicke einer der einfachen Fundamentalpunkte dem (x — 1) 
fachen unendlich nahe, wihrend der andere in endlicher Entfernung 
bleibt. Die gemeinsame Tangente, welche alle Bildcurven ebener 
Schnitte dann in dem (x — 1) fachen Punkte haben, sei &’—0; die 
Verbindungslinie des (x — 1)fachen mit dem endlich entfernten ein- 
fachen Fundamentalpunkte sei 4'= 0; ¢ 0 endlich gehe durch den 
letztern. Die Ausdriicke y, welche gleich Null gesetzt die Tangenten 
des (x—- 1) fachen Punktes fiir die Bilder der Schnitte x; = 0 liefern, 
miissen dann den Factor & haben; die g; aber, da 4’ =0, £ =O ein 
Fundamentalpunkt ist, den Factor 9’. Somit werden die Abbildungs- 


gleichungen: ‘ bie 
¥ ox = 4K + FE 9. 


Durch die Substitution: 


die Substitution : 


Ce = oy 


ox = ri + O°9; 
iiber, in welcher die Ordnung der Abbildungsfunctionen um 1 nie- 
driger ist. 

Ks seien endlich die beiden einfachen Fundamentalpunkte einander 
und dem (x — 1) fachen unendlich nahe, aber auf demselben Zweige 
des (x — 1) fachen Punktes gelegen. Dann beriihren sich also die 
siimmtlichen Bildeurven ebener Schnitte in einem Zweige des vielfachen 
Punktes so, dass sie neben diesem noch 2 benachbarte Punkte des 
Zweiges gemein haben. Nehmen wir & = 0 zur Tangente dieses 
Zweiges; die Ausdriicke y;, welche gleich Null gesetzt die Tangenten 
des (x — 1) fachen Punktes fiir die Bilder der Schnitte x; = 0 liefern, 
miissen dann simmtlich den Factor & haben, so dass: 

Wi = Fy - 
Suchen wir nun die gemeinschaftlichen Punkte zweier Curven: 


P+ew—9, Perth. =0, 


gehen sie in die Form: 
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g 


so finden wir die Werthe von es welche den nicht in den (x — 1) 
fachen Punkt fallenden Schnittpunkten entsprechen, indem wir: 
PiVe — ViPx = F (Mite — UiPx) = O 
setzen. Im vorliegenden Falle muss der Ausdruck links 2 Factoren 
& enthalten. Einen enthilt er schon, weil die % einen solchen haben; 
der Ausdruck g;%x — 4:9 muss ihn also nochmals besitzen, d. bh. 
man hat: 
Pi = Ox + FH, 

wo @ ein quadratischer Ausdruck ist, und die # Functionen (x — 1)‘ 
Ordnung bedeuten. 

Die Abbildungsgleichungen fiir diesen Fall werden also: 

ou; = 89; + (+ £8) x- 
Die quadratische Substitution: 
a+ te— ce 


fiihrt daher diese Gleichungen in die Form: 


oxi = F + x 

iiber, wo die Ordnung der Abbildungsfunctionen um 1 niedriger ist. 

So ist denn gezeigt, wie in allen Fiillen die quadratische Trans- 
formation eine Erniedrigung der Abbildungsfunctionen herbeifiihrt, 
ausser wenn die beiden einfachen Fundamentalpunkte einander und dem 
(x — 1)fachen Punkte auf verschiedenen Zweigen des letatern unendlich 
genihert werden. Weun wir in diesem Falle durch §& = 0, 7/ = 0 die 
festen Tangenten des (x — 1) fachen Punktes bezeichnen, so sind die 
Abbildungsgleichungen : 

Oi = Yi + SEU; 

sie sind nicht in aihnlicher Weise wie die vorigen der Reduction fihig. 


Reduction der Abbildung mittelst quadratischer Transformationen. 
Flichengruppen. 


Aus dem Vorigen geht hervor, dass man die in § 1. entwickelte 
Abbildung so lange mit Hilfe quadratischer Transformationen erniedrigen 
kann, bis entweder siimmtliche einfache Fundamentalpunkte einzeln 
auf verschiedenen Zweigen der Bildcurven ebener Schnitte dem festen 
vielfachen Punkte unendlich nahe geriickt sind, oder bis tiberhaupt 
nur noch ein einziger einfacher iibrig ist. Gehen wir von den Abbil- 
dungsfunctionen (n + 1)'** Ordnung aus, wie sie in § 1. gegeben wur- 
den, so kann man den ersten Schritt immer thun, und die Abbildungs- 
functionen auf die n'* Ordnung zuriickfiihren; aber nicht in allen Fallen 
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kann man weiter gehen. Wenn die Erniedrigung bis zur (n — @ + 1)!" 
Ordnung getrieben werden kann, so wollen wir die Flichen als der 
a" Gruppe geradliniger Flichen n'* Ordnung vom Geschlechte p = 0 
angehirig bezeichnen. Die Abbildungsgleichungen haben dann die 
Gestalt: 
eu = gi + EM Yy,, 

wo die m Functionen (x — « + 1) Ordnung von &, 4, die w solche 
der Ordnung « — 1, endlich M eine der Ordnung » — 2a@-+ 1 be- 
zeichnet. Die ebenen Schnitte werden bei einer Flache dieser Gruppe 
durch Curven der Ordnung » — @ + 1 abgebildet, welche einen (n — «) 
fachen Punkt mit n — 2a + 1 festen Tangenten (JZ = 0) haben. Da 
n —2a-+ 1 also positiv oder Null séin muss, so ist nothwendig: 


—n+1 
aie 2 ? 





was der im Anfange des § 2. gegebenen Begrenzung der dort durch 
x bezeichneten Zahl entspricht. 


Fiir ein ungerades » sind die Gruppen also folgende: 








Ordnung der Ordnung des Zahl seiner 
Gruppe («). | Bildcurven ebener vielfachen Punktes festen Tangenten 
| Schnitte (n — « + 1). (nm — a). (n — 2a + 1), 
1 n n—1 n—1 
2 | n—1 n—2 n—3 
F = 
3 | n—2 n—3 n—Dd 
: ‘ . : 
n+i1 n-+1 m—1 0 
» » 9 


o o 


| 


Dagegen fiir ein gerades n wird dieselbe Tafel: 


1 | n | n—1 | n— | 
2 | n—1 | n—2 | n—3 
© | € ~ 
3 | n—2 n—3 | n—Dd 
. ee et eee 
n n-+-2 n | 1 

ry = 2 


Zu letzteren tritt noch eine (=~ + 1) Gruppe hinzu; sie entsteht 


durch den oben vorgesehenen Fall (welcher nur bei geradem n ein- 
treten kann), dass nur ein einziger einfacher Fundamentalpunkt tibrig 
bleibt, wiihrend keine festen Tangenten des vielfachen Punkts zu Stande 
gekommen sind. In diesem Falle mag §& =0, £ =O der iibrigge- 
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bliebene einfache Fundamentalpunkt sein; man darf ihn von dem viel- 


2 . ° nie 
fachen endlich entfernt annehmen, da man sonst auf die = Gruppe 


zuriickkommen wiirde. Die Abbildungsgleichungen werden dann: 
ox; = Egi t+ bi, 
wo die m, # von der Ordnung “ sind. Die der obigen Tafel fir 


diesen Fall entsprechenden Zahlen werden also: 
n+2 n+ 2 | n 0 
1. =~ 2 2 | 

Von diesen Gruppen, deren Zahl bei ungeradem » gleich =<! . 
bei geradem gleich “ m ist, kann man die erste Gruppe vermdge ihres 
besondern Charakters ausscheiden. Die Fliichen dieser Gruppe haben 
die Gleichungen: 

ex: = 9 + EMe;,, 
wo die ¢ Constante. Eine solche Fliche entsteht aus den Verbindungs- 
linien eines Punkts ¢ mit den Punkten einer Curve n'*" Ordnung: 
OL; = Qi- 
Diese Gruppe enthiélt also die Kegel ne" Ordnung, deren ebene Schnitte 
Curven vom Geschlechte p = 0 sind. 

Die «'* Gruppe (@ > 1) ist folgendermassen geometrisch zu charak- 
terisiren. Ihre Fliachen enthalten eine einfache Leitcurve («a — 1)" Ord- 
nung: 

(1) Or = Vi, 
welche durch den vielfachen Fundamentalpunkt abgebildet wird. 

Eine solche Curve kann bei keinem gréssern « vorkommen. Denn 
bei der #'* Gruppe wird die Fliche erzeugt durch 2 einfache Leit- 
curven der Ordnungen n — 6 + 1 und 6 —1: 

OX = Pi » OM =Yi- 
Existirte auf einer solchen Fliiche eine einfache Leitcurve der Ordnung 


«a —1, wo a < B, so kénnte man die Fliiche aus den Leitcurven 
(n — B+ 1) und (@ — 1)" Ordnung erzeugen, und ihre Ordnung 
wire: 

n — (B — a), 


also kleiner als n. 

Aber ebenso wenig kann in der a'" Gruppe eine Fliiche zwei ein- 
fache Leiteurven (@# — 1)" Ordnung enthalten. Denn alsdann kénnte 
sie aus diesen beiden erzeugt werden, und ihre Ordnung wiire 2a — 2, 
also kleiner als n. 

Die oben eingefiihrten Gruppen sind also charakterisirt durch die 
Ordnung derjenigen einzelnen einfachen Leitcurve niedrigster (a — 1)'* 
Ordnung, welche die Fliche enthiilt. 
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Zur genauen Feststellung dessen, war hier unter einer einfachen 
Leiteurve verstanden wird oder deren Stelle ersetzen kann, bemerke 
ich noch Folgendes. Die einfache Leiteurve («@ — 1)'*" Ordnung war 
durch die Gleichungen (1) gegeben. Nun kann es vorkommen, dass 
wegen der besondern Natur der Functionen y dieselben durch eine 
Substitution s'" Ordnung: 
— 2&0) 
o(€, 7) 
in Functionen r'*" Ordnung von 4 iibergefiihrt werden kénnen, wo 
rs=a—1. In diesem Falle haben wir keine eigentliche einfache 
Leitcurve (« — 1)" Ordnung, sondern statt dessen eine r fache Leit- 
curve s'** Ordnung vor uns. Sagen wir also: 
Die einfache Leitewrve (a — 1) Ordnung kann durch eine r fache 
Leitlinie s‘** Ordnung vertreten werden, wo rs = a — 1. 
Diese Ausartung der einfachen Leitlinie soll im Folgenden immer, 
in dem Ausdruck ,,einfache Leitcurve‘ mit einbegriffen sein. 
Eine Ausnahme fiir die obigen Betrachtungen macht nur die letzte 


Gruppe (5 + 1) , welche bei geradem » hinzutritt. Die ebenen Schnitte 
werden in diesem Falle abgebildet durch Curven der Ordnung 3 +1 


. . n . . . 
mit einem —fachen und einem einfachen Fundamentalpunkte. Die 


Geraden durch erstere sind, wie auch in allen andern Fillen, Bilder 
der Erzeugenden; die Geraden durch den einfachen Fundamentalpunkt 
aber, == x&, fiihren auf eine einfach unendliche Curvenschaar der 


Ordnung ~ und vom Geschlecht p = 0: 
(1) 0% = Pi + *Yi, 
welche x als Parameter enthilt. Die Fliiche wird daher erzeugt durch 
die Verbindungslinien entsprechender Punkte irgend zweier Curven 
dieser Schaar. In der That, die Punkte dieser Verbiidungslinien sind 
durch die Gleichungen: 
9x: = (Hi + Yi) + A(Gi + #4) 

gegeben, was durch die Einfiithrung der Verinderlichen: 

ng S28 

= i+i 
in die Flaichengleichungen: 

ox = Fp: + bv; 

iibergeht. Eben deswegen aber kann auf der Fliche keine einfache 
Leitlinie existiren, deren Ordnung kleiner als . ist; denn eine solche 


wiirde zusammen mit einer Curve der Schaar eine Fliiche niederer 
Ordnung erzeugen. 
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Auf der letzten Gruppe der Flichen gerader Ordnung giebt es also 
keine einzelne Leiteurve niedrigster Ordnung, sondern statt dessen eine 


a, . n 
einfach unendliche Schaar von Rawmeurven der Ordnung 3 


§ 4. 
Bedeutung der Fundamentalpunkte. 

Sehen wir von dieser letzten Gruppe ab, so enthalten die Bilder 
nur einfache Fundamentalpunkte, welche dem vielfachen unendlich 
nahe liegen. Da die Abbildungsgleichungen: 

ox = 9 + FM; 

sind, so findet man sie aus M —0O, wihrend zugleich § und » un- 
.endlich klein werden; sie repriisentiren also die » — 2a + 1 Erzeu- 
genden, deren Werthepaare : aus der Gleichung M = 0 hervorgehen. 
Dieselben Werthverhiiltnisse von §, 7, wenn & und y nicht unendlich 
klein gesetzt werden, stellen die durch die entsprechenden Werthe: 

OX; = Pi 
gegebenen Punkte dar. Es geben also die Fundamentalpunkte gewisse 
n — 2a-+ 1 Erzeugende, wihrend.zu den entsprechenden festen Tan- 
genten des vielfachen Punktes sich diejenigen Punkte jener Erzeugenden 
ausbreiten, in welchen sie die Raumcurve (n — a 4- 1)'" Ordnung: 
(1) OL; = Yi 
schneiden. 


Ohne den Charakter der Abbildung zu iindern, kann man aber 
die Fliiche durch die Gleichungen: 


ox; = of + OMY; 
pi = gi — (28 + by) Uy; 
= €+ a& + dy. 


Die Raumeurve (1) gehért also einer “— unendlichen Schaar von 
Curven (n — a + 1)'* Ordnung: 


(2) ou; = pi — (a6 + by) My; 


an, und ist eine ganz beliebige unter ihnen. In der Darstellung der 


Fliche: 


darstellen, wo: 


9x: = 9: + MY; 
werden diese Curven durch die Gleichung: 

€+ a+ by =0 
abgebildet, also durch die Geraden der Ebene. 












dab Noosa 
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Aber der Charakter der Abbildung wird auch durch die Substitution: 
(3) Met=M’'¢ 
nicht geiindert, wo M’ eine beliebige andere Function (n — 2a + 1)!" 
Grades von §&, y ist. Die (n — 2a@-+ 1) Erzeugenden, welche durch 
die dem vielfachen unendlich nahen einfachen Fundamentalpunkte abge- 
bildet werden, kann man also ganz beliebig wihlen. Zugleich sieht man, 
dass in Folge dessen die Lage des Biischels fester Tangenten, welche 
der vielfache Punkt der Abbildung zulisst, véllig beliebig und daher 
von der Natur der Fliche unabhiingig ist. 

Haben wir diese Erzeugenden irgendwie gewiihlt, und also eine 


neue Function M’ eingefiihrt, so tritt nun an Stelle des Curvensystems 
(2) das folgende: 


(4) ox: = pi — (46 + bn) My. 
Man sieht also, dass es eigentlich ein System von Raumcurven (n—e-+1)'*" 
Ordnung mit (n — 2a@-+ 3) willkiirlichen Parametern: 
(5) oni =p + NY; 
ist, deren Glieder mit der einfachen Leitcurve zusammen zur Erzeu- 
gung der Fliiche beliebig benutzt werden kénnen. Ist aber das System 
der n — 2a -+ 1 Erzeugenden zur Herstellung der Abbildung gewihlt, 
so scheidet sich aus dem (n — 2a + 3) fach unendlichen Systeme (5) 
ein doppelt unendliches (4) aus, welches die Geraden der Bildebene 
liefert. Nur eine dieser Curven kann dann noch willkiirlich ange- 
nommen werden; die iibrigen sind dadurch bestimmt, dass sie mit 
jenen n — 2a- 1 Erzeugenden dieselben festen Schnittpunkte haben. 
In der Abbildung entspricht dieses dem Umstande, dass alle Geraden 
der Ebene die betreffenden » — 2a + 1 Strahlen (/’ = 0) schneiden, 
wiihrend doch jeder derselben, abgesehen von dem auf ihm liegenden 
einfachen Fundamentalpunkte, nur einen einzigen Punkt darstellt. 
Die letzte Gruppe der Fliichen gerader Ordnung muss auch hier 
wieder besonders betrachtet werden. Die Geraden durch § = 0, y = 0 
stellen die Erzeugenden, die Geraden durch den einfachen Fundamental- 
punkt (§ = 0, € = 0) die Schaar von Curven a Ordnung (§ 3. (1)) 
dar. Aber der ~ fache Fundamentalpunkt stellt selbst eine Curve der 


letztern Schaar: 


OX; — Vi ? 
der einfache Fundamentalpunkt selbst eine Erzeugende: 
ox: = (0, 1) + «4:0, 1) 
dar; die Gerade § = 0 endlich stellt den beiden gemeinsamen Punkt: 


ex; = ¥;(0, 1) 
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dar. So ist aus der Schaar der Erzeugenden eine bestimmte ausge- 
~ nier 
sondert, ebenso eine aus der Schaar von Curven > Ordnung, welche 


die Fliche enthilt. Man iiberzeugt sich leicht, dass beide beliebig 
gewihlt werden kénnen, und dass durch Wahl derselben erst die Ab- 
bildung charakterisirt ist. Die Abbildungsgleichungen der Fliche 
kénnen nimlich in der Form geschrieben werden: 


ox; = (€ + «&) (pi — Bui) — (€ + BE) (Mi — ay). 
Durch die Substitution: 





po ppep Fa abt bn 
geht dies nun in die Form: 
ox; = Epi + Sei 


tiber, wo jetzt an Stelle der Erzeugenden § = 0 die beliebige andere 
&° = 0, an Stelle der Curve: 
OX; = Vi 

die beliebige andere: 

ex = vi = Vi — @Y; 
getreten ist. Geometrisch fiihrt man eine Abbildung in die andere 
sofort iiber, indem man sich eines Fundamentaldreiecks bedient, we!ches 
die beiden Fundamentalpunkte einer Abbildung zu Ecken hat. 


g 5. 


Gruppirung der Flachen beziiglich ihrer Punkte und ihrer 
Tangentenebenen. 


Bei dem dualistischen Charakter, welchen die geradlinigen Fliichen 
besitzen, kann man der Abbildung ihrer Punkte durch Punkte einer 
Ebene immer in ganz gleicher Weise die Abbildung ihrer Tangenten- 
ebene durch Punkte einer Ebene gegeniiberstellen. Bezeichnet man 
ersteres als Punkt-Abbildung der Fliiche, so werde ich das letztere als 
ihre Ebenen- Abbildung bezeichnen. 

Der Gruppirung der Flichen nach ihrer Punkt- Abbildung, welche 
in den vorigen §§ behandelt wurde, tritt eine solche nach ihrer Ebenen- 
Abbildung nunmehr gegeniiber. Die Gruppen sind hier gebildet nach 
der Classe der niedrigsten abwickelbaren Fiche, welche aus einer ein- 
fach unendlichen Reihe von Tangentenebenen der gegebenen Fliiche 
gebildet werden kann. Ihre Anzahl ist ebenso gross wie im Obigen 
die Anzahl der Gruppen nach der Punkt-Abbildung. Es entsteht also 
ein quadratisches Schema, in welches die geradlinigen Flichen ein- 
geordnet werden kénnen, und dessen Rubriken nach den Gruppen der 
Punkt- Abbildung einerseits, und nach denen der Ebenen- Abbildung 
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andererseits geordnet sind. Nur der ersten Gruppe der Punkt- Abbil- 
dung entsprechen lauter Fliichen, welche der Ebenen-Abbildung nicht 
fihig sind, indem sie nur eine einfach unendliche Reihe von Tan- 
gentenebenen besitzen, es sind die Kegel n'** Ordnung. Ebenso wird 
die erste Gruppe der Ebenen-Abbildung von Flichen gebildet, welche 
keiner Punkt-Abbildung fiihig sind, indem sie nur eine einfach-un- 
endliche Punktreihe enthalten; dies sind die ebenen Curven n'« Classe. 
Ausserdem nehmen die abwickelbaren Flichen und die Raumcurven 
eine Ausnahmestellung ein; denn erstere ordnen sich gewissen Gruppen 
der Punkt-Abbildung zu, ohne dass sie in den Gruppen der Ebenen- 
Abbildung eine Stelle finden kénnten, und umgekehrt verhalten sich 
die letztern, welche man zwar als geradlinige Flichen in Ebenencoor- 
dinaten, aber nicht als solche in Punktcoordinaten ansehen kann. 


Um dieses auf die einfachsten Fiille anzuwenden, will ich die 
Gruppirung der geradlinigen Fliichen vom Geschlechte p = 0 fiir n = 2, 
3, 4 hieher setzen. Eine Fliiche, welche der a'*™ Gruppe der Punkt- 
Abbildung, der B'" Gruppe der Ebenen-Abbildung angehért, mag 
die Charakteristik («, 6) erhalten. Bei den Fliichen 2‘ Ordnung ge- 
hért dann der Kegel der ersten Gruppe der Punkt-Abbildung, die 
Curve 2'*' Ordnung der ersten Gruppe der Ebenen- Abbildung an; alle 
andern Fliichen 2'*" Ordnung haben die Charakteristik (2, 2), und es 
existirt nur diese einzige Gruppe. Ebenso existirt ausser Kegeln und 
ebenen Curven 3'* Ordnung nur eine einzige Gruppe von geradlinigen 
Flichen 3” Ordnung; sie erhiilt die Charakteristik (2, 2). Diese 
Flichen entstehen bekanntlich ebenso aus Verbindung entsprechender 
Punkte_einer Geraden und einer Curve 3'* Ordnung vom Geschlechte 
p =O, wie aus den Durchschnitten entsprechender Ebenen eines ein- 
fachen Ebenenbiischels und einer abwickelbaren Fliiche 3‘ Classe vom 
Geschlechte p = 0. 


Was die geradlinigen Flichen 4'" Ordnung vom Geschlechte p = 0 
angeht , so fiihre ich nur die folgende Classification von Cremona an 
(Memorie dell’ accademia di Bologna, t. 8. ser. 2.), indem ich zugleich 
wegen der Eigenschaften der verschiedenen Species mich auf jene 
Abhandlung beziehe: 











Species. Doppelcurve. | Doppeldeveloppable. 
1. Curve 3' O. Abwickelb. Fl. 3% Cl. 
2. | Curve 2' 0. + Gerade R | Kegel 2‘ O. + Ebeneubiischel R 
3. Gerade RF (dreifach) Kegel 2'*" O. + Ebenenbiischel R 
4. Curve 2'" O. + Gerade R | Ebenenbiischel R (dreifach) 
Gerade R, RB, S Ebenenbiischel R, FR’, S 
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Species. | Doppelcurve. | Doppeldeveloppable. 
6. | Gerade R (doppelt) | Ebenenbiischel R (doppelt) 
+ Gerade S | -+ Ebenenbiischel S 
7. Curve 3'" 0. | Ebenenbiischel R (dreifach) 
8. | Gerade R (dreifach) | Abwickelb. FI. 3" Cl. 
9. Gerade R (dreifach) | Ebenenbiischel R’ (dreifach) 
10. Gerade R (dreifach) | Ebenenbiischel R (dreifach). 





Sehen wir vom Kegel und der ebenen Curve 3'* Classe ab, so 
erhalten wir 4 Gruppen mit den Charakteristiken: 
(2, 2) ? (3, 2) ? (2, 3) ? (3, 3), 
und zwar enthalten dieselben folgende Species: 
(2, 2) : 9, 20. (2, 3) : 4, 7. 
(3,2) : 3, 8. @,3) : 1,272,464 
Die Flichen der Gruppe (2, 2) enthalten eine einfache Leitlinie 
und ein einfach beriihrendes Ebenenbiischel, dessen Axe nicht Er- 
zeugende ist*); bei den Fliichen der Gruppe (3, 2) existirt ersteres 
nicht mehr, bei der Gruppe (2, 3) letzteres, bei (3, 3) keines von beiden. 


§ 6. 
Uebergang von der Punkt-Abbildung zur Ebenen-Abbildung. 


Der Uebergang von der Punkt-Abbildung zur Ebenen- Abbildung 
geschieht auf folgende Weise. Seien: 


(1) Oxi = Pi + Ovi 

die Gleichungen einer Punkt-Abbildung. Die Coordinaten der Tan- 
gentenebene des Punktes x sind dann die Coefficienten der x in dem 
Ausdrucke: 





O-Mm+ehy A-m+t+ hy vy, 2 
0g on Pre 
0-2 + v2 O-m+tih 1 2 | 
0é on 2 “2 
0.o+o%s O.m+im y » |’ 
0g On s- “3 
O- Da + Su, C. Pit Sv w, 2 
og on ewe 


welcher, gleich Null gesetzt, die Gleichung der Tangentenebene dar- 
stellt. Dieser Ausdruck mag der Kiirze wegen durch: 


*) Diese Auffassung wird nicht aufgehoben durch das Kintreten des Grenz- 
falls 10., in welchem die einfache Leitlinie und ebenso die Axe des Biischels sich 
mit 2 Erzeugenden (und mit einander) vereinigen. 
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ot oe oo tte, v2) - 

bezeichnet werden; in entwickelter Form kann man dafiir setzen: 

0 0 é a 7 0 

(3 ? on? Y, «) + 3163 ’ ae vy, n) + (5 ? oa? vy; )], 


der Coefficient von €? verschwindet. Ist nun r die Ordnung der g, 
y —1 die der y, und setzt man fiir » den Werth: 


__1 (:a4 ev 
v= 4 Ca t17) 
so nimmt der Ausdruck die Gestalt an: 
3 ? a v, x)——* 1 cs ? oy p; a): 
Setzt man also, identisch in Bezug auf die z: 


GF ? oa » ¥, «) = 9,2, + Oy, + ®, 2, + O, 4, 


a 
Gg ’ i » P) ) = V0, + Yor, + ¥3%3 + ¥,a,, 
so sind die Gleichungen der Ebenen- Abbildung: 
5 ; r 
(2) eu; = > — —— oi. 


War die gegebene Fliiche von der Ordnung n, so musste die 
Punkt-Abbildung 27 — 1 — n einfache Fundamentalpunkte besitzen. 
Die Ordnung der Functionen ® ist s = 3r — 3, und die Ebenen-Ab- 
bildung muss also, wenn sich nicht ein gemeinsamer Factor aus allen 
Functionen ®, Y abscheidet, 2s —1—n = 6r — 7 — n einfache 
Fundamentalpunkte haben, Diese Punkte bestehen erstens aus den 
Fundamentalpunkten der ersten Abbildung, sodann aber aus 4r — 6 
Punkten, fiir welche die Verhiiltnisse §: 4 durch die Gleichung: 

‘ Op 7) cw cw 
(3) 4= oe ? ie > JE’ dn = 0 
gegeben sind, welche also den die Hesse’sche Curve bildenden Er- 


zeugenden entsprechen. 
Hat die Reihe der ~ einen gemeinsamen ¢lactor, so enthalten 


diesen die ®, Y und auch die linke Seite der Gleichung (3). Sei x die 
Ordnung dieses Factors (JZ); die Anzahl der ausser M =O vorhan- 
denen Fundamentalpunkte der Punkt-Abbildung ist dann 2r—1— n—x; 
lassen wir aus den ®, Y den Factor M aus, so sind die Abbildungs- 
functionen der Ebenen-Abbildung von der Ordnung s = 3r — 3 — x, 
und ausser den 27 — 1 — nm — x Fundamentalpunkten der vorigen 
muss diese Abbildung nun noch: 


(67 — 7 — 2% —n) —(r—1—n—x)=4r—6—-x 
Fundamentalpunkte enthalten, Diese werden wieder durch die Glei- 
chung (5), nach Beseitigung des Factors MZ gegeben, also durch den- 
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jenigen Factor der Gleichung (4), welche wirklich den die Hesse’sche 
Curve biidenden Erzeugenden entspricht. Ganz ebenso verhilt es sich, 
wenn die @ einen gemeinsamen Factor haben, oder wenn sowohl die 
@ wie die w einen solchen enthalten. 


Wenn die Punkt-Abbildung in der reducirten Form gegeben ist, 
wie sie in §§ 3., 4. entwickelt wurde, so existiren also in der Ebenen- 
Abbildung nur die letztern Fundamentalpunkte; fiir die a'e Gruppe 
der Punkt-Abbildung ist die Ordnung der neuen Abbildungsfunctionen: 


=2n—a+l, 
und die Zahl der aus der Gleichung (4) entspringenden einfachen 
Fundamentalpunkte wird: 

3n— 2a—3. 
Der Fall a = 1 ist dabei aus den im vorigen § entwickelten Grtinden 
ausgeschlossen ; fiir die letztg Gruppe bei geradem » wird ausserdem: 


3 
und die Zahl der einfachen Fundamentalpunkte wird 2” — 3, ent- 
sprechend dem Grade, welchen die Gleichung (3) nach Absonderung 
des Factors — annimmt. 


Man sieht hieraus, dass, wenn die Punkt-Abbildung gegeben jist, 
der Charakter der Ebenen-Abbildung wesentlich von der Lage der 
singuliren Erzeugenden abhiingt, welche die Hesse’sche Curve bilden. 
Dasselbe tritt, da die singuliren Erzeugenden sich selbst dualistisch 
sind, auch bei dem umgekehrten Uebergange von der Ebenen- Abbil- 
dung aur Punkt-Abbildung ein. 


§ 7. 
Abwickelbare Flachen. 


War die Fliche 1. abwickelbar, so muss die Veriinderliche € aus 
den Gleichungen (2) fanz verschwinden, so dass diese nicht mehr die 
Abbildung auf einer Ebene, sondern die einfach-unendliche Schaar der 
Tangentenebenen, ausgedriickt durch einen einzigen Parameter dar- 
stellen. Man findet dies leicht bestiitigt. Die abwickelbare Fliiche ist 
als solche durch die Kigenschaft definirt, dass alle ihre Erzeugenden 
singulire sind, dass also die Gleichung (3) eine identische wird. In 
Folge dessen miissen solehe ganze Functionen m;, p, q, 7, $ existiren, 
dass die Unterdeterminanten von A die Ausdyiicke annehmen: 





CC 
oe, MP 09, = mq 
0g on 
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a >. 
“=a ; Ov, = m;S. 
cg “én 


Daher hat man aus den Formeln des vorigen Paragraphen, indem man 
nur noch v fiir die dort durch r bezeichnete Zahl setzt: 


xO;27; = — ; (Es — nr) Im; 2; 
=¥,a; = — + (Eq — np) Xm;7; . 


Triigt man dies in die Gleichungen (2) ein, und beseitigt rechts den 
gemeinsamen Factor: 


1 
57 (6s — ur) + (Ea — up)}, 
so erhilt man die Gleichungen: 
ou; = ™;, 
welche die einfach unendliche Schaar der Tangentenebenen der Fliche 
darstellen. 
An Stelle der Gleichung (3) kann man auch, nach Multiplication 
mit §*, folgende setzen: 
O=(9, v 58> Fe) 
Man kann also solche ganze Functionen a, b, a’, b’ finden, dass gleich- 
zeitig die 4 Gleichungen bestehen: 
0 = b 1 09% v ove 
=agitby+a OE + oe 
Setzt man: 


, Ca 
a se 

” ov 
v= b—F, 


so kann man dieser Gleichung auch die Form geben: 
0O=a'g; + bY; + 3 (a’pi + UY) , 
und man kann also Functionen 0; einfiihren, so dass: 


agi tlui=9; 





” ” 00; 
ag: + bY; = — ry 
Schreiben wir diese Gleichungen, nach g;, %; aufgelést, in der 
Form: 20 
pi = «0; — B OE 
20, 
vi = 79; —O GE? 


so nehmen die Gleichungen der Fliiche die Gestalt an: 
Mathematische Annalen. Y, 2 


| 
i 
| 
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20, 

oO en O40, 
/_ __ B+8E 
” C= — atx 


Die Gleichung (1) zeigt die abwickelbare Fliiche in ihrer Bezie- 
hung zu. der Riickkehreurve, deren Aufsuchung auf diese Weise ge- 
leistet ist. Denn die Gleichung (1) repriisentirt offenbar die Verbin- 
dungslinie eines Punktes § der Curve 
(2) ox; = 9; 
mit einem benachbarten Punkte. Die Fliche besteht also aus der 
Gesammtheit der Tangenten der Curve (2), und diese ist also die Riick- 
kehreurve. Dass sie vom Geschlechte pO, ist selbstverstiindlich, 
da sie mittelst ihrer Tangenten auf jedem ebenen Schnitte der Fliche 
eindeutig abgebildet ist. 


§ 8. 
Flichen, welche ohne Ausnahmestellen eindeutig aufeinander 
abbildbar sind. Typen. 


Zu den bemerkenswerthesten Beziehungen, welche zwischen zwei 
Oberflichen eintreten kénnen, gehért diejenige, welche aussagt, dass 
beide sich auf einander ohne ‘das Auftreten von Fundamentalpunkten 
und Fundamentaleurven abbilden lassen, d. h. so, dass wirklich ohne 
jede Ausnahme einem Punkte der einen immer nur ein Punkt der 
anderen entspricht und umgekehrt. Dabei wird man jeden Punkt einer 
Doppeleurve immerhin als aus 2 in den verschiedenen Blittern liegen- 
den Punkten zusammengesetzt ansehen kénnen, und es wird der er- 
waihnten Eigenschaft keinen Eintrag thun, wenn 2 Punkten, welche 
auf solche Weise vereinigt liegen, auf der anderen Fliche getrennte 
Punkte entsprechen. 

Diese Eigenschaft kann auf F'léchenclassen iibertragen werden. 
Solchen Flichen kommt sie daun im Allgemeinen der Art nach zu, 
d. h. so, dass fiir jede Fliche der einen Art solche der anderen 
von den genannten Eigenschaften existiren. Dabei kann noch jede 
Fliche der einen Art von den iibrigen analogen durch die beson- 
deren Werthe ihrer héheren Invarianten, bez. Moduln, unterschie- 
den sein. 

Zwei Flichen, welche in einer solchen gegenseitigen Beziehung 
stehen, will ich als demselben Typus angehiérig bezeichnen. Die Geo- 
metrie auf einer dieser Fliichen ist dann ohne Weiteres auf die andere 
iibertragbar; man hat keine singuliiren Elemente einzufiihren, welchen 
bei dieser Uebertragung Rechnung zu tragen wiire. Insbesondere haben 








~_— tan 6 en 


sa =f @P -—  - 
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die auf beiden Flichen gelegenen Classen von Raumcurven gleichen 
Geschlechtes gleichen Umfang und entsprechenden Inhalt. 

So ist der Typus der Ebene und des Hyperboloids ein verschie- 
dener; denn es liisst sich zwar letzteres auf der Ebene eindeutig ab- 
bilden, aber dabei muss man einen Punkt des Hyperboloids beliebig aus- 
zeichnen, indem ihm nicht ein Punkt, sondern eine Gerade der Ebene 
zugeordnet wird, und zwei Punkte dieser Geraden in der Ebene auszeich- 
nen, welchen die durch den ersten gehenden Erzeugenden entsprechen. 

Dagegen ist die Steiner’sche Fliiche (und wohl diese allein unter 
den bisher betrachteten) vom Typus der Ebene, da ihre Abbildung 
auf dieser keinerlei Fundamentalpunkte oder -Curven mit sich fiihrt. 
Demnach verhilt sich das doppelt unendliche System der Kegelschnitte 
der Steiner’schen Fliiche genau und ohne Ausnahmestellen wie das 
System der Geraden in der Ebene; und die-Geometrie auf der Stei- 
ner’schen Fliiche ist vollig dadurch charakterisirt, dass auf ihr ein 
doppelt unendliches System gleichartiger Curven existirt, die sich zu 
zwei immer nur in einem Punkte schneiden, und von denen durch 
jeden Punkt eine einfach unendliche Schaar hindurchgeht. 

Zwei Flichen, von denen keine abwickelbar oder Raumcurve ist, 
kénnen aber ebensowohl riicksichtlich ihrer Tangentenebenen wie 
riicksichtlich ihrer Punkte verglichen werden. Man kann also sagen, 
zwei Fliichen gehéren riicksichtlich ihrer Punkte oder sie gehéren riick- 
sichtlich ihrer Tangentenebenen demselben Typus an, und _ beides 
‘allt im Allgemeinen keineswegs zusammen. Nur bei abwickelbaren 
Flichen fallt die eine Art der Vergleichbarkeit fort, bei Raumeurven 
die andere. 

Wenn zwei Fliichen, um deren Vergleichung es sich handelt, die 
eindeutige Abbildung auf der Ebene zulassen, so miissen sie auf dieser 
Abbildungen besitzen, welche gleiche Fundamentalpunkte und Curven 
zeigen. Die Multiplicitit entsprechender fundamentalpunkte aber kann 
verschieden sein. *Penn Fundamentalpunkte, wie hoch auch immer 
ihre Multiplicitit sei, stellen Curven vom Geschlechte p = 0 dar, und 
diese sind immer Punkt fiir Punkt aufeinander abbildbar. 

Wenden wir dieses auf unsere geradlinigen Flichen an, so be- 
merken wir zuniichst, dass die charakteristischen Eigenschaften ihrer 
Abbildungen in der Existenz eines, bez. zweier Fundamentalpunkte 
und mehrerer fester Tangenten in einem derselben bestehen. Zugleich 
aber haben wir gesehen, dass die Richtung der letzteren beliebig ab- 
geiindert werden kann, ohne dass die abgebildete Fliche sich andert. 
Daher ist die Richtung dieser Tangenten fiir die Abbildung nicht 
weiter charakteristisch, sondern nur noch ihre Zahl. 

Wir sehen uns hierdurch beziiglich der verschiedenen Typen genau 
auf die Unterscheidung der oben aufgestellten Gruppen zuriickgefiihrt. 
Q* 
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Moduln, als welche man etwa Doppelverhiiltnisse der festen Tangenten 
hiitte erwarten kénuen, existiren nicht. Der Typus der «'e™ Gruppe 
bei Fliichen n* Ordnung ist durch einen Fundamentalpunkt und die 
Zahl n—2a-+1 seiner festen Tangenten gegeben; bei geradem n 


tritt noch die (= + 1) Gruppe mit 2 Fundamentalpunkten hinzu. 


Ziehen wir nun zugleich verschiedene » in Betracht, so sehen 
wir, dass bei jedem folgenden m ein einziger neuer Typus auftritt, 
der des Kegels n'* Ordnung, wiihrend die iibrigen Typen sich den 
bei der vorhergehenden Ordnung gefundenen anreihen. Aber die Ab- 
bildungen der Kegel, welche ohnedies eine Ausnahmestellung einneh- 
men, haben eine solche auch insofern, als bei ihnen der vielfache 
Punkt der Abbildung nur die Spitze, also einen Knotenpunkt, aber 
nicht eine Curve darstellt, und also hier keine solche vorhanden ist, 
welche auf der durch den Fundamentalpunkt einer anderen Abbildung 
dargestellten Punkt fiir Punkt abgebildet werden kénnte. Demnach 
miissen wir die Kegel aus dieser Betrachtung ausschliessen, und als 
jedesmal neuen Typus den einer Linienjliiche mit einfacher Leitgeraden 
aufstellen. Bezeichnen wir diese Typen durch: 


T,: Fiichen 2' Ordnung (Typus des Hyperboloids), 
T,: Linienflichen 3' Ord. (p = 0) mit einfacher Leitgeraden , 


T,: Linienfliichen 4' Ord. (p = 0) mit einfacher Leitgeraden, 


so sind die Typen der verschiedenen Gruppen 


bei ungeradem n: 
Gruppe) 2 3 4 
Types) Zi. Tae Tac. . 
bei geradem n: 
Gruppe) 2 3 4 ...°S 241 
ee) 0oZawo Ta-4 Trane. TF, 


Eine gegebene geradlinige Fliche n'" Grades kann diesen Typen 
sowohl ihren Punkten, als ihren Tangentenebenen nach zugeordnet 
werden, und zwar fallen, wie schon bemerkt, die betreffenden Typen 
nicht immer zusammen. Daher ist die Geometrie der Punkte einer 
Fliche in vielen Fallen von der Geometrie der Tangentenebenen in 
wesentlichen Punkten verschieden. Betrachten wir z. B. eine Art von 
Flachen, welche bei geradem n in Beziehung auf ihre Punkte dem 
Typus des Hyperboloids angehért. Sie besitzt, wie dieses 2 Schaaren 
von Erzeugenden hat, so 2 einfach unendliche Curvenschaaren vom 
Geschlechte p = 0, deren eine die Schaar der Erzeugenden ist. 
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Cats AS kee SOS 


Geradlinige Fliichen vom Geschlechte p -= 0. 21 


Curven derselben Schaar schneiden sich niemals, Curven verschiedener 
Schaaren treffen sich immer und zwar in einem Punkte; die Curven 
der einen Schaar werden durch die der anderen projectivisch getheilt. 
Wenn aber dieselbe Fliche riicksichtlich ihrer Tangentenebenen etwa 
einem anderen Typus angehért, so besitzt sie zwar noch eine ausge- 
zeichnete Schaar beriihrender Biischel, aber auch nur noch eine, deren 
Axen die Erzeugenden sind, und dieser steht keine zweite einfach un- 
endliche Schaar ausgezeichneter Developpabeln gegeniiber. 


§ 9. 
Flachen, welche riicksichtlich ihrer Punkte und ihrer Ebenen 
, demselben Typus angehéren. 


Wenn eine geradlinige Fliiche m'* Grades ihrer Punktabbil- 
dung und ihrer Ebenenabbildung nach derselben Gruppe angehort, 
also in Beziehung auf ihre Punkte und Ebenen denselben Typus be- 
sitzt, so ist dadurch eine eigenthiimliche Dualitét der Punkte und 
Ebenen der Fliiche gegeben, bei welcher keineswegs einem Punkte 
seine Tangentenebene zugeordnet ist. Diese Dualitiit erhiilt man, wenn 
man die einfachsten Punkt- und Ebenenabbildungen der Fliche ver- 
gleicht, und jedem Punkte der Fliiche diejenige seiner Tangenten- 
ebenen zuordnet, welche durch denselben Punkt der Bildebene dar- 
gestellt wird. Wenn nun der in § 6. behandelte Uebergang von der 
einfachsten Punktabbildung sofort zu einer genau entsprechenden 
Ebenenabbildung fiihrte, so wiirde hierbei jedem Punkte seine Tan- 
gentenebene zugeordnet. Aber nach den Untersuchungen des § 6. ist 
dies nicht der Fall, vielmehr muss die Ebenenabbildung noch einer 
Reihe quadratischer Transformationen unterworfen werden, ehe man 
zu einer entsprechend einfachen gelangt. Dadurch aber wird auch 
jene Art des Entsprechens véllig geindert. 

Ich will an dem Beispiel der geradlinigen Flichen 3' Ordnung 
diese merkwiirdige Dualitiit genauer entwickeln. Bekanntlich (vergl. 
meine Abhandlung: ,,iiber die Steiner’sche Fliiche“, Borchardt’s 
Journal, Bd. 67) wird die Punktabbildung dieser Fliche durch die 
Formeln gegeben: 

(1) Ox, = &, Or, = 7° 
Qt, = 286, oa, = 206. 

Bildet man hieraus nach § 6. die Coordinaten der Tangentenebene 
des Punktes w, so erhiilt man: 
‘6 ou = 9, Qu, = — §°f 
(2) 2 

Qu; —=—§y°, Quy— 89. 
Diese Formeln gehen mit Hiilfe der quadratischen Substitution 
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(3) o§ — n¢, 


in die Form iiber: 


(4) 
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on= C8, of = by 


Qu,= §, Qu, = — 9” 
Q% = — Fl, eu= 1%. 
Ks entsprechen jetzt jedem Punkte z die Werthe der u, fiir welche 
in (3) &, 7’, & die Werthe annehmen: 
v= "> n= &, f= 7, 
wo y eine willkiirliche Constante. Alsdann sind die Tangentenebenen 
der Fliiche und die Punkte derselben ohne Ausnahme eindeutig auf- 
einander bezogen; insbesondere entsprechen den Ebenen &’ = 0, 4/= 0, 
welche durch die Fundamentalpunkte der Ebenenabbildung dargestellt 
werden (Ebenen durch die Doppelgerade), die Punkte § = 0, 4 =0 
der einfachen Leitlinie, welche durch den Fundamentalpunkt der Punkt- 
abbildung dargestellt wird. Der Beriihrungspunkt der Ebene (4) wird 
aber durch die Formeln 
en=nS, =O, = EE 
OY; =2y°F, oy, = 28" 
gegeben, oder, wenn man 
v=, w=b, C= 76 
setzt, durch die Formeln: 
On= 755, OYe=rn's 
OY; = 25'y, ey, = 2Ey"- 
Vergleichen wir dies mit den Formeln (1), so sehen wir, dass dieser 
Beriihrungspunkt nicht der Punkt 2 oder &, 4, € der Punktabbildung 
ist, sondern ein Punkt, dessen Bild die Coordinaten —’= &, y= und 
w__ §9 
(5) Lob 
hat. Die Bedeutung dieses Zusammenhanges ist nun zu suchen. Dem 
Punkte x entspricht die Tangentenebene von y; dabei liegt y (wegen 
der gemeinsamen Werthe von &, 4) auf derselben Erzeugenden. Der 
Gleichung (5) kann man nun die Form geben: 
ge’ 5 (en’+ 18’). 
Die Punkte & », § und &”, 9’, &’ sind also harmonische Pole in Bezug 
auf den Kegelschnitt 
e? = En 
Y 
welcher die Linien § = 0, » = 0 (Bilder der nach den Cuspidalpunk- 
ten gerichteten Erzeugenden) in den Schnittpunkten mit § = 0 (Bilder 
der Cuspidalpunkte) beriihrt, iibrigens aber, wegen des beliebigen 
Werthes der Constante y, willkiirlich ist. 
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Dieser Kegelschnitt stellt eine auf der Fliche gelegene Raumcurve 
4'er Ordnung und 2" Species dar, welche die einfache Leitlinie nicht 
schneidet und in den Cuspidalpunkten die betreffenden Erzeugenden 
beriihrt. Ich habe im Borchardt’schen Journal Bd. 47. p. 18 ge- 
zeigt, dass diese Curven die Haupttangentencurven der Flache sind. 
Man hat also folgenden Satz: 

Um eine eindeutige und ausnahmslose gegenseitige Beziehung der 
Punkte und Ebenen einer geradlinigen Fliche 3'** Ordnung zu erhalten, 
bediene man sich einer beliebigen Haupttangentencurve der Fliche. Jede 
Erzeugende wird von einer solchen Curve in 2 Punkten getroffen; man 
suche zu jedem Punkte einer Erzeugenden den zu ihm und diesen beiden 
harmonischen, und ordne dessen Tangentenebene dem ersten Punkte zu.*) 

Diese Beziehung, sofern man der Tangentenebene ihren Beriih- 
rungspuvkt substituirt, ist eine involutorische; die Doppelpunkte der 
Involutionen liegen auf der gedachten Raumcurve 4'" Ordnung, und 
diese bildet den geometrischen Ort derjenigen Punkte, welchen ihre 
eigenen Tangentenebenen zugeorduet sind. 


§ 10. 
Vielfache Curven der Flachen. 


Fliichen, welche denselben Gruppen angehéren, kénnen sich noch 
der Natur ihrer Doppelcurve bez. Doppeldeveloppabeln nach sehr ver- 
schieden verhalten; diese Doppelgebilde kénnen zu héheren vielfachen 
werden u. 8s. W. 


*) Beziiglich dieser Verhiiltnisse verdanke ich Hetrn Klein die folgende 
Mittheilung: 

Linienfliichen, welche 2 Leitgeraden besitzen, gehdren einer linearen Con- 
gruenz und also einfach unendlich vielen linearen Complexen an. Ein linearer 
Complex ist aber immer mit einer dualistischen Umformung verkniipft, bei welcher 
seine Linien ungeiindert bleiben. Deshalb gehen die genannten Linienfliichen durch 
einfach unendlich viele dualistische Transformationen in sich tiber. Diese Trans- 
formationen sind mit den im Texte erwihnten gleichbedeutend. Die Haupttan- 
gentencurven kommen dabei insofern in Betracht, als dieselben einzeln den einfach 
unendlich vielen Complexen zugeordnet und durch sie bestimmt sind. Auf jeder 
einem linearen Complexe angehérigen Linienfliiche wird nimlich, nach einem Satze 
von Lie (Berichte der Akademie zu Christiania 1871), durch den Complex eine 
Haupttangentencurve bestimmt. Dieselbe ist der Ort derjenigen Punkte der Fliche, 
deren 'l'angentialebene gleichzeitig die im Complexe entsprechende Ebene ist. Die 
Tangenten dieser Curve gehéren dem Complex an, die Curve bleibt desshalb bei 
der zugehirigen dualistischen Umformung ungeiindert. — Aehnliche Ueberlegungen 
iibertragen sich auf die allgemeineren Fliichen, welche durch einfach unendlich 
viele lineare Transformationen und also auch durch einfach unendlich viele dua- 
listische Umformungen in sich iibergehen (vergl. den Aufsatz von Lie und mir, 
diese Annalen, t. IV, 1), und welche die hier betrachteten Linienflichen als spe- 
ciellen Fall einschliessen. K. 
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Man findet Punktepaare der Bildebene, welche sich auf der Fliche 
zu Punkten emer vielfachen Curve vereinigen, indem man die Werthe 
der x fiir 2 verschiedene Werthsysteme &, 9, € einander gleich setzt. 
Sind die Gleichungen der Fliche 


(1) oxi = Pit S¥i, 
so werden jene Gleichungen: 
(2) Rte —O+ fui, 


wobei g’, w die Functionen g, w sind, geschrieben mit &, 7. 
Indem man aus den 4 Gleichungen (2) eine einzige bildet, welche 
€, & nicht mehr enthilt, und fiir —&, 1, sowie fiir §&, 7 homogen ist, 
findet man, nach einer schon oben angewandten Bezeichnung: 


(9, ¥, 9; y)=0. 
Diese Gleichung ist wegen der Reihenpaare g, y und y, wv 
zweimal durch (§y— &') theilbar; setzt man also 


(3) (9, v, 9, V) = (En — nf). Q(8, n, &, nN); 
so ist: 
(4) 2— 


eine fiir &, » wie fiir &, 7 homogene und fiir beide Werthepaare sym- 
metrische Gleichung, welche angiebt, welche Paare von Erzeugenden 
(&, 4 und &, 9’) sich auf der Doppelcurve treffen. In der Bildebene 
stellt Q = 0 eine hohere Involution von Strahlen vor, welche die Bilder 
der Erzeugenden paarweise einander zuordnen. 

Wenn, wie in den einfachsten oben behandelten Abbildungen, 
alle » einen gemeinsamen Factor M haben, so hat Q den Factor MM’, 
und es bleibt an Stelle von (4) diejenige Gleichung iibrig Q = 0, 
welche entsteht, indem wir bei Bildung von Q an Stelle der gm, w die 
friiher so bezeichneten Functionen setzen. In Folge dessen wird fiir 
die «a® Gruppe, wo die » von der Ordnung »—a-+1, die w von 
der Ordnung «+ 1 sind, doch immer Q von der Ordnung n — 2 in 
Bezug auf jede der Reihen der Veriinderlichen; auch die letzte Gruppe 
bei geradem » macht hiervon keine Ausuahme. Es giebt also zu einem 
Werthepaare &, » immer » — 2 Werthepaare &, 7; was in Ueberein- 
stimmung mit dem allgemeinen Satze ist, dass jede Krzeugende von 
n — 2 anderen getroffen wird. 

Die so gebildete Gleichung 2 =—0 kann in mehrere irreducible 
Gleichungen QY = 0, Q’=0... zerfallen. Jede derselben stellt dann 
eine vielfache Curve der Fliche dar. 

Es sei Q = 0 ein solcher irreducibler Theil von Q =. Setzen wir 

n= 46, f= 1E, 
so wird Q@ == F(A, 2’) eine symmeirische Function von 4, 4’, welche 
in jeder dieser Veriinderlichen bis zam (n — 2)" Grade ansteigt. Man 
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kann J (A, 4’) =0 als ebene Curve mit den rechtwinkligen Coordi- 
naten 4, 4’ betrachten, welche die Involution interpretirt; diese Curve 
hat dann eine Symmetrielinie, 4 = 2’, und jedem zu dieser symmetrisch 
gelegenen Punktepaare entspricht ein Punktepaar der Fliche, welches 
vereinigt liegt. 

Es kann aber geschehen, dass die zu einem gegebenen 4 gehdri- 
gen r© Werthe von 4’ (n —2=—r7r'+r”...) sich in x Gruppen zu 
s theilen (x s© == 7), so dass fiir die s' Wurzeln 2’ jeder Gruppe 

abi, aBi qe” i 
nicht nur die Gleichungen 
QH(A, A) = 0, QA, A» 4) =O, 
sondern auch die Gleichungen 
Q0 (As é, Ah) aan 0 
bestehen. In diesem Falle treffen sich auf dieser vielfachen Curve 
immer s -+- 1 Erzeugende, und die Curve wird also (s + 1) fach. 

Setzt man in QO0==0 4 = 12’, so erhiilt man eine Gleichung vom 
Girade 2s fiir 4. Bie liefert die Cuspidalpunkte dieser vielfachen 
Curve; und zwar werden in ihnen, wenn auch die Vielfachheit der 
Curve eine héhere ist, sich doch im Allgemeinen nur zwei der s® Er- 
zeugenden vereinigen. 

Zu einem Werthsystem 4, 4’ gehdrt im Allgemeinen ein Werth- 
system §, &, also em Punkt der betreffenden Erzeugenden. Dies iindert 
sich nur dann, wenn ausser der Determinante (3) auch ihre Unter- 
determinanten verschwinden (abgesehen natiirlich von dem in ihnen 
enthaltenen Factor §y'— 7&'). Wenn solche Systeme &, ; &, 9 oder 
A, 4’ existrren, so bezeichnen sie vielfache Erzeugende. Differenzirt 
man aber (3) nach den &, », &, 7’, so sieht man, dass fiir solehe Werthe- 
systeme auch die Differentialquotienten von Q verschwinden. Inter- 
pretiren wir Q = 0 durch das System der Curven F(A, 1’) = 0, 
welche 2 vielfache Punkte im Unendlichen der Coordinatenaxen gemein 
haben, so entsprechen etwaigen vielfachen Erzeugenden immer Durch- 
schnittspunkte und andere vielfache Punkte dieser Curven. Umgekehrt 
entsprechen solchen Punkten Paare von Erzeugenden, welche sich ent- 
weder 2mal auf derselben, oder welche sich auf 2 verschiedenen viel- 
fachen Curven begegnen; also entweder vielfache Erzeugende, oder 
solche, welche durch wirkliche vielfache Punkte oder Schnittpunkte 
der vielfachen Curven hindurchgehen. 

Soll endlich eine der vielfachen Curven Riickkehrlinie werden, so 
schneiden in den Punkten derselben sich immer 2 unendlich nahe Er- 
zeugende, also solche, fiir welche 4 = 4’. Kiner der irreducibeln Fac- 
toren von Q (geschrieben mit 2, 4’) muss also 4 — Jd’, oder, da Q 
symmetrisch fiir 2, 4’ ist, (A — 4’)? sein, und der Ausdruck 
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(y, ¥, 9, v), 
geschrieben mit 4, 2’, muss den Factor (4 — 4’)! enthalten. Setzen 





wir nun: 
a—2v OM , (A—1'P #9; 
| = oe oe 
ma 4-2 OM; , A—1'P PY; 
we So ae oe 
so wird: 


’ , ‘No 0 r,) h , 

(Q, v, 9,9) = (a — 2) (9, v, re we) + k. (A— 4%). 

Es muss also 
B By 
(9, vy, ie a =0 

sein fiir alle Werthe von 4, d. h. die Fliche abwickelbar. 

Es ist leicht, sich eine Vorstellung davon zu bilden, wie die Riick- 
kehreurve einer abwickelbaren Fliiche sich abbildet. Nehmen wir die 
Gleichungen der Fliiche in der Form: 


00; 

(5) en =O + ES 
Kinem Punkte 4 der Riickkehreurve entspricht = 0; aber man er- 
hilt denselben Punkt auch fiir 4+ dd, €=——d4Aa. Die Bilder der 
Punkte der Riickkehreurve liegen also paarweise auf 2 unendlich nahen 
Geraden = 0, € = — dd; die Verbindungslinie der Bilder desselben 
Punktes, 4 -+ €=0, geht immer durch einen bestimmten Punkt der 
Bildebene (A = 0, = 0). Geht man von einer anderen als der Glei- 
chungsform (5) aus, so tritt nur an Stelle der Geraden eine andere 7 
Curve vom Geschlecht p = 0 als Bild der Riickkehrlinie. 

Die Involution, welche der sich auf der eigentlichen Doppelcurve 
begegnenden Erzeugenden entspricht, ist in diesem Falle vom Grade 
n—4 in A und %. 


Gottingen, den 8. October 1871. 
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Bestimmung der Ordnung und Classe der Kriimmungsmittel- 
punktsfliche emer Fliche n‘" Ordnung*). 


Von Loruar Marcxs jf. 


Steiner findet in seiner Abhandlung: ,,Ueber algebraische 
Curven und Flichen“, im 49. Bande des Crelle’schen Journals, die 
Ordnung der Evolute einer Curve »'** Ordnung durch Zihlen der im 
Unendlichen liegenden Kriimmungsmittelpunkte. Ein analoges Ver- 
fahren fiihrt auch zur Bestimmung der Ordnung der Kriimmungsmittel- 
punktsfliche ® einer allgemeinen Fliiche n'* Ordnung F’,. Die unend- 
lich ferne Ebene E,, enthilt zwei Arten von Kriimmungscentren von 9, 
niimlich erstens soleche, die zu den auf F, liegenden parabolischen 
Punkten gehdren, und zweitens solche, die zu den unendlich fernen 
Punkten von F’, gehéren. Die parabolischen Punkte auf F’, liegen in 
der parabolischen Curve ky,(,—2), welche, als Schnitt von F’, mit der zu- 
gehérigen Kernfliiche, von der Ordnung 4 (n — 2) ist. Der Ort der 
zu den Punkten von kjn(,~-2) gehdrigen Kriimmungsmittelpunkte mége 
eine Curve k auf EH, sein. Die unendlich fernen Punkte von F’, bilden 
eine Curve ¢, auf F,, und der Ort der zugehérigen Punkte von ® sei 
die Curve s auf E,. Da die parabolischen und die unendlich fernen 
Punkte von F’, die einzigen sind, welche ihre Kriimmungscentren im 
Unendlichen haben, so ist die Summe der hinlinglich oft gezihlten 
Ordnungen von & und s gleich der Ordnung von 9, 

Um die Ordnung von & zu finden, fixiren wir eine bestimmte 
Richtung, deren unendlich ferner Punkt F sein mag. Die Beriihrungs- 
punkte der dieser Richtung parallelen, also durch E gelegten Tangential- 
ebenen von Ff’, bilden auf F, die Curve e,(,—1, welche der Schnitt 
von F’, mit der ersten Polarfliiche von FE in Bezug auf F, ist. Die 





*) Der Verfasser der Arbeit, deren hauptsiichlichste Resultate ein Studien- 
freund desselben hier mittheilt, ist am 12. Januar 1871 in dem Gefecht bei Lacroix 
gefallen. Er hatte die betreffenden Untersuchungen bereits in der ersten Hilfte 
des Jahres 1870 ausgefiihrt. Inzwischen ist dasselbe Problem von Herrn Darboux 
behandelt worden. (C. R. 1870. Erste Hilfte, p. 1328). D. Red. 
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zu den Punkten dieser Curve errichteten Normalen sind senkrecht 
zu der fixirten Richtung, also den auf dieser Richtung lothrechten 
Ebenen parallel, schneiden daher EH, in einer bestimmten Geraden 
Jo- Die erste Polarfliche von EK in Bezug auf F’,, welche von der 
(w — 1)" Ordnung ist, schneidet die parabolische Curve k4n(,— 9) in 
4n(n — 1) (wn — 2) Punkten, welche auf e¢,;,—1, liegen und zugleich 
parabolische Punkte sind. Die in ihnen errichteten Normalen schneiden 
daher g. in Punkten der Curve k. & ist also von der Ordnung 
4.n(nm — 1) (wm — 2). 

Um die Ordnung von s zu finden, bemerken wir, dass die Flichen- 
normalen der Punkte der Schnitteurve c, von J, und EF, ganz in 
E, \Viegen, also einander schneiden, und die Evolute 73,,(,—1) ein- 
hiillen. Jeder Punkt dieser Evolute liegt auf ®, weil sich in ihm zwei 
unendlich nahe Normalen von J’, schneiden, woraus auch folgt, dass 

“2 als der eine Hauptnormalschnitt fiir alle Punkte von ¢, betrachtet 
werden muss. 

Damit haben wir aber fiir jeden Punkt von c, nur einen der beiden 
auf seiner Normale gelegenen Kriimmungsmittelpunkte, und nur einen 
der beiden Hauptnormalschnitte beriicksichtigt. Zu jedem Punkte von 
¢, gehért ausser dem mit FZ, zusammenfallenden Hauptnormalschnitte, 
welcher einen Punkt auf r lieferte, noch ein zweiter zu E,, senkrecht 
zu denkender Hauptnormalschnitt, welcher den zweiten Kriimmungs- 
mittelpunkt liefert. Der Ort dieses letztern ist eine Curve 7 auf E., 
deren Ordnung wir zu bestimmen haben, Zu diesem Zwecke zihlen 
wir wieder die Punkte, welche rv mit der Geraden h, gemein hat, 
welche wir im Vergleich zu der Lage der Curven ¢, und 7 unendlich 
fern denken. Eine soleche Gerade wird von ¢, in » Punkten geschnitten, 
und ist also mfache Normale zu ¢,, d. h. in h, stehen auf der Ebene 
von ¢,, welche der erste Hauptnormalschnitt fiir alle Punkte von c¢, 
war, » zweite Hauptnormalschnitte senkrecht. Daher liegen in h, 
n zweite Kriimmungscentra. Ausserdem kann in h, nur dann noch 
ein Punkt von r’ liegen, wenn der zugehorige Flichenpunkt ein Wende- 
punkt seines zweiten Hauptnormalschnittes ist. Dieser Bedingung ge- 
niigt jeder parabolische Punkt auf c,, der nicht schon Wendepunkt 
des ersten Hauptnormalschnittes ist. Da nun die Ebene von c¢, die 
parabolische Curve Ji4nj,—2) in 4n(m — 2) Punkten schneidet, und 
3n(m — 2) Wendepunkte auf der Curve c, liegen, also Wendepunkte 
des ersten Hauptnormalschnittes sind, so bleiben n(n — 2) parabolische 
Punkte iibrig, welche Wendepunkte von zweiten Hauptnormalschnitten 
sind. Diese bestimmen daher auf h, noch n(n — 2) andere Punkte 
von 7. r hat demnach n+ n(n— 2) Punkte mit hk, gemein, ist 
also von der Ordnung n(n — 1). Da aber jeder Punkt dieser Curve 
im Unendlichen liegt, und jede Normale im Unendlichen fiir den 
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Hauptnormalschnitt Riickkehrtangente*) ist, in jedem Kriimmungs- 
centrum also immer 3 Punkte vereinigt liegen, so ist die Curve 7’ als 
Riickkehreurve auf der Fliiche ® bei der Beurtheilung der Ordnung 
derselben dreifach zu zihlen. 

Demnach besteht der ganze Schnitt von ZL, mit ® aus der Curve 
k von der Ordnung 4n(n — 1) (n — 2), der Curve x von der Ordnung 
3n(m — 1) und der dreifach zu ziihlenden Curve + von der Ordnung 
n(m—1). Also ist ® von der Ordnung: 
4n(n — 1) (n — 2) + 3n(n— 1) + 3n(m — 1) = 2n(m — 1)(2n — 1). 
Um die Classe der Kriimmungsmittelpunktsfliiche zu bestimmen, be- 
trachten wir sie als die Brennfliiche des Strahlensystems, welches von 
den siimmtlichen Normalen zu J’, gebildet wird, und benutzen den 
Satz, dass der Unterschied zwischen Ordnung und Classe der Brenn- 
fliche eines Strahlensystems »'** Ordnung und m'* Classe gleich 2(m—m) 
ist**), Da bekanntlich durch jeden Punkt »(n?— » + 1) Normalen 
an F’, gezogen werden kénnen, und in jeder Ebene n(n — 1) Nor- 
malen von J’, liegen, so ist der Unterschied zwischen der Ordnung 
und der Classe von ® gleich: 


2[n(n? — n + 1) — n(n — 1)] = 2n(n? — 2n + 2), 
und da wir 2n(m — 1) (2n — 1) als die Ordnungszahl* von ® ge- 
funden haben, so ist diese Fliiche von der Classe: 
2n(n — 1) (2n — 1) — 2n(n? — 2n + 2) = 2n(n? —n — 1). 
Fiir n = 2 und » = 3 ergiebt sich, dass die Kriimmungsmittelpunkts- 
fliiche einer quadratischen Fliiche von der 12'" Ordnung und 4'*" Classe, 
einer cubischen Fliiche von der 60'" Ordnung und 30!" Classe ist. 


*) Cf. Steiner, Ueber die algebraischen Curven und Fliichen, Crelle’s 
Journal, Bd. 49, pag. 339, 340. 

**) Dieser Satz riihrt von Herrn F. Klein her; vergl. 8. Lie, Gittinger Nach- 
richten 1870, Nr. 4. 











Beitrage zur analytischen Geometrie des Raumes, insbesondere 
zur Theorie der Flachen 3‘ Grades mit 4 Doppelpunkten und 
der Steiner’schen Flachen, sowie zur Lehre von den 
Raumcurven. 


Von F. E. Eocxarpr zu Rercnensacn im Voigtland. 


Die nachstehende Arbeit bildet einen Auszug aus einer Abhand- 
lung, welche ich wiihrend der Jahre 1867 und 1868 niedergeschrieben 
und unter dem obigen Titel im Osterprogramm 1869 der Realschule 
II. Ordnung zu Reichenbach veréffentlicht habe. Ich legte damals den 
von mir erhaltenen Resultaten keinen besonderen Werth bei und unter- 
liess daher, denselben durch Abdruck meiner Arbeit in einer Zeit- 
schrift eine gréssere Verbreitung zu geben. Als ich jedoch aus be- 
sonderer Veranlassung vor einiger Zeit meine Abhandlung mehreren 
Mathematikern zuschickte, wurde ich darauf aufmerksam gemacht, 
dass ich in der von mir angewandten Transformation einen speciellen’ 
Fall der insbesondere seit 1869 in allgemeinem Sinne und in Bei- 
spielen mehrfach behandelten rationalen Transformationen im Raume*) 
getroffen habe und dass mehrere der von mir gefundenen Resultate 
theils in neuester Zeit bekaunt geworden, theils noch jetzt unbekannt 
seien. Ich erlaube mir daher, durch eine ausserdem an mich ergangene 
Aufforderung veranlasst, in Folgendem einen Auszug aus meiner da- 
maligen Arbeit zu verdffentlichen, dem ich nur dann und wann einige 
mir bemerkenswerth erscheinende Zusiitze, die mir bei der neuen Be- 
arbeitung aufstiessen, zugefiigt habe. 


*) Vergl. De la Gournerie, surfaces réglées tétraédralement symétriques, Paris 
1867. — S. Lie, Repriisentation der Imaginiiren der Plangeometrie, Verh. der Ges. 
der Wiss. zu Christiania, 1869. Ueber die Reciprocitiits-Verhiiltnisse des Reye’- 
schen Complexes, Gétt. Nachr. 1870, Nr. 4. — Nither, iiber die eindeutigen 
Raumtransformationen, Math. Ann. III, p. 547. 1871. — Cayley, on rational trans- 
formation between two spaces, Lond. Math. Soc. v, III, 1870. — Cremona, iiber 
die Abbildung algebraischer Fliichen, Gott. Nachr. 1871, Nr. 5. 
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§ 1. 
Sind a, B, y, 0 die Vierebenencoordinaten eines Punktes in Bezug 
auf ein Tetraéder ABCD, so bedeutet bekanntlich z. B. & das Ver- 


hiltniss der Sinus der Winkel, in welche die durch jenen Punkt und 
die Kante CD gelegte Ebene den an dieser Kante liegenden Flichen- 
winkel theilt. Auf dieser Ebene liegen iiberhaupt alle Punkte, deren 
Coordinaten « und # denen des gegebenen Punktes direkt proportional 
sind. Dagegen finden sich alle Punkte, deren Coordinaten « und B 
denen des gegebenen Punktes indirekt proportional sind, auf einer 
Ebene, welche durch CD geht und mit ACD denselben Winkel ein- 
schliesst, als jene Ebene mit BCD. Diese neue Ebene und die 5 zu 
den iibrigen Tetraéderkanten gehérigen entsprechend gebildeten Ebenen 
schneiden sich siimmtlich in einem Punkte, dessen Coordinaten den 
reciproken Werthen von den Coordinaten des gegebenen Punktes pro- 
portional sind. 

Der so bestimmte Punkt fallt mit dem gegebenen nur dann zu- 
sammen, wenn derselbe Mittelpunkt einer der 8 Kugeln ist, welche 
die Flichen des Tetraéders beriihren. 

Construirt man auf die angegebene Weise zu allen Punkten einer 
Curve oder Fliche die entsprechenden Punkte, so bilden diese eine 
neue Curve oder Fliiche, deren Gleichung man erhalt, wenn man in 
der auf das Tetraéder bezogenen homogenen Gleichung des urspriing- 
lichen Gebildes die Coordinaten’ durch ihre reciproken Werthe ersetzt. 


8 2. 


Kiner durch eine Kante des Tetraéders gehenden Ebene entspricht 
auf diese Weise eine Ebene durch dieselbe Kante; einer durch einen 
Eckpunkt des Tetraéders gehenden Ebene entspricht ein Kegel 2!" 
Grades, welcher jenen Eckpunkt zum Scheitel hat und die 3 in dem- 
selben zusammenlaufenden Kanten des Tetraéders enthiilt. 


Kiner beliebig liegenden Ebene: 
Aa+t+ BB+ Cy+ Di=0 


endlich entspricht eine Oberfliche dritten Grades: 
A B C D 
o+atSte~% 


welche die 4 Eckpunkte des Tetraéders zu Doppelpunkten hat und die 
6 Kanten desselben enthdlt. Kine Fiiche dieser Art besitzt eine grosse 
Anzahl merkwiirdiger Eigenschaften, von denen wir hier zuniichst 
einige aus der Gleichung unmittelbar folgende anfiihren wollen. 


F, E. Ecrarpr. 


Die Gleichungen: 
at C+ 5=0 u. S. W. 
stellen die 4 Tangentialkegel dar, welche man an die Fliche in den 
Doppelpunkten legen kann. 
Je zwei dieser Kegel haben eine gemeinsame Kante und lings 
derselben eine gemeinsame Tangentialebene, welche zugleich die Fliiche 


5" Grades liings dieser Kante beriihrt. So ist die Gleichung der 
Tangentialebene liings der Kante CD: 


«86 
2 


Bringt man die liings je zweier gegeniiberliegender Kanten des Tetraéders 
an die Fliiche gelegten Tangentialebenen zum Schnitt, so erhélt man drei 
gerade Linien: 


ee B y : - 
+59, Gtp=9; 
ee ye — . 

+ 7—0, e+ p= 


oe 6 
t+ p5=% F+ G=9% 
welche zusammen in einer Ebene: 
a 3 ' 
ate+et+p-9 
liegen. 

Diese geraden Linien liegen aber qusserdem auf der Fliiche selbst 
und sind nichts weiter, als die infolge unserer Transformation ent- 
sprechenden Linien zu denjenigen, welche die Punkte verbinden, in 
welchen die urspriingliche Ebene je 2 gegeniiberliegende Kanten des 
Tetraéders schneidet. 

Jede Ebene, welche durch eine dieser 3 Linien geht, schneidet 
aus der Fliche noch einen Kegelschnitt aus und ist eine Doppeltangential- 
ebene der Fliiche in den Punkten, in welchen der Kegelschnitt und 
die gerade Linie sich begegnen. Die Ebene der 3 geraden Linien 
aber beriihrt die Flliche in 3 Punkten und ist daher eine dreifache 
Tangentialebene derselben. 

Die 4 Tangentialkegel in den Doppelpunkten umhiillen stimmtlich 
eine Fliche 2’ Grades, welche die 6 Kanten des Tetratéders beriihrt 
und deren Gleichung ist: 

Bt” AB AC AD BC BD GD 
Die Durchschnittslinie dieser Fliiche mit der Fliche 3°" Grades zerfiillt 
in 3 Kegelschnitte. Die Ebenen derselben haben die Gleichungen: 


oe? 2 ia & 2aB 2ay 2ad 2B 2pd 2y9 
aztRtat y yr =0. 


ce 6 Y é 
At+R-G— p=? usw., 
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und \gehen durch je eine der drei oben erwiahnten auf der Fliche 
3'" Grades liegenden geraden Linien. 

Jede Flaiche 2'" Grades, welche durch vier ein riumliches Viereck 
bildende Kanten des Tetraéders geht, schneidet die Fliche 3' Grades 
in einem Kegelschnitt. Es giebt 3 Schaaren solcher Flichen und 
daher auch 3 Schaaren von Kegelschnitten. Die Ebenen jeder Schaar 
bilden ein Ebenenbiischel, dessen Kante eine der oben erwihnten ge- 
raden Linien ist. 


§ 3. 
Der unendlich fernen Ebene, deren Gleichung bekanntlich : 
ef, + Bh + rhs + 9h, =9 


ist, wobei /,;, f:, f;, f, die Fliicheninhalte der 4 Seitenfliichen des 

Tetraéders sind, entspricht eine Fliche 3'" Grades: 
f4h4h4%—0, 

welche sich durch eine gréssere Anzahl merkwiirdiger Kigenschaften 

auszeichnet und iiberhaupt in vielfacher Hinsicht fiir das Tetraéder 

eine jihnliche Stelle vertritt, wie fiir das Dreieck der umschriebene 

Kreis. So gelten fiir diese Fliche folgende leicht erweisbare Siitze: 

Fiillt man von einem beliebigen Punkte der Fliche auf die 4 Ebenen 
des Tetratders Perpendikel, so liegen deren Fusspunkte in einer Ebene. 
(Entsprechender Satz fiir den Kreis: Die Fusspunkte der von einem 
Punkte eines Kreises auf die Seiten eines eingeschriebenen Dreiecks 
gefillten Perpendikel liegen in einer geraden Linie.) 

Die 28 Halbirungspunkte der Linien, welche je 2 Mittelpunkte der 
einem Tetraéder cingeschriebenen 8 Kugeln verbinden, liegen in der 
diesem Tetratder zugehirigen eben besprochenen Fliche 3’ Grades. 
(Entsprechender Satz: Die 6 Halbirungspunkte der Linien, welche je 
2 Mittelpunkte der einem Dreiecke eingeschriebenen 4 Kreise verbinden, 
liegen in dem diesem Dreiecke umschriebenen Kreise.) 

Den Punkten, in welchen eine Curve oder Fiche dieser Ober- 
fliiche 3'" Grades begegnet, entsprechen die unendlich fernen Punkte 
des entsprechenden Gebildes. 


§ 4. 


Kiner geraden Linie, welche durch einen Eckpunkt des Tetraéders 
geht, entspricht wieder eine durch diesen Eckpunkt gehende gerade 
Linie. 

Kiner geraden Linie, welche 2 einander gegeniiberliegende Kanten 
des Tetraéders schneidet, entspricht wieder eine gerade Linie, welche 
diese Kanten verbindet. 

Mathematische Annalen. V. 3 
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Kiner geraden Linie, welche eine Kante des Tetraéders schneidet, 
entspricht ein Kegelschnitt, welcher durch die beiden Endpunkte dieser 
Kante geht und die gegeniiberliegende Kante schneidet. 

Finer heliebig liegenden geraden Linie endlich entspricht eine Rawm- 
curve 3° Grades, welche durch die 4 Eckpunkte des Tetratders geht. 
Die Kanten des Tetraéders sind fiir dieselbe ,, Linien durch 2 Punkte.« 
Legt man aber umgekehrt die 4 Fundamentalpunkte beliebig’ in eine 
Raumeurve 3' Grades, so entspricht dieser Curve wieder eine gerade 
Linie. Man wird daher im Stande sein, aus gewissen Lehrsiitzen iiber 
gerade Linien solche iiber Raumcurven 3'" Grades abzuleiten. 

So ist ein sehr leicht zu erweisender Satz der folgende: 

Das Doppelschnittverhiltniss von 4 EKbenen, welche durch dieselbe 
Kante des Tetraéders gehen, ist dem der entsprechenden Ebenen gleich. 

Mit Hilfe desselben gelangt man sofort zu den anharmonischen 
Kigenschaften der Curven 3'°* Grades, also zu dem Satz: Die Ebenen, 
welche eine ,,Linie durch 2 Punkte* einer Rawneurve 3°" Grades mit 
4 festen Punkten derselben Curve verbinden, haben ein von der Lage 
jener Linie ganz unabhingiges Doppelschnittverhiltniss. 

Man wihlt beim Beweise 2 beliebige ,,Linien durch 2 Punkte“ 
aus und nimmt die 4 Schnittpunkte derselben mit der Curve zu Fun- 
damentalpunkten. Hierauf transformirt man die Curve 3" Grades 
und die 2 Ebenenbiischel, welche durch 4 feste Punkte der Curve und 
‘durch jene 2 Kanten des Tetraéders gehen, und erhilt dadurch eine 
gerade Linie und 2 Biischel von 4 Ebenen, welche durch dieselben 
4 Punkte der geraden Linie gehen. Diese beiden Biischel haben aber 
gleiches Doppelschnittverhiiltniss, also gilt dies auch von den beiden 
urspriinglichen Biischeln. Da diese aber zwei ganz beliebig ausge- 


wihlte ,,Linien durch 2 Punkte“ zu Kanten hatten, so ist der Satz - 


vollstiindig erwiesen. 

Die Tangenten der Curve in den Fundamentalpunkten werden be- 
stimmt, indem man die entsprechenden Strahlen sucht zu den geraden 
Linien, welche die Eckpunkte des Tetraéders mit den Punkten ver- 
binden, in welchen die der Curve 3'" Grades entsprechende gerade 
Linie die gegeniiberliegenden Tetraéderfliichen schneidet. 

Jeder ebenen Curve entspricht eine solche, welche auf einer Fiche 
3'" Grades mit 4 Doppelpunkten liegt; nur dem ebenen Durchschnitt 
einer Fliche dieser Art entspricht, sobald die Fundamentalpunkte bei- 
behalten werden, eine auf einer gleichartigen Fliche 3'°" Grades liegende 
ebene Curve 3'" Grades. Insbesondere entspricht der Durchschnitt der 
Fiche : i 6 ite 


mit der Ebene: 







ee ee 





a 


onal Tees. 


A ial 


SF a Sates ot epee TAT 











Beitriige zur analytischen Geometrie des Raumes. 


Aa + BB+ Cy + Dd =0 


sich selbst. 

Die so erhaltenen Curven 3'" Grades gehen durch die 6 Eck- 
punkte eines vollstiindigen Vierseits und besitzen eine Reihe bemerkens- 
werther Eigenschaften, welche sich aus denen der Flache 3'" Grades 
leicht ergeben. 

So werden die Tangenten, die man in zwei einander gegeniiber- 
liegenden Eckpunkten des Vierseits an die Curve legen kann, sich in 
einem Punkte der Curve schneiden. Es gicbt 3 derartige Tangenten- 
paare und die Schnittpunkte derselben liegen in einer geraden Linie. 


g 5. 


Einer Fliiche 2'" Grades, welche durch die 4 Fundamentalpunkte 
geht, entspricht wieder eine solche, und ist insbesondere jene ein Kegel, 
so ist auch die entsprechende Fiche ein Kegel. 

Diese einfache Bemerkung wird uns zu einem wichtigen Satz tiber 
die Fliichen 3'° Grades mit 4 Doppelpunkten fihren. 

Durch 4 Punkte kann man, wie leicht zu erweisen ist, 2 Kegel 
2» Grades legen, welche eine gegebene Ebene beriihren und einen 
in derselben gelegenen Punkt zum Scheitel haben. 

Diesem Satze nun wiirde der folgende entsprechen: 

Bei einer Fliche 3° Grades mit 4 Doppelpunkten lassen sich durch 
diese Punkte 2 Kegel 2’ Grades legen, welche einen in der Fliiche 
liegenden Punkt zum Scheitel haben und die Fliche beriihren. 

Derselbe kann aber, wenn man nur noch eine kleine Betrachtung 
beifiigt, in der besonders bemerkenswerthen Form ausgesprochen werden: 

Der Kegel, welcher eine Fliiche 3°" Grades mit 4 Doppelpunkten 
beriihrt und dessen Scheitel in einem beliebigen Punkte der Fliche liegt, 
zerfallt in 2 Kegel 2'" Grades. 

Es ist zum vollstaindigen Beweise dieses Satzes nur noch darzu- 
thun, dass der Beriihrungskegel allein aus jenen 2 Kegeln bestehen 
miisse. Diess geschieht z. B., indem man bemerkt, dass der Tangen- 
tialkegel einer F'liiche 3'*" Grades im Allgemeinen vom 6'" Grade ist, 
aber vom 4' Grade wird, wenn der Scheitel in der Fliche liegt. 
Jene 2 Kegel 2° Grades machen aber zusammen einen Kegel 4‘ 
Grades aus. 


§ 6. 

Um einige andere Siitze iiber Flichen 3'" Grades mit 4 Doppel- 
punkten mittelst unserer Transformation einfacher beweisen zu kénnen, 
wollen wir zuniichst etwas genauer die Auflésung der Aufgabe be- 
trachten: 


3* 
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Durch 4 Punkte im Raume Fliichen 2" Grades zu legen, welche 
eine gegebene Fliiche 2°" Grades lings einer Curve beriihren. 
Es sei, nachdem jene 4 Punkte zu Fundamentalpunkten gewihlt 
worden sind, die Gleichung der gegebenen Fiche: 
Ac? + BBR + Cy? + D# 
+2KFap+2Fay+ 2Gad+2Hpy+2I1p64+ 2Kys=—0. 


Indem man dieselbe unter der Form 


(eVA+ BYB+ y7VC + 0VD) + 2(E—YAB) ap +---=0 


schreibt, erkennt man leicht, dass die Fliche 


(E — V AB) «B + (F — VAC) ay + ---=Q 
eine der gesuchten Flichen ist, und dass die Curve, lings welcher 
die Beriihrung stattfindet, in der Ebene 


aV~A+ BYB+7VC+6V~D=0 
liegt. Ueberhaupt giebt es 8 Fildchen, welche der Aufgabe geniigen, 
und die Gleichungen der Ebenen, in welchen die Beriihrungscurven 
liegen, sind in der allgemeinen Form 


+aV~A+ pYB+7VC+0V~D=0 
enthalten. Diese Ebenen sind leicht zu construiren. Die Punkte, in 
welchen sie die Kanten des Tetraeders schneiden, sind niimlich die 
Brennpunkte der Involutionen, welche auf jeder Kante durch die End- 
punkte derselben und durch die Schnittpunkte der gegebenen Fliiche mit 
thr bestimmt werden. 

Die 8 Ebenen lassen sich in 2 Classen theilen, von denen die 
zweite diejenigen 4 enthialt, in deren Gleichungen nur ein negatives 
Vorzeichen vorkommt, die erste aber die iibrigen. Die Beriihrungs- 
linien in den 4 Ebenen der 1'" Classe liegen auf der Oberfliiche 4°" 
Grades: 

(EaB + Fay+Gad+ Hpy+ Ipd+ Kyd)l=—ABe'? P+ ACe’y? 

+AD?P+4+ BCRP y+ BDKPSP+ CDyP?—2apydy ABCD; 
die Linien in den 4 iibrigen Ebenen auf einer Fliche derselben Art, 
deren Gleichung sich von der vorigen nur dadurch unterscheidet, dass 
das letzte Glied + 2apyd VY ABCD ist. 

Jede der 8 Ebenen schneidet aus der ihr zugehérigen Fliiche 4'" 
Grades noch einen Kegelschnitt aus. Die 8 auf diese Weise ent- 
stehenden weiteren Kegelschnitte sind die Beriihrungscurven der Fliichen 
2» Grades, welche durch die 4 Fundamentalpunkte gehen und die Fliiche 

Ac? + BB + Cy? + De? 
— 2 Kap — 2 Fay —2Gad —2Hpy —2I1pd —2 Kyd =0 


berithren. 
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Sind aber die 4 Fundamentalpunkte die Eckpunkte eines in Bezug 
auf die gegebene Fliche 2’ Grades sich selbst conjugirten Tetraeders, 
ist also die Gleichung der Fliche einfacher: 

Ac? + BR + Cy? + D#?=—0, 
so sind die beiden zugehérigen Flachen 4'" Grades gegeben durch die 
Gleichungen: 
ABG# + ACe’?y? + ADo?d? + BCR y? + BDS Sd? + CDy'?d? 
+ 2apydVABCD=0. 

Bei jeder dieser Fliichen fallen die Kegelschnitte, in welchen sie 
von einer der thr zugehdrigen 4 Ebenen getroffen wird, zusammen und 
die Oberfliche wird von jeder dieser Ebenen lings eines Kegelschnittes 
beriihrt. 

Dies geht auch aus der Form hervor, welche die Gleichung einer 
solchen Fliiche dann annimmt, wenn man die Fundamentalebenen in 
die 4 ihr zugehérigen Ebenen verlegt. Setzt man z. B.: 

a~VA+ pYB+y7VC+6/D=X, 
aVA+ pYB—yVC—s8yYD=Y¥, 
«VA —pYB+yV0—s/D=Z, 
a~A—pYB—yVC+sVD=W, 
so wird die Gleichung der ersten 2 Fliichen zu 
(C4+Y+7+4+ wW*%?—-4xYZW=—0, 
woraus sofort das Gesagte hervorgeht. 

Beachtenswerth ist ausserdem auch der Fall, in welchem die ge- 
gebene Fliche 2'" Grades die 6 Kanten des Fundamentaltetraeders be- 
rithrt.” Ist dann die Gleichung derselben : 


ac? 2 y? ee 2a8 2ay 2ad 2By 28d 2yd_. 
at e+ @ +p Ze AC — AD~ BO BD cD=” 


so zerfallt die erste der Flaichen 4ten Grades in die Ebene 
a 6 y to) ped 
ater ate st? 


und in eine Oberfliche 3'" Grades, deren Gleichung: 


a . i y? = 2a8 2ay 2ad B2By 265 2y8\fa 6 y é 
Gatmtat p—is ~~ AC AD BO —~so—opGtes + 5+>p) 


=—($+$-8-p)G—sts—-pG—5s-2+5) 


sich zusammenziehen lisst zu 


A B Cc D 
Ere ster 
Aus der nicht reducirten Form dieser Gleichung geht der schon in 


§ 2. erwihnte Satz hervor, dass unsere Fliiche 2" Grades die Fliche 
3'" Grades mit 4 Doppelpunkten in 3 Kegelschnitten schneidet. 








F. E. Ecxanpr. 
Die Gleichung der anderen Fliiche 4'*" Grades: 
Gt f +&+p- a G +$t+5+5) 
+(-i+8+8+5)- 
i—&t+st+ py G+5—st rG+H+ o— pra? 


dagegen lisst sich reduciren zu 
Oo BD .00-s Mite Bis ie . OL o 
(< ss B + y + iG + B tot 5) =2 
Diese Fliiche wird daher von jeder der 4 Ebenen 


- i+ 4 z + 5 =(0 u. s. w. 
lings einer geraden Linie beriihrt und die 4 Beriihrungslinen legen 
in einer Ebene. 
Drei der beriihrenden Flichen 2" Grades sind: 


0; 


— : == (), 
et ep= j a+ fp = 0; int $5 


Jede dieser Flichen beriihrt also die Flaiche 2’ Grades lings der 
selben Curve, in welcher sie die Fliche 3" Grades mit 4 Doppel- 
punkten schneidet. 

Kine 4'° beriihrende Fliche 2" Grades ist: 


«6 - 
apt act int $0 * poté in 


Die 4 iibrigen Flichen endlich sind die Tangentialkegel der Fliche 
Ste" Grades in ihren 4 Doppelpunkten. 


§ 7. 


Wenn die gegebene Fliche 2'" Grades in 2 Ebenen zerfiillt, so 
besteht die Beriihrungscurve einer jeden der 8 Fliichen aus 2 geraden 
Linien. Unter allen Fliichen 2‘ Grades kénnen aber nur die Kegel- 
fliichen von einer Ebene lings einer geraden Linie beriihrt werden; 
daher sind die 8 bestimmten Flichen 2" Grades Kegelfliichen, deren 
Scheitelpunkte auf der Schnittlinie der beiden Ebenen liegen. Man hat 
sonach den Satz: 

Durch 4 Punkte kann man 8 Kegelfliichen 2'° Grades legen, welche 
2 Ebenen beriihren. 

Diesem Satze aber entspricht ein interessanter Satz fiir Fliichen 
3'" Grades mit 4 Doppelpunkten. Zuniichst ergiebt sich aus ihm durch 
eine Betrachtung, welche der in § 5. angestellten aihnlich ist, der Satz: 

Wenn 2 Flichen 3 Grudes mit 4 Doppelpunkten diese ‘gemeinsam 
haben, so giebt es 8 Kegelfliichen 2" Grades, welche beide beriihren. 
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Derselbe kann aber in der besonders bemerkenswerthen Form aus- 
gesprochen werden: 

Die gemeinschaftliche umhiillende abwickelbare Fliche zweier Flichen 
3" Grades mit 4 gemeinsamen Doppelpunkten zerfallt in 8 Kegel 2' 
Grades, deren Scheitel in der Durchschnittscurve beider Flichen liegen. 

Zum vollstiindigen Beweise dieses Satzes gehdrt nur noch, dass 
man zeigt, wie die Umbhiillungsfliche eben nur aus jenen 8 Kegeln 
bestehen kann. Dies geschieht, indem man die Classe der Fldchen 
3" Grades mit 4 Doppelpunkten wntersucht. 

Die Classe einer Fliiche wird bekanntlich bestimmt durch die An- 
zahl der Tangentialebenen, welche durch eine gerade Linie an die 
Fliche gelegt werden kénnen. Es sei nun von einem der Punkte aus, 
in welchen eine beliebige gerade Linie der Fliiche begegnet, der Tan- 
gentialkegel an die Fliiche gelegt, welcher, wie bewiesen wurde, aus 
2 Kegeln 2!" Grades besteht. Dann sind die durch jene Linien gehen- 
den Tangentialebenen der Fliiche auch Tangentialebenen dieses Kegels; 
ihre Anzahl ist also 4 und eine Fliche 3" Grades mit 4 Doppelpunk- 
fen ist somit von der 4'” Classe. 

Da nun die gemeinsame Umbiillungsfliiche zweier Fliichen 4'" 
Classe von der 16' Classe ist und da jene 8 Kegel zusammen eine 
Fliche 16': Classe repriisentiren, so ist erwiesen, dass ausser ihnen 
keine weitere Fliiche zur Umbiillungsfliche gehéren kann. 

§ 8. 


Durch die Kinfachheit ihrer Gleichung besonders ausgezeichnet 
ist die Hesse’sche Fliiche der Oberfliiche 3" Grades mit 4 Doppel- 
punkten. 

Die allgemeine Gleichung der Hesse’schen Fliche fiir die Ober- 
Hiiche f= 0 reducirt sich im vorliegenden Falle bedeutend, da die 4 
Ditferentialquotienten 

af tf tf ef 

de®? dp?? dy?? d& 
verschwinden. Sie kann niimlich in Folge dessen in der sehr einfachen 
Form geschrieben werden: 


/ af af / af df af af 
V dadp’ dydé + V dady  dpdé + V aca ““dpdy — 0. 
Durch wirkliche Berechnung der Differentialquotienten wird sie zu: 


VE4+564+54+~/E+HE+9 


+/G4+DE+D=" 


und vereinfacht sich weiter nach Wegschaffung der Wurzeln zu: 
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A B C D 
C+etytaG+etota)—4 
Diese Fliche 4' Grades, die durch ihre Gleichung Aehnlichkeit mit 
einer in § 6. besprochenen Fiche besitzt, geht ebenfalls durch die 
Kanten des Tetraeders und hat die Ecken desselben zu Doppelpunkten, 
auch sind die Tangentialkegel in den Eckpunkten identisch mit denen 
der urspriinglichen Fliche. 

Ferner liegen auf dieser Fliche eine Anzahl bemerkenswerther 


Linien. So finden sich darauf zuniichst die geraden Linien, in welchen 
die Ebene 


ce 6 Y é 
zee” 


den Flichen des Tetraeders begegnet. Die lings dieser Linien an die 
Fliiche gelegten Tangentialebenen haben die Gleichungen : 


oe } y 3d F 
2 2. ae 


a 6 3 é 
<+#e- st p=? u. S&S. W. 
und schneiden sich siimmtlich in einem Punkte 
“ae 6 y é 


a oe” Ue 
Ausserdem trifft jede dieser Beriihrungsebenen die Fliiche noch in 
einem Kegelschnitt und jeder dieser Kegelschnitte liegt zugleich auf 
einem der Kegel, welche die Fliche in den Fundamentalpunkten be- 
riihren. Die 6 Schnittpunkte der Ebene 


é 
atetitp-9 
mit den Kanten des Tetraeders sind ebenfalls Doppelpunkte der Flache 
und die Gleichungen der Tangentialkegel in diesen Punkten sind: 


A B 4 
a7? <x. =O us. w. 


ce 8 

atEtito 
Die Tangentialebenen, die man lings der Tetraederkanten an die Fliche 
3’ Grades legen kann, beriihren auch die Hesse’sche Fliche lings 
derselben Kante. Ausserdem beriihren diese Ebenen die Fliiche auch 
noch einmal, z. B. die Ebene 


«+f =0 


| 


lings der Linie 
v4 ir y © a. 
77a, ge? 
Somit liegen auch weitere 6 gerade Linien auf der Fliche, deren 
eine die eben erwihnte ist. Je 2 dieser Linien verbinden dieselben 
2 Kanten des Tetraeders, und die Punkte, in welchen beide dieselbe 
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Kante treffen, bilden mit den Endpunkten derselben eine harmonische 
Punktreihe. 

Die 6 eben betrachteten Linien sind Kanten eines Tetraeders, 
dessen Ecken wieder Doppelpunkte der Hesse’schen Fliche sind und 
dessen 4 Ebenen die Gleichungen haben: 


X= —F+Ht Ht 3-9 
r= g-Httts-* 
ss 50G> Gog 
Far SOE Beet 


Wihlt man diese 4 Ebenen zu Fundamentalebenen eines neuen 
Coordinatensystems, so erhilt die Hesse’sche Fliiche die Gleichung: 


1 1 
(YKtytatw (K+ ¥4+Z7Z4+W =4. 
Die Form der Gleichung bleibt daher ganz dieselbe wie vorher. Man 


erkennt hieraus auch, dass die vorliegende Fliche auch Hesse’sche 
Fliiche ist fiir die andere Oberfliiche 3° Grades mit 4 Doppelpunkten: 


1 1 1 1 
rev+3Te"* 
1 1 
ee cee ee ee ee TS 
-gtstets TOPS 
1 1 
+o gh toa 
B Y 3 G B Y 6 
atE-ctp atsto-D 
Die Durchschnittslinie dieser neuen Fliche 3'" Grades mit der Flache 
A B C D 
7 Ets 
zerfallt in 3 gerade Linien und 3 Kegelschnitte, was man am ein- 


fachsten erkennt, wenn man die Gleichung der neuen Flaiche in der 
Form schreibt: 


oder: 


=. 


4aByd (A B C D 
— pep (e+ e+7+ 4) 

Die Kegelschnitte sind dabei diejenigen, in welchen die Flichen 
zugleich der in § 2. mehrfach erwaihnten, von den Tangentialkegeln 
der Doppelpunkte umhiillten Fliiche 2'" Grades begegnen. 

Unter den in § 2. besprochenen Flaichen 2'" Grades, welche durch 
4 Kanten des Fundamentaltetraeders gehen, sind 3, welche zugleich 
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4 Kanten des neuen Tetraeders enthalten. 
st ph Bhd =0. (Vergl. § 6.) 

Auch jede dieser Fliichen geht durch je einen jener Kegelschnitte. 
Ferner wird auch die Hesse’sche Fliche von jeder dieser 3 Ober- 
flichen in je 2 Kegelschnitten geschnitten. Man erhilt so 6 Kegel- 
schnitte, welche zu je zweien in derselben Ebene liegen, und zwar 
sind die 3 sich so ergebenden Ebenen diejenigen, in welchen auch die 
oben erwiihnuten 3 Kegelschnitte sich vorfinden. 


Kine derselben ist 


§ 9. 

Wendet man unsere Transformation auf eine Curve m'" Grades 
an, so erhalt man, wie sich sehr leicht zeigen lisst, eine Curve vom 
3 m'" Grade, Die Zahl 3m reducirt sich jedoch um 1, wenn die ur- 
spriingliche Curve einer Kante des Fundamentaltetraeders begegnet, 
und um 2, wenn sie durch eine Ecke desselben geht oder 2 Kanten 
schneidet. 

Im Allgemeinen sind iiberdies die Ecken des Tetraeders mfache 
Punkte der transformirten Curve und die Tangenten derselben werden 
erhalten, wenn man die entsprechenden Strahlen sucht zu den Linien, 
welche jene Eckpunkte verbinden mit den m Punkten, in welchen die 
gegentiberstehenden Fliichen der urspriinglichen Curve begegnen. 

Es ist von besonderem Interesse, auch die noch iibrigen Singu- 
laritiiten der transformirten Curve kennen zu lernen, da diese fiir die 
urspriingliche Curve zum Theil eine besondere Bedeutung haben. 

Es sei daher resp. fiir die transformirte und die urspriingliche 
Curve: 

M und m der Grad, d. h. die Anzahl der Punkte, welche die 
Curve mit einer beliebigen Ebene gemein hat; 

N und nv die Classe, d. h. die Anzahl der Osculationsebenen, 
welche durch einen beliebigen Punkt gehen; 

R und r der Rang, a. h. die Anzahl der Tangenten, welche eine 
willkiirlich gewiihlte Linie schneiden; 

A und « die Anzahl der stationiiren Ebenen; 

B und B die Anzahl der stationiiren Punkte; 

X und « die Zahl der ,,Punkte in zwei Tangenten“, welche in 
einer gegebenen Ebene liegen; 

Y und y die Zah! der ,,Ebenen durch 2 Tangenten“, welche durch 
einen beliebigen Punkt gehen; 

G und g die Zah] der ,,Linien in 2 Osculationsebenen“, welche 
durch einen beliebigen Punkt gehen; 

H und h die Zahl der ,,Linien durch 2 Punkte‘‘, welche durch 
einen gegebenen Punkt gehen. 
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Diese Singularitiiten sind durch die bekaunten Cayley’schen Re- 
lationen mit einander verbunden, so dass aus 3 derselben die iibrigen 
sich ergeben. 

Nun ist zunichst der Grad der trausformirten Curve 

M=3m. 
Ferner ist offenbar die Anzahl der stationdren Punkte in beiden Cur- 
ven gleich, also 

B=B8B. 

Weiter ergiebt sich leicht der Rang der Curve. Denn derselbe 
ist gleich der Classe des Kegels, welcher iiber der Curve steht und 
seinen Scheitel ausserhalb der Curve hat Liegt aber der Scheitel in 
der Curve selbst und ist er ein einfacher Punkt, so ist die Classe des 
Kegels um 2, und ist er ein mfacher Punkt, um 2m kleiner als der 
Rang. Die transformirte Curve nun ist vom 3m'*™ Grade und hat in 
den Fundamentalpunkten 4 mfache Punkte. Der Kegel, welcher iiber 
dieser Curve steht und einen der 4 Punkte zum Scheitel hat, ist vom 
2m" Grade, hat die 3 Kanten des Tetraeders, welche in diesem zu- 
sammenlaufen, zu mfachen Linien und besitzt ausserdem h Doppel- 
kanten und 6 Cuspidalkanten. Die Classe dieses Kegels ist sonach: 
2m (2m — 1) —3m(m — 1) — 2h —3 6B = m(m-+ 1) —- 2h— 38, 
und somit der Rang der Curve, welcher um 2m grdsser ist: 

R= m(m+ 3)—2h—3p=r+4m. 
Hieraus ergeben sich die iibrigen Singularitiiten mit Hiilfe der Cay- 
ley’schen Formeln: 


H = m(4m—3) +h, 


- N=n-+6m, 
A=a+8™m, 
X=x2+4m(r+2m— 2), 


Y=y+4m(r + 2m — 3), 
G=g+m(18m + 6n— 17). 

Wie bereits oben erwiihnt, haben diese Gréssen fiir die urspriing- 
liche Curve ihre besondere Bedeutung. So kann man 2. B. durch 5 
Punkte 

H=h-+ m(4m — 3) 
Curven 3° Grades legen, welche eine gegebene Curve m' Grades 2mal 
schneiden. 
§ 10. 


Wenn man eine Curve oder Fliche zu mehreren Malen hinter 
einander auf unsere Weise transformirt, so gehen complicirtere Ge- 
stalten hervor. Werden insbesondere bei allen Transformationen 2 der 
















F. E. Ecxarpr. 


44 


Fundamentalpunkte fest beibehalten, so entspricht einer geraden Linie 
nach nmaliger Transformation eine Curve (2 + 1)" Grades mit 2 
festen nfachen Punkten, welche ausserdem durch 2n feste Punkte geht. 
Einer Curve m' Grades entspricht eine solche (2 + 1) m' Grades 
mit 2 festen mn fachen und 2n festen m fachen Punkten. 

Einer Ebene entspricht nach »maliger Transformation eine Fliche 
(2m + 1)'° Grades mit zwei 2n fachen wnd 2 Doppelpunkten. Einer 
Fliiche m' Grades dagegen entspricht eine Fliche (2 + 1) m'" Gra- 
des mit zwei 2mnfachen und 2 (2m) fachen Punkten. 

Bereits in § 4. ist der Satz iiber die anharmonischen Eigenschaf- 
ten der Curven 3'" Grades mié Hiilfe unserer Transformation abgeleitet 
worden; man kann aber noch weiter gehen, wenn man den Begriff 
des Doppelschnittverhiltnisses von 4 Fliichen m'" Grades, welche durch 
dieselbe Schnittcurve gehen, definirt als das unverinderliche Doppel- 
schnittverhiltniss der 4 Polarebenen eines beliebigen Punktes in Bezug 
auf jene 4 Flichen. Es lisst sich alsdann nimlich leicht zeigen, dass 
dies Doppelschnittverhiltniss der 4 transformirten Flichen dem der 
urspriinglichen Flachen gleich ist. 


§ ll. 


Wihrend die vorhergehenden Untersuchungen simmtlich Vier- 
ebenencoordinaten voraussetzten, sollen im Folgenden Vierpunktcoor- 
dinaten angenommen werden. 

Sind a, B, y, 6 die Coordinaten einer Ebene, d. h. ihre Abstinde 
von den 4 Fundamentalpunkten A, B, C, D, und ist L der Punkt, 
in welchem dieselbe der Tetraederkante AB begegnet, so ist 


AL: BL=«a:8B. 


Durch diesen Punkt Z gehen alle Ebenen, deren Coordinaten « und p 
denen jener Ebene direct proportional sind. 

Alle Ebenen dagegen, deren Coordinaten « und B zu denen jener 
Ebene indirect proportional sind, gehen durch einen 2'" Punkt L’, 
welcher erhalten wird, wenn man AL’= BL oder BL’= AL macht. 
Dabei miissen Z und L’ entweder beide innerhalb AB oder beide 
ausserhalb AB und zwar im letzteren Falle auf verschiedenen Seiten 
von A und B liegen. 

Construirt man nun auf gleiche Weise entsprechende Punkte in 
den 5 iibrigen Tetraederkanten, so kann man durch die 6 so erhal- 
tenen Punkte eine Ebene legen, deren Coordinaten alsdann propor- 
tional sind zu den reciproken Werthen von denen der gegebenen Ebene. 

Acht Ebenen giebt es, welche mit den ihnen auf diese Weise ent- 
sprechenden Ebenen zusammenfallen. Diese sind: 
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1) die unendlich ferne Ebene; 

2) die 3 Ebenen, welche die Mittelpunkte von 4 ein riiumliches 

Viereck bildenden Tetraederkanten verbinden; 

3) die 4 Ebenen, welche durch die Mittelpunkte dreier in der- 

selben Ecke zusammenstossender Kanten gehen. 

Bestimmt man zu simmtlichen Tangentialebenen einer Oberfliche 
die entsprechenden Ebenen, so umhiillen diese eine neue Oberfliiche, 
deren Gleichung in Vierpunktcoordinaten man erhalt, wenn man in 
derjenigen der urspriinglichen Fliche die Coordinaten durch ihre reci- 
proken Werthe ersetzt. 


§ 12. 


Durch eine Gleichung 1' Grades zwischen «, 6B, y und 0d: 


Aa+ BB+ Cy+ DI=0 
wird ein Punkt bestimmt. Einem solchen entspricht im Allgemeinen 
eine Oberfliche 3' Classe: 
A B Cc D 
Ter setae 
Ausgenommen sind dabei nur die Fille, in welchen der Punkt in 
einer Kante oder in einer Fliiche des Tetraeders liegt. Im ersteren 
Falle entspricht ihm wieder ein Punkt, im letzteren ein Kegelschnitt, 
welcher in derselben Fiiiche liegt. 
Die im allgemeinen Falle erhaltene Oberfliche beriihrt jede der Fun- 
damentalebenen lings eines Kegelschnittes und die Gleichungen dieser 
Kegelschnitte sind: 


e+ o4+ P—0 u. Ss. W. 


Diese Kegelschnitte sind den Dreiecksfliichen des Tetraeders ein- 
beschrieben und je 2 beriihren die nimliche Kante in einem und dem- 
selben Punkte. Die 6 so sich ergebenden Punkte sind Spitzen der 
Fiche, 

Verbindet man die auf je 2 sich nicht schneidenden Kanten lie- 
genden Spitzen, so erhilt man 3 gerade Linien, deren Gleichungs- 
paare sind: 


a ee y o 2 
a+r ore 
a oe B 6 ¢ 
Zt ees... Be_rs 
ce Ci) 


ae B aes 
zt+ur%.. gt3r* 


Diese Linien liegen auf der Fliiche und sind Doppellinien der- 
selben; in jedem Punkte der Linien lassen sich 2 Tangentialebenen 
an die Flache legen. Ferner geht ans den Gleichungen hervor, dass 
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sich die 3 Doppellinien in einem Punkte schneiden, dessen Glei- 
chung ist: 


4 6 y Si 
-"s*0"s 
Derselbe ist ein 3 facher Punkt der Oberfliiche und die Coordinaten 
seiner Tangentialebenen sind bestimmt durch 


ree, Mie 6 
y foe is loa 
Pe ee Se | 
readings: dpe ee 
Te!  ——— <a 
ia ot ele 


Die Kegelschnitte, lings welchen die Fliiche von den Tetraeder- 
ebenen beriihrt wird, liegen zusammen auf einer Fliche .2' Classe, 
welche die 6 Kanten des Tetraeders beriihrt und deren Gleichung ist: 

oc? e s é 2a 2a 2ad 2 26a 2yd 
atptiet p48 40 4D BO BD— Cb —°- 

Diese und die Fliche 3' Classe haben ferner zur gemeinsamen 
Umhiillenden 3 Kegel 2' Grades, deren Scheitel durch die Gleichungen 


bestimmt sind. 
Dieselben Kegel umhiillen zugleich eine 2’ Fliiche 3'' Classe, 
deren Gleichung 











a awescey Re otha 
a B y é a B Y d 
-atgtetp gz-stctyp 
1 1 
+ _ Y re FY = 0 


ist. Dieselbe hat mit jener Fliiche 3'* Classe die 3 Doppellinien ge- 
meinschaftlich und die 4 ihr zugehdrigen Kegelschnitte liegen auf der- 
selben Fliiche 2'" Classe, als die jener Fiche. 

Jede Flaiche 2'" Grades, welche durch 4 ein riumliches Viereck 
bildende Kanten des Tetraeders geht, hat mit der Fliche 3' Classe 
als gemeinsame Umhiillende einen Kegel 2'" Classe, dessen Scheitel 
in einer der Doppellinien der Fliche liegt. 

Alle diese Siitze sind reciprok zu denen, welche oben fiir Fliichen 
3'" Grades mit 4 Doppelpunkten nachgewiesen wurden. Die hier be- 
handelten Flichen aber sind nichts weiter, als die unter dem Namen 
der Steiner’schen Flichen bekannten Flichen 4'" Grades oder 3'" 
Classe, deren Gleichung in Vierebenencoordinaten gewohnlich in der 
Form gegeben wird: 


Ap y? + Byat + Ca? p? = 2 Dapyd. 
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Ist insbesondere das Fundamentaltetraeder regulir, so stellt die 
Gleichung 

1 1 1 1 

= * Wy + 7 +3=0 
in Vierpunktcoordinaten eine Steiner’sche Fliche dar, welche von 


den 4 Fundamentalebenen in Kreisen beriihrt wird, und deren Glei- 
chung in rechtwinkligen Coordinaten in der Form gegeben werden kann: 


ya? + 22a? + ay? = 2exyz. 


$ 13. 


Einem Biischel von Ebenen mit gemeinsamer Durchschnittslinie 
entspricht eine abwickelbare Fliiche 3'* Classe. Die Riickkehrkante 
dieser Fliiche ist eine Curve 3'*" Classe, also auch 3'" Grades, welche 
die 4 Seitenflichen des Tetraeders zu Osculationsebenen hat. Die 
Kanten des Tetraeders sind sonach Linien in 2 Osculationsebenen der 
Curve. 

Ueberhaupt entspricht einer abwickelbaren Fliiche m'e' Classe eine 
solche der 3 m'e" Classe, deren Riickkehrkante von jeder Tetraederfliche 
m mal osculirt wird. 

Der gemeinsamen umhiillenden developpablen Fliche zweier Ober- 
flichen entspricht die umhiillende Flache der entsprechenden Ober- 
flichen. Nun ist offenbar die umhiillende Fliche zweier Flichen 1'* 
Classe, d. i. zweier Punkte, ein Biischel von Ebenen, welche durch 
die Verbindungslinie beider Punkte gehen. Versteht man daher unter 
2 demselben Tetraeder eingeschriebenen Steiner’schen Flichen 2 
solche, welche die lings eines Kegelschnittes beriihrenden Ebenen 
gemeinsam haben, so ergiebt sich der Satz: 

Die gemeinschaftliche abwickelbare Umhiillungsfliche zweier dem- 
selben Tetraeder eingeschriebenen Steiner’schen Fliichen ist von der 
3'" Classe und die Seitenfliichen des Tetraeders sind Osculationsebenen 
ihrer Riickkehrkante. 

Die 2 wichtigen Siitze, welche in §§ 5. und 7. fiir die Flichen 
3" Grades mit 4 Doppelpunkten bewiesen worden sind, haben auch 
ihre Analoga fiir Steiner’sche Flichen, und diese lauten: 

Die Linie, in welcher cine Steiner’sche Fliche durch eine Tan- 
gentialebene geschnitten wird, zerfillt in 2 Kegelschnitte. 

Wenn 2 Steiner’sche Flichen demselben Tetraeder eingeschrieben 
sind, so besteht ihre gemeinsame Durchschnittslinie aus 8 Kegelschnitten, 
deren Ebenen die gemeinschaftliche Umhiillungsfliche beriihren. 

Auch die anharmonischen Eigenschaften lassen sich hier in ganz 
iithnlicher Weise auf die entsprechenden Gebilde iibertragen, wie bei 
Vierebenencoordinaten. So gelangt man von den Kigenschaften des 
Kbenenbiischels ausgehend sofort zu dem Satz: 
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Das Doppelschnittverhiiltniss der 4 Punkte, in welchen eine in 2 
beliebigen Osculationsebenen einer Curve 3' Classe liegende gerade Linie 
von 4 festen Osculationsebenen geschnitten wird, ist constant. 


§ 14. 


Will man etwa bei der Discussion der Steiner’schen Flichen 
statt der Vierpunktcoordinaten die Vierebenencoordinaten zu Grunde 
legen, so bietet sich in den meisten Fiillen als bequemste Form der 
Gleichung der vollkommenen Symmetrie halber jedenfalls die fol- 


gende dar: . 
Vaa+ Yop + Vey+ Vdd =0. 
Auch hier beriihren die 4 Ebenen des Tetraeders die Fliche lings der 
4 Kegelschnitte : 
VbB+Vey+Vdd=0 us. w. 
Ferner erkennt man aus der von den Wurzeln der befreiten Glei- 
chung der Oberfliche: 
[a?a?+ b?B?+ c?y?+ &d?— 2abap—2acay — ---|*=64abcdapyd 
sofort, dass die 4 Kegelschnitte simmtlich auf der Oberfliiche 2'" 
Grades 
va + bp? + ey?+ &d? — 2abap — 2acay —---=0 
liegen. 
Der Mittelpunkt der Steiner’schen Fliche oder der Schnittpunkt 
ihrer Doppellinien wird bestimmt durch die Gleichung: 
aac==bB=cy=—dod, 
wiihrend die Doppellinien selbst gegeben sind durch die Gleichungs- 


aeiain aa—bBp=0, cy—dd=0; 


aa—cy=0, bp—dd—0; 
aa—dd=0, bB—cy =0. 
Die durch je 2 Doppellinien gelegten 3 Ebenen dagegen haben die 


Gleichungen : 
X = aa-+ bp — cy — dé =0, 


Y=aa—bp+cy —dd=0, 
Z=—aa — bp—cy+dd=—0. 
Fiihrt man ausser diesen noch die 4'° Ebene 
W=aa+ bB+cy+dd=—0 
ein und wahlt alsdann X, Y, Z und W zu Fundamentalebenen, so er- 
hilt man die Gleichung der Fliche unter der bekannten Form: 


P274+7X+ KY =—2XVZW, 
wihrend durch 
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VY7+7X+ YY = 2XVYAZW 
die in § 12. erwihnte zu jener conjugirte Steiner’sche Fliche dar- 
gestellt, wird. 

Aus der von Wurzeln befreiten Gleichung der Steiner’schen 
Iliiche geht noch ein Satz hervor iiber die 8 Kegelschnitte, in welchen 
sich 2 demselben Tetraeder eingeschriebene Steiner’sche Flichen 
schneiden. Es zeigt sich nimlich, dass von ihnen 4 auf der einen und 
4 auf der anderen der durch die Gleichung 

Vaved (ata? + b?p? + cy? + &d? — 2abap — --) 

= + Vabed (2a? + O27? + c2y? + d?d? — 2a'b' ap — --) 

dargestellten beiden Flichen 2" Grades liegen. 


Reichenbach im Voigtlande, October 1871. 


Mathematische Annalen. V. 














Ueber eine besondere Curve 3*r Ordnung nnd eine einfache 
Erzeugungsart der allgemeinen Curve 3" Ordnung. 


Von H. Scurirer in Bresiau. 


Es giebt eine einfache Erzeugungsart der allgemeinen ebenen 
Curve 3'* Ordnung, welche sich der Erzeugung des Kegelschnittes 
durch projectivische Strahlbiischel am niichsten anschliesst und un- 
mittelbar zu denjenigen Eigenschaften der Curve 3‘ Ordnung hin- 
fiihrt, welche zu den bekanntesten und wichtigsten gehdren, Diese 
Erzeugungsart liefert auch einfache Constructionen der Curve, deren 
Punkte z. B. allein mittelst des Lineals und -eines ein fiir alle Mal zu 
zeichnenden Kegelschnittes (oder Kreises) in beliebiger Anzahl und 
auf continuirliche Weise gefunden werden, so dass man sich ohne 
grosse Miihe ein anschauliches Bild der Curve herstellen kann. Es 
scheint durch diese Erzeugungsart ein gelegentlicher Ausspruch Stei- 
ner’s bestitigt zu werden (Crelle’s Journal Bd. 47, 8. 6), ,dass 
das eigentliche Wesen vieler Eigenschaften der Curven 3'°" Grades vor- 
nehmlich auf der sogenannten Involution beruht.< Zu dieser Erzeu- 
gungsweise wird man von selbst hingefiihrt durch eine besondere Curve 
3 Ordnung, den Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar von 
4 gemeinschaftlichen Tangenten, und diese besondere Curve nimmt 
dadurch einiges Interesse in Anspruch, dass sie gewissermassen in der 
Theorie der Curven 3'" Ordnung dieselbe Stelle einnimmt, wie der Kreis 
unter den Kegelschnitten. Obgleich nun sowohl diese besondere Curve 
3' Crdnung*), als auch die obige Erzeugungsart der allgemeinen 
Curve 3’ Ordnung den Geometern keineswegs unbekannt sind, so 
scheint es doch vielleicht nicht iiberfliissig, den angedeuteten Gegen- 
stand durch einfache synthetische Betrachtung klar zu legen und da- 
durch dem Studium der ebenen Curven 3'" Ordnung einen leichteren 
Zugang zu verschaffen. 


*) Die in Rede stehende Curve findet sich in Fiedler-Salmon’s Kegel- 
chnitten (2. Auflage, Seite 355 und 397) erwiihnt, wo einige besondere Punktes 
von ihr angegeben sind und ihre Gleichung aufgestellt wird. 
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Ueber Curven 3't Ordnung. 


A. Die Brennpunktscurve einer Kegelschnittschaar. 


1. Bekanntlich gehéren die 3 Strahlenpaare, welche von irgend 
einem Punkte P der Ebene nach den 3 Paar Gegenecken eines voll- 
stiindigen Vierseits hingehen, demselben Strahlsysteme an, oder bilden’ 
eine Involution von Strahlenpaaren; wir kénnen ein solches Strahl- 
system das dem Punkte P in Bezug auf das vollstiindige Vierseit zu- 
gechirige Strahlbiischel nennen; denken wir uns die ganze Kegelschnitt- 
schaar diesem vollstiindigen Vierseit einbeschrieben, so sind alle Tan- 
gentenpaare aus P an die Kegelschnitte dieser Schaar Strahlenpaare 
desselben dem Punkte P zugehérigen Strahlsystems. Ist insbesondere 
das einem Punkte P in Bezug auf ein vollstiindiges Vierseit zuge- 
hérige Strahlsystem ein hyperbolisch-gleichseitiges, d. h. ein solches, 
dessen siimmtliche Strahlenpaare dieselben Winkelhalbirenden (Asym- 
ptoten) haben, so muss dieser Punkt P Brennpunkt eines gewissen 
dem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnittes sein; dies folgt aus be- 
kannten Foealeigenschaften der Kegelschnitte, wonach das durch 2 
feste 'langenten auf einer veriinderlichen 3'" 'Tangente abgeschnittene 
Stiick von einem Brennpunkt aus gesehen unter constantem Winkel 
(oder Nebenwinkel) erscheint; hat nun das dem Punkte P in Bezug 
auf das vollstindige Vierseit zugehdrige Strahlsystem die EKigenschaft, 
ein hyperbolisch-gleichseitiges zu sein und nehmen wir 3 von den 
Seiten des vollstiindigen Vierseits zu Tangenten eines Kegelschnittes, 
welcher P zu einem Brennpunkte hat, wodurch dieser vollstiindig und 
eindeutig bestimmt wird, so beriihrt er nach dem angezogenen Satze 
anch die 4'° Seite des Vierseits. 

Die-Aufgabe, den Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar 
yi finden, lisst sich hiernach auch so aussprechen: Den Ort eines 
Punktes P zu finden, fiir welchen das aus’ den Tangentenpaaren an 
eine Kegelschnittschaar gebildete Strahlsystem ein hyperbolisch - gleich- 
seitiges wird. 

2. Um diesen Ort niiher zu erforschen, gehen wir von einem 
volistiindigen Vierseit aus, dessen 3 Paar Gegenecken ab, ab’, ab’ 
seien und denken uns eine Kegelschnittschaar demselben einbeschrieben. 
Der Ort ihrer Brennpunkte geht offenbar durch die 3 Paar Gegen- 
ecken selbst hindurch, weil diese als besondere Brennpunktspaare fiir 
unendlich schmale Kegelschnitte (oder Punktenpaare) der Schaar 
auftreten. Ueberhaupt gruppiren sich die Punkte des gesuchten 
Ortes zu Paaren und wir wollen die beiden Brennpunkte eines und 
desselben Kegelschnittes der Schaar ein Paar conjugirte Punkte des 
Ortes nennen. Nehmen wir 2 beliebige Kegelschnitte der Schaar 
mit den Brennpunktpaaren AB, A’B' heraus, so bilden die beiden 
Strahlenpaare von einer Ecke des vollstiindigen Vierseits, z. B. von a 
4* 
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nach den Punktenpaaren AB, A’B’ gezogen und das durch a gehende 
Seitenpaar (Tangentenpaar beider Kegelschnitte) 3 Strahlenpaare des- 
selben hyperbolisch-gleichseitigen Strahlsystems; betrachten wir aber 
AB, A’B als 2 Paar Gegenecken eines neuen vollstiindigen Vierseits, 
dessen drittes Eckenpaar A” B” ist, uiimlich: 
(AA’, BB’) = A’, (AB, BA’) = B’, 

so miissen auch (nach 1.) aA” und a B” ein Strahlenpaar dieses Strahl- 
systems sein; dasselbe gilt fiir jeden der iibrigen 5 Eckpunkte ba‘b’a’b’; 
liegen nun aaa’ in einer Seite des gegebenen vollstiindigen Vierseits 
und wir denken uns einen Kegelschnitt, welcher A” B’ zu Brenn- 
punkten hat und die Seite aa‘a” beriihrt, wodurch er vollstiindig und 
eindeutig bestimmt wird, so muss derselbe auch die 3 anderen Seiten 
des ersten Vierseits beriihren, also der gegebenen Schaar angehéren; 
denn die 5 durch aa‘a” gehenden 2'" Tangenten dieses Kegelschnittes 
kénnen wegen der symmetrischen Lage des T'angentenpaares zu dem 
Strahlenpaare nach den Brennpunkten nichts anderes sein, als die 3 
iibrigen Seiten des vollstiindigen Vierseits. Wir erhalten daher fol- 
genden Satz: 

Sind AB, A’'B die Brennpunktpaare zweier beliebiger einem voll- 
stiindigen Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitte und bestimmt man dic 
Schnittpunkte 

(AA’, BB) =A’, (AB, BA) =P’, 
so sind A” B’ die Brennpunkte eines 3' demselben Vierseit einheschrie- 
benen Kegelschnittes. 

Dieser Satz ist noch einer Verallgemeinerung fihig; wenn wir 
nimlich AB, AB als 2 Paar Gegenecken eines vollstiindigen Vier- 
seits auffassen und statt-des 3'" Paares die Brennpunkte 1% eines 
beliebigen diesem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnittes nehmen, 
welcher also die 4 Verbindungslinien AA’, AB, BA’, BB beriihrt, 
so gilt fiir die Punkte 1% genau dasselbe Raisonnement, wie vorhin 
fiir die Punkte A” B’, so dass wir folgenden Satz aussprechen kénnen: 

Sind AB, AB’ die Brennpunktpaare zweier beliebiger einem voll- 
stiindigen Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitte und man nimmt einen 
Kegelschnitt 8, welcher die 4 Verbindungslinien AA, AB, BA’, BB 
beriihrt, so sind die Brennpunkte desselben “UB zugleich ein Brenn- 
punktspaar eines 3'" dem urspriinglichen Vierseit einbeschriebenen Kegel- 
schnittes. 

3. Aus dem Vorigen ergiebt sich ein bequemes Mittel, Punkten- 
paare der gesuchten Ortscurve durch blosses Verbinden von Punk- 
ten in unzihliger Menge aber in discreter Lage zu erlangen, sobald 
ausser dem vollstiindigen Vierseit nur noch ein beliebiges Brennpunkt- 
paar AD bekannt ist; denn aus 2 Brennpunktpaaren kann man allemal 
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ein drittes finden; man combinirt also zunichst AB mit jedem der 
Paare ab, ab’, ab” und gelangt dadurch zu 3 neuen Paaren, die 
man in passender Weise wieder unter einander und mit den friiheren 
, combiniren kann u.s. f. In praktischer Beziehung empfiehlt sich dies 
Verfahren, weil man bald so viel Punkte des Ortes erhiilt, dass die- 
selben ein anniiherndes Bild des Verlaufes der Curve gewihren; wir 
schliessen aber auch zugleich aus dieser Construction, dass der ge- 
suchte Ort eine Curve 3'" Ordnung sein wird, weil wir unziihlig viele 
Gerade finden, welche 3 Punkte des Ortes enthalten. Auch lisst sich 

zeigen, dass, wenn wir irgend 2 Punkte des Ortes AA’ mit einander 

verbinden, diese Gerade nur noch einen einzigen 3'*" Punkt des Ortes 

A” enthilt, niimlich den Schnittpunkt 

(AA, BB)= A’, 

wo B und BP die conjugirten Punkte zu A und A’ (oder die 2" Brenn- 
punkte) bedeuten. . 

In der That, wiire auf der Geraden AA’ ausser dem Punkte A” 
‘ noch ein 4 Punkt A” des Ortes vorhanden und dessen conjugirter 
B”’, so wirden BB”, BB’, B’B’ die Gerade AA’ ebenfalls in 3 
neuen Punkten des Ortes treffen miissen, deren conjugirte mit den 
vorigen Punkten BB’ .. verbunden wiederum neue Schnittpunkte auf 
AA’ liefern wiirden, die dem Orte angehéren u. s. f.; folglich giibe 
es auf der Geraden AA’ unzihlig viele Punkte des Ortes, was wider- 
sinnig ist. 

Da nach dem in 2. bewiesenen Satze jeder Kegelschnitt, welcher 
dem vollstiindigen Vierseit mit den 3 Paar Gegenecken AB, A’B, 
A” B” einbeschrieben ist, ein Brennpunktspaar hat, welches zugleich 
Brennpuhktspaar eines gewissen dem urspriinglichen Vierseit mit den 
; Gegenecken ab, a’b’, a’b” einbeschriebenen Kegelschnittes ist, so fallt 
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der gesammte Ort der Brennpunkte fiir die dem einen Vierseit einbe- 
schriebene Kegelschnittschaar mit dem fiir die andere zusammen und 
wir kénnen an Stelle des urspriinglichen Vierseits ab, a’b’, a’b” ein 
beliebiges anderes AG, A’'B, A’ B’ setzen, dessen Gegenecken 3 
Paare conjugirter Punkte sind und von denen 2, A und J’, beliebig 
; auf der Ortscurve zu wihlen, die iibrigen von ihnen abhiingig sind. 
Da solche vollstiindige Vierseite, wie AB, A’B, A’ B”’ in unendlicher 
Anzahl hergestellt werden kénnen, so erhalten wir unendlich viele 
Kegelschnittschaaren in der Ebene, welche siimmtlich denselben Ort 
der Brennpunkte haben; der Zusammenhang zwischen diesen Schaaren 
wird spiiter erértert werden; wir bemerken zunichst folgendes Er- 
gebniss: 

Irgend ein Punkt der Brennpunktscurve mit stimmtlichen Paaren 
conjugirter Punkte derselben verbunden liefert ein thm zugehoriges hyper- 
bolisch - gleichseitiges Strahlsystem. 
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4. Da-auf diese Weise jedem Punkte der Brennpunktscurve ein 
bestimmtes hyperbolisch-gleichseitiges Strahlsystem zugehdrt, so liegt 
es nahe, die 2 conjugirten Punkten der Curve zugehdrigen Strahlsysteme 
zu untersuchen, welche in einer sehr einfachen Abhiingigkeit von ein- 
ander stehen. 

Nehmen wir eines jener vollstindigen Vierseite heraus, dessen 
3 Paar Gegenecken AB, AB’, A’ B’ Paare conjugirter Punkte der 
Curve sind und bilden das Diagonaldreieck: 

(AB, A’B’)=—2, (AB, AB) =y, (AB, AB) =z, 
fillen aus x ein Perpendikel auf AB, dessen Fusspunkt C sei, so ist 
C offenbar ein Punkt der Ortscurve; denn die 4 von C nach A’B’zx 
gehenden Strahlen sind harmonisch gelegen, ebenso wie die nach 
A” B’yx gehenden; 2 zugeordnete von solechen 4 harmonischen Strah- 
len stehen aber senkrecht auf einander, foglich halbiren sie die Win- 
kel zwischen den anderen beiden zugeordneten Strahlen und wir er- 
kennen, dass das dem Punkte C in Bezug auf das vollstiindige Vier- 
seit zugehdrige Strahlsystem ein hyperbolisch-gleichseitiges ist, dessen 
einer Doppelstrahl CAB, mithin der andere Cx ist. Wir schliessen 
hieraus folgenden Satz: 

In jedem vollstiindigen Vierseit, dessen 3 Paar Gegenccken Paare 
von conjugirten Punkten der Brennpunktscurve sind, bilden die Diago- 
nalen ein Dreiseit, dessen Hohenfusspunkte auf der Brennpunktscurve 
liegen. (Wir erhalten dadurch aufs Neue unendlich viele Tripel von 
Punkten des gesuchten Ortes.) 

Es ist ferner ersichtlich, dass auf AB der Hihenfusspunkt C der 
einzige Pankt des Ortes sein muss, denn giibe es noch einen zweiten 
C’, so miisste auch sein zugehdériges Strahlsystem ein hyperbolisch- 
gleichseitiges sein und da ein Doppelstrahl C’AB ist, so miisste der 
andere senkrecht darauf stehen; er miisste aber auch durch x gehen; 
fulglich giibe es 2 Senkrechte aus w auf AL, was widersinnig ist. 
Da nun C der 3” Schnittpunkt der Diagonale 4B mit der Curve ist 
und die in C auf AB errichtete Senkrechte unverindert bleibt, wenn 
wir AB festhalten, aber in dem vollstindigen Vierseit das andere 
Eckenpaar 4B und mit ihm also auch das 3 A’B” yariiren, so 
bleibt der Schnittpunkt « = (A’B, A’B”’) auf emer Geraden und wir 
erhalten den Satz: 

Von dem einem Punkte A der Brennpunktscurve zugehdrigen Strahl- 
system durchbohrt jedes Strahlenpaar dieselbe in 2 Paaren conjugirter 
Punkte AB und A” B’, deren Verbindungslinien sich im einem ver- 
dinderlichen Punkte x 
(4’°B, A’ B’) = 2x 


schneiden; dieser durchliuft eine bestimmte gerade Linie L, welche, 
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wenn B der conjugirte Punkt zu A ist, auf der Verbindungslinie AB 
senkrecht steht in dem 3' Schnittpunkte derselben C mit der Brenn- 
punktscurve. Diese Geraden L und AB sind die Asymptoten des dem 
Punkte C zugehirigen Strahlsystems. 

Aus dieser Eigenschaft erkennen wir die Abhingigkeit, in welcher 
die zweien conjugirten Punkten zugehérigen Steahlaysheme von ein- 
ander stehen. Sind A und B 2 conjugirte Punkte des Ortes und den- 
ken wir uns die ihnen zugehérigen Strahlsysteme hergestellt, deren 
Strahlenpaare so auf einander bezogen werden sollen, dass entsprechende 
Strahlenpaare solche heissen, welche nach einem beliebigen aber dem- 
selben Paare conjugirter Punkte A’B’ von A und von B aus hingehen 
und die sich daher noch in einem 2'" Paare conjugirter Punkte A” B” 
schneiden miissen, dann entspricht jedem Strahlenpaar des Strahl- 
systems (A) ein bestimmtes Strahlenpaar des Strahlsystems (B) und 
umgekehrt und der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen- 
paare ist die Brennpunktscurve. Das Entsprechen der Strahlenpaare 
von den beiden Systemen (A) und (2) kann nun zuriickgefiihrt werden 
auf ein Entsprechen gewohnlicher projectivischer Strahlbiischel; wenn 
wir nimlich Aw und Bz ziehen, so ist Ax der zugeordnete 4 har- 
monische Strahl zu AB und dem Strahlenpaare des Strahlsystems (A), 
Bx der zugeordnete 4° harmonische Strahl zu BA und dem ent- 
sprechenden Strahlenpaare des Strahlsystems (Lb); Ax und Bax be- 
schreiben aber gewohnliche projectivische Strahlbiischel, welche per- 
spectivisch liegen und Z zu ihrem perspectivischen Durchschnitt haben; 
folglich stehen auch die Strahlsysteme (A) und (B) in projectivischer 
Beziehung. Bekanntlich reducirt man ein Kegelschnittbiischel auf ein 
einfaches Strahlbiischel, indem man die Polaren eines beliebigen Punk- 
tes in Bezug auf die Kegelschnitte des Biischels herstellt; ein Strahl- 
system ist nichts anderes, als ein specielles Kegelschnittbiischel und 
wird in gleicher Weise auf ein einfaches Strahlbiischel reducirt; 2 
Kegelschnittbiischel heissen projectivisch, wenn die Strahlbiischel, auf 
welche sie reducirt sind, in projectivischer Beziehung stehen; sie er- 
zeugen dann eine allgemeine Curve 4" Grades; ebenso erzeugen 2 
projectivische Strahlsysteme eine Curve 4'" Grades, welche indessen 
die beiden Mittelpunkte zu Doppelpunkten haben muss; sind nun ins- 
besondere, indem man von irgend einem Punkte in der Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte die Polaren in Bezug auf beide Strahlsysteme 
nimmt, die dadurch erhaltenen reducirenden Strahlbiischel perspecti- 
visch, so fallen in die Verbindungslinie der Mittelpunkte Theile (Strah- 
len) entsprechender Strahlenpaare; die Curve 4'" Grades zerfillt daher 
in eine Gerade, die Verbindungslinie der Mittelpunkte, und eine Curve 
3%" Grades, welches hier die Brennpunktscurve ist. Wir haben also 
folgenden Satz: 















56 H. Scurérer. 
Die Brennpunktscurve ist das Erzeugniss zweier  projectivischer 
(hyperbolisch -gleichseitiger) Strahlsysteme, welche so liegen, dass in die 
Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte Theile entsprechender Strahlenpaare 
hineinfallen. 

Wir wollen 2 solche projectivische Strahlsysteme halbperspectivisch 
liegend nennen. 

Nach dem Vorigen kann die Brennpunktscurve in mannichfachster 
Weise durch 2 projectivische Strahlsysteme in halbperspectivischer 
Lage erzeugt werden, indem man irgend ein Paar conjugirter Punkte 
zu Mittelpunkten und je 2 nach einem anderen Paare conjugirter 
Punkte hinlaufende Strahlenpaare zu entsprechenden der beiden erzeu- 
genden Strahlsysteme nimmt. Umgekehrt, sind 2 hyperbolisch-gleich- 
seitige Strahlsysteme in halbperspectivischer Lage gegeben, also der 
perspectivische Durchschnitt der beiden ‘reducirenden Strahlbiischel 
bekannt; so kann man zu jedem Strahlenpaar des einen Systems das 
entsprechende des anderen auf folgende Art finden: 

Sind AB die Mittelpunkte der beiden Strahlsysteme, ZL der per- 
spectivische Durchschnitt der reducirenden Strahlbiischel und nimmt 
man irgend einen Punkt x desselben, betrachtet das Strahlenpaar A B, 
Az und die Asymptoten des Strahlsystems (A) als 2 Strahlenpaare 
eines dadurch bestimmten neuen Strahlsystems, dessen Asymptoten 1 I 
man ermittelt, macht man dasselbe fiir B, indem man BA und Bu 
als ein Strahlenpaar, die Asymptoten des Strahlsystems (B) als ein 
2s Strahlenpaar zur Bestimmung eines neuen Strahlsystems nimmt, 
dessen Asymptoten mm’ seien, so sind //’ und mm’ entsprechende 
Strahlenpaare der beiden die Brennpunktscurve erzeugenden Strahl- 
systeme (A) und (B), d. h. sie schneiden sich in 2 Paaren conjugir- 
ter Punkte der Curve. Diese Construction kommt darauf hinaus, bei 
2 concentrischen hyperbolischen Strahlsystemen das gemeinschaftliche 
Strahlenpaar zu finden (Steiner’s Vorlesungen II. 8. 61 und 163); 
da ein solches bekanntlich auch imaginir sein kann, so kénnen auch 
imaginire Strahlenpaare einander entsprechen oder ein reelles einem 
imaginaren. 

5. Die Mittelpunkte zweier die Brennpunktscurve erzeugenden 
Strahlsysteme sind nicht ganz willkiirlich zu wihlen, sondern sie sind 
selbst ein Paar conjugirter Punkte oder ein Brennpunktspaar eines der 
gegebenen Schaar angehdrigen Kegelschnittes; hieraus folgt unmittel- 
bar eine charakteristische Eigenschaft von ihnen in Bezug auf die 
Curve, welche den gesammten Ort aller Brennpunkte bildet. Seien 
namlich A und B die Mittelpunkte zweier erzeugenden Strahlsysteme, 
C der 3'° Schnittpunkt der Verbindungslinie AB mit der Brennpunkts- 
eurve und D sein conjugirter, d. h. C und D ein Brennpunktspaar 
eines gewissen Kegelschnittes der urspriinglichen Schaar, dann lassen 
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sich auch C und D als die Mittelpunkte zweier neuen erzeugenden 
Strahlsysteme auffassen und es muss dem Strahlenpaare DA, DB 
der Doppelstrahl CA, CB entsprechend sein; diese beiden entsprechen- 
den Strahlenpaare bilden allemal, wie wir wissen, ein vollstindiges 
Vierseit, dessen beide tibrigen Eckenpaare auf der Curve liegen und 
in unserem Falle degenerirt das Vierseit in ein Dreiseit, weil CA und 
CB zasammenfallen, folglich miissen DA und DB die Tangenten 
der Curve in A und B sein oder dieselbe in je 2 zusammenfallenden 
Schnittpunkten treffen. Wir schliessen also: 

Jedes Brennpunktspaar eines Kegelschnittes der Schaar ist ein sol- 
ches Punktenpaar der Brennpunktscurve, dass seine beiden Tangenten 
sich auf der Curve selbst schneiden, oder, wie man sich kiirzer aus- 
driickt, ein Brennpunktspaar auf der Curve hat denselben Tangential- 
punkt. Hiernach sind also die Brennpunktspaare conjugirte Punkte 
in dem Sinne, wie sie bei der Tripelcurve auftreten (Steiner’s Vor- 
lesungen II. § 62.) oder correspondirende Punkte (Durége, die ebenen 
Curven 3'* Ordnung, Nr. 378). 

Da die 2'° Asymptote des dem Punkte C zugehérigen Strahl- 
systems ebenfalls der Brennpunktscurve in einem Paar conjugirter 
Punkte begegnet, deren Tangenten sich in D schneiden, so bilden die 
4 aus einem Punkte D der Brennpunktscurve an dieselbe gelegten 
Tangenten 2 Strahlenpaare des dem Punkte D zugehérigen hyper- 
bolisch - gleichseitigen Strahlsystems. 

Ein besonderes Brennpunktspaar der Kegelschnittschaar ist der 
Brennpunkt P der einzigen ihr einbeschriebenen Parabel und der un- 
endlich entfernte Punkt Y, derjenigen Geraden, welche die Mittel- 
punkte-aller Kegelschnitte der Schaar enthilt; bestimmen wir die beiden 
erzeugenden Strahlsysteme, welche diesen Punkten P und Q, zuge- 
héren, indem wir eines jener vollstiindigen Vierseite, dessen 3 Paar 
Gegenecken AB, A’B’, A”D” 3 Paare conjugirter Punkte der Curve 
sind, herausnehmen und sowohl P als auch @, mit letzteren ver- 
binden; das Strahlsystem (P) bietet dabei nichts Eigenthiimliches dar, 
wohl aber das Strahlsystem (@Q,,), dessen Strahlenpaare siimmtlich aus 
Parallelen zur Mittelpunktslinie Yt bestehen, die paarweise von ihr 
gleich weit abstehen; die eine Asymptote desselben ist also die Mittel- 
punktslinie Yt selbst und die andere die unendlich entfernte Gerade 
(,,, wie aus der Grundeigenschaft des Strahlsystems hervorgeht. Das 
projectivische Entsprechen dieser beiden erzeugenden Strahlsysteme 
wird dadurch hergestellt, dass wir den 3' Schnittpunkt R auf der 
Verbindungslinie PQ, mit der Curve ermitteln und in ihm eine Senk- 
rechte auf PQ, errichten. Auf dieser Geraden ZL lassen wir einen 
verainderlichen Punkt « laufen, dann beschreiben Px und Q, 2 die 
reducirenden Strahlbiischel, zu welchen die zugehérigen Strahlenpaare 
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der Strahlsysteme (P) und (Q,) in der oben (4.) angegebenen Weise 
gefunden werden. Von besonderem Interesse ist der Fall, wenn x 
selbst der unendlich entfernte Punkt von L wird; dann wird das eine 
Strahlenpaar des Systems (%,) die Asymptote ©, und das ent- 
sprechende Strahlenpaar des Systems (P) erhalten wir, indem wir 
einmal PQ, und Px, ziehen, die offenbar auf einander senkrecht 
stehen, andererseits die beiden zu einander senkrechten Asymptoten 
des hyperbolisch-gleichseitigen Strahlsystems (P) hinzunehmen und 
diese beiden Strahlenpaare zur Bestimmung eines neuen Strahlsystems 
wihlen, dessen Asymptoten bekanntlich, da es ein circulares Strahl- 
system ist, nach den beiden unendlich entfernten imaginiren Kreis- 
punkten hingehen; diese beiden imaginiiren Asymptoten bilden das 
entsprechende Strahlenpaar zu dem Doppelstrahl G, ; wir schliessen 
also folgenden Satz: 

Der Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar geht durch die 
beiden imagindren Kreispunkte im Unendlichen, welche als ein Paar 
conjugirter Punkte dieser Curve 3'* Ordnung aufzufassen sind, indem 
sie denselben reellen Tangentialpunkt in dem Brennpunkte der einzigen 
Parabel der Schaar haben. 

Dies war iibrigens auch vorauszusehen, weil die beiden imaginiren 
Kreispunkte im Unendlichen allemal als ein Brennpunktspaar fiir jeden 
Kegelschnitt in der Ebene aufzufassen sind (Steiner’s Vorlesungen II. 
Seite 483). 

Hierdurch documentirt sich ein particuliirer Charakter der Brenn- 
punktscurve, welcher ihr eine iihnliche Stellung zur allgemeinen Curve 
3'' Ordnung anweist, wie dem Kreise zum allgemeinen Kegelschunitt. 

6. Durch das besondere Brennpunktspaar PQ, wird man zu einer 
ganz elementaren Construction der Brennpunktseurve gefiihrt, welche 
ein specieller Fall ist. von der Chasles’schen Erzeugungsart einer Curve 
3’ Ordnung vermittelst eines Kegelschuittbiischels und eines mit dem- 
selben projectivischen Strahlbiischels.*) Wir wollen diese Zuriick- 
fiihrung hier in Kiirze einschalten: 

Nehmen wir zu dem besonderen Brennpunktspaar PQ, ein belie- 
biges zweites P’Y’, so ist von ihm ein drittes P”Q” abhingig: 

(PP, YQ,.)=P, (PY, PV) = 9%, 
so dass man also ein vollstiindiges Vierseit erhilt, dessen 2 Seiten 
PQ” und P’Y zu M parallel laufen, wahrend die anderen beiden 
PP’ wid QQ” sich in P schneiden. Da P’Q’ und P’Q” Brenn- 
punktspaare von 2 Kegelschnitten der Schaar sind, deren Mittelpunkts- 
linie § ist, so werden die Strecken P’QY und P’Q”’ durch M halbirt 

*) Dies» Construction ist nach einer brieflichen Mittheilung des Herrn Prof. 
Durége demselben vor liingerer Zeit von Herrn Prof, Kiipper angegeben worden. 
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und wegen der Parallelitiit von P’Q” und QP” werden auch die 
Strecken P’P” und QQ” durch M halbirt; diese auf M liegenden 
Mitten seien p und q; man ziehe (P’Q’, P”Q’) =x und aus ~ eine 
Senkrechte auf PQ, welche in R ihren Fusspunkt habe, dann ist 
nach 4. R der 3'° Schnittpunkt von PY, mit der Curve und wenn 





wir diese Senkreehte wie friiher mit Z bezeichnen, so ist R PY, und 
ZL das Asymptotenpaar des Strahlsystems, welches dem Punkte FR in- 
Bezug auf die Curve zugehdrt; die Gerade Z muss daher selbst ein 
Paar conjugirter Punkte der Curve enthalten, welche, gleichviel ob 
reell oder imaginiir, vertreten werden kénnen durch ein Punktsystem 


‘auf LZ, als dessen Doppelpunkte sie erscheinen. Da nun nach dem 


Friiheren dieses Paar conjugirter Punkte auf Z harmonisch getrennt 
werden muss durch jedes Asymptotenpaar eines Strahlsystems, welches 
irgend einem Punkte der Curve zugehért, so bestimmen die Asym- 
ptoten aller dieser Strahlsysteme auf Z Punktenpaare eines Punkt- 
systems, dessen Doppelpunkte die gesuchten conjugirten Punkte sind. 
Um aber die Asymptoten der Strahlsysteme, welche den Punkten 
P’P’, YQ wzugehbren, zu erhalten, beschreibe man iiber P’P” als 
Durehmesser einen Kreis, welcher p zum Mittelpunkte hat und die 
Gerade Y% in 2 Punkten trifft, die mit P’ und P” verbunden die ge- 
suchten Asymptoten fiir die Strahlsysteme (P’) und (P”) liefern; 
ebenso beschreibt man iiber QQ” als Durchmesser einen Kreis, welcher 
q zum Mittelpunkte hat und dessen Schnittpunkte mit YM 2 Punkte 
liefern, durch welche die Asymptoten der Strahlsysteme (Q‘) und (Q”) 
laufex. Die Punktenpaare, in welchen die so gefundenen Asymptoten 
der Strahlsysteme (P’), (P") ete. die Gerade LF treffen, haben eine 
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leicht erkennbare Beziehung zu den um p und q beschriebenen Krei- 
sen; da nimlich die Gerade LZ auf einem Durchmesser des Kreises (p) 
senkrecht steht, also ihr Pol in Bezug auf den Kreis in diesem Durch- 
messer liegt, so werden die beiden Strahlen, welche von irgend einem 
Peripheriepunkte dieses Kreises P’ nach den Endpunkten des Durch- 
messers hingehen, die Gerade ZL in einem Paar conjugirter Punkte 
in Bezug auf den Kreis treffen miissen (Steiner’s Vorlesungen II. 
§ 31.); dasselbe gilt fiir die iibrigen Strahlsysteme P” QQ": wir 
schliessen also, dass das besondere Punktsystem, welches auf der Ge- 
raden ZL die beiden conjugirten Punkte der Brennpunktseurve zu 
Doppelpunkten hat, sowohl fiir den Kreis (p), als auch fiir den Kreis 
(q) das diesen Kreisen zugehorige ist (1. ¢. § 29. und 30.), d. h. aus 
siimmtlichen Paaren conjugirter Punkte in Bezug auf diese Kreise be- 
steht. Hieraus folgt aber, dass die beiden Kreise p und q die Gerade 
LZ zur reellen oder ideellen gemeinschaftlichen Secante haben oder 
durch die beiden auf LZ befindlichen conjugirten Punkte der Brenn- 
punktscurve hindurchgehen miissen; fiir den Fall, dass dieselben reell 
sind, ist dies sogleich ersichtlich; die vorige Betrachtung abstrahirt 
aber davon. Jetzt halten wir das Paar conjugirter Punkte P und Q, 
fest, variiren aber das zweite willkiirlich gewiihlte P’Q’, also auch 
das dritte P” Q”; dann folgt aus dem Vorigen, dass die Kreise p und 
q eine Kreisschaar bilden und die Schnittpunkte jedes Kreises P’ P” 
mit einem nach dem festen Punkte P gehenden Durchmesser die 
Brennpunktscurve erzeugen; wir erhalten also die Kiipper’sche Con- 
struction : 

Hat man in der Ebene eine Kreisschaar und zieht die durch einen 
festen Punkt P gehenden Durchmesser, so beschreiben die Schnittpunkte 
derselben mit den Kreisen unsere Brennpunktscurve. 

Da eine Kreisschaar ein specielles Kegelschnittbiischel und das 
von P nach den Mittelpunkten der Kreise hingehende Strahlbiischel 
offenbar mit der Kreisschaar projectivisch ist, so ist diese Construction 
ein besonderer Fall der Chasles’schen Erzeugungsart der allgemeinen 
Curve 3'* Ordnung. 

Wir bemerken noch, dass, wenn der Punkt P insbesondere in 
der Mittelpunktslinie der Kreisschaar liegt, die Curve 3' Ordnung in 
einen Kreis und eine Gerade zerfallen muss. ; 

7. Die nach dem Friiheren in unziihliger Menge vorhandenen 
vollstiindigen Vierseite, welche der Brennpunktscurve einbeschrieben 
sind und deren Gegenecken Paare conjugirter Punkte derselben sind, 
bieten unendlich viele Schaaren von einbeschriebenen Kegelschnitten 
dar, deren Brennpunktscurve immer dieselbe bleibt. Jede dieser Schaa- 
ren besitzt eine einzige Parabel und siimmtliche Parabeln miissen sich 
zu einer confocalen Parabelschaar gruppiren, welche P und Q, zu 
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Brennpunkten hat. Ueberhaupt ordnen sich die den unendlich vielen 
Vierseiten einbeschriebenen Kegelschnitte gleichzeitig zu Schaaren con- 
focaler Kegelschnitte, woraus eine neue Erzeugungsart unserer Brenn- 
punktseurve hervorgeht: 

Die Brennpunktscurve ist vollstiindig bestimmt, sobald man von 
ihr 2 beliebige Paare conjugirter Punkte AB, A’B kennt oder als 
gegeben annimmt, denn sie ist der Ort aller soleher Punkte, fiir 
welche die nach den Punktenpaaren AB, A’D’ hingezogenen Strahlen- 
paare ein hyperbolisch-gleichseitiges Strahlsystem bilden. Denkt man 
sich daher irgend 2 Kegelschnitte, deren einer AB, der andere A’ 
zu Brennpunkten hat, so wird jeder Schnittpunkt zweier gemeinschaft- 
licher Tangenten derselben der Brennpunktscurve angehéren. Wir 
haben daher folgende Erweiterung des Hauptsatzes in 2.: 

Nimmt man aus einer Kegelschnittschaar 2 beliebige Kegelschnitte 
mit den Brennpunkten AB und A’'B heraus und denkt sich 2 andere 
mit diesen confocale Kegelschnitte, so werden die gemeinschaftlichen Tan- 
genten dev leteteren ein vollstiindiges Vierseit bilden, dessen 3 Paar 
Gegenecken Brennpunktspaare fiir 3 Kegelschnitte der wrspriinglichen 
Schaar sind. 

Denken wir uns nun den ersten Kegelschnitt mit den Brenn- 
punkten AB fest und veriindern den zweiten, indem wir ihn die 
ganze Schaar confocaler Kegelschnitte mit den unveriindert bleibenden 
Brennpunkten A’b’ durchlaufen lassen, so erhalten wir folgende Er- 
zeugungsart unserer Brennpunktscurve: 

Hat man eine Schaar confocaler Kegelschnitte und einen beliebigen 
derselben nicht angehirigen festen Kegelschnitt und bestimmt allemal die 
4 gemeinschaftlichen Tangenten dieses Kegelschnittes mit jedem der con- 
focalen Kegelschnitte, so durchlaufen die 3 Paar Gegenecken aller dieser 
vollstiindigen Vierseite eine und dieselbe Curve 3‘ Ordnung, indem jedes 
Paar Gegenecken ein Paar conjugirter Punkte der Curve ist; diese Curve 
hat die beiden imagindren Kreispunkte im Unendlichen zu conjugirten 
Punkten. Oder auch: 

Hat man 2 verschiedene Schaaren confocaler Kegelschnitte und 
bestimmt fiir je 2 Kegelschnitte derselben die 4 gemeinschaftlichen 
Tangenten, so durchlaufen die 3 Paare Gegenecken solcher vollstin- 
digen Vierseite ein und dieselbe Curve 3 Ordnung, welche etc. 

8. Die Kegelschnittschaaren, welche allen jenen in mannich- 
fachster Weise herzustellenden Vierseiten AB, A’B’, A’ B” einbeschrie- 
ben sind, stehen noch in einem anderen eigenthiimlichen Zusammen- 
hang, welcher aufgesucht werden soll: Nehmen wir z. B. ein Vierseit 
mit den 3 Paar Gegenecken ab, ab’, a’b” und 2 beliebige ihm ein- 
beschriebene Kegelschnitte, deren Brennpunkte AB, A’P’ seien und 


die bekanntlich ein 3's Brennpunktspaar 
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(AA, BB)= A’, (AB, BA’) = B’ 
A’ B’ mitbestimmen, so sind AB, AB, A’ B’ die 3 Paar Gegen- 
ecken eines 2'" vollstiindigen Vierseits; fiir beide ist die Brennpunkts- 
curve dieselbe. Das 2' Vierseit ist durch die beiden auf der Curve 
willkiirlich zu wiihlenden Punkte A.A’, deren Verbindungslinie A” ent- 
hilt und eine Seite desselben ist, vollstiindig bestimmt. Denken wir 
uns den einzigen Kegelschnitt ermittelt, welcher dem ersten vollstiin- 
digen Vierseit einbeschrieben ist und ausserdem noch die Seite AA’ A” 
beriihrt, durch welche 5 Tangenten er gerade bestimmt wird; seien 
seine beiden Brennpunkte %%, dann miissen diese zugleich Brenn- 
punkte eines gewissen dem 2' Vierseit einbeschriebenen Kegelschnit- 
tes sein; da aber der vorige Kegelschnitt 24% zu Brennpunkten hat 
und eine Seite des 2' Vierseits A A’A” beriihrt, wodurch er gerade 
bestimmt wird, so muss er selbst die 3 iibrigen Seiten des 2!" voll- 
stiimligen Vierseits beriihren, d. h.: 
Hat man ein vollstindiges Vierseit und die beiden Brennpunkts- 
° paare AB, AB zweier belicbiger demselben einbeschriebenen Kegel- 
schnitte, so beriihren die 4 Seiten des Vierseits und die 4 Verbindungs- 
linien AA’, AB, BA, BB alle 8 denselben Kegelschnitt. 

Hieraus ergiebt sich zwischen den in der angegebenen Weise auf- 
tretenden Kegelschnittschaaren der eigenthiimliche Zusammenhang, 
dass irgend 2 Schaaren einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt haben wid 
hieraus folgt, dass sie ein Gebilde constituiren, welches das_ polar 
gegeniiberstehende ist von einem Kegelschnittnetz (Steiner's Vor- 
lesungen I], § 62); ein solches Gebilde wollen wir ein Kegelschnitt- 
gewebe nennen. In der That, nehmen wir 2 beliebige Kegelschnitte 
K und K’ heraus, welche einer jener Schaaren angehéren und dieselbe 
bestimmen; lassen wir einen veriinderlichen Kegelschnitt & die Schaar 
durchlaufen, so bestimmen die Brennpunkte desselben die betrachtete 
Brennpunktscurve CO; fiigen wir einen Kegelschnitt K” hinzu, welcher 
nicht der Schaar angehért, sondern einem 2'" Vierseit AB, A’B, 
A” B’ einbeschrieben ist, welches durch irgend 2 Brennpunktspaare 
der ersten Schaar AB, A’B bestimmt wird, dann erhalten wir durch 
die beiden Kegelschnitte K” ® als Bestimmungsstiicke eine veriinder- 
liche Kegelschnittschaar, welche immer dieselbe Brennpunktseurve lie- 
fert und alle Kegelschnitte, die hieraus hervorgehen, erschdpfen in 
gewisser Anordnung die siimmtlichen Kegelschnitte des Gewebes. Die 
gemeinschaftlichen Tangenten irgend zweier Kegelschnitte des Gewebes 
bestimmen ein verinderliches vollstiindiges Vierseit, dessen 3 Paar 
Gegenecken auf der C® liegen und dessen 3 Diagonalen nach der 
Theorie der Tripeleurve (Il. e.) eme Curve 3'" Classe §, das polare 

| Nebengebilde der Tripeleurve umhiillen, denn die 3 Diagonalen eines 
solehen Vierseits sind zugleich die gemeinschaftlichen Tripelstrahlen 
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je zweier Kegelschnitte des Gewebes; diese Curve ®® ist die Cayley’- 
sche Curve der als Hesse’sche Curve aufgefassten Brennpunktscurve 
C®) und wird von den simmtlichen Asymptoten der den Punkten der 
letzteren zugehérigen Strahlsysteme umhiillt; wir haben also den Satz: 

Die grossen Axen, welche die Brennpunktspaare stimmtlicher Kegel- 
schnitte einer Schaar enthalten, umhiillen eine Curve 3'" Classe. 

Dies gilt ebenso auch fiir die 2° Axen der Kegelschnitte mit den 
imaginiiren Brennpunkten; dann, wie wir gesehen haben, ordnen sich 
die Kegelschnitte des Gewebes auch zu Schaaren confocaler Kegel- 
schnitte; fiir eine Schaar confocaler Kegelschnitte bilden aber die beiden 
gemeinschaftlichen Axen und die unendlich entfernte Gerade das ge- 
meinschaftliche Tripel von Strahlen, und da die Curve §) alle diese 
Tripel umhiillen muss, so kénnen wir allgemein sagen: : 

Die Axenpaare einer Kegelschnittschaar umhiillen eine Curve 3 
Classe 8), die Brennpunktspaare liegen auf einer Curve 3' Ordnung 
13); diese beiden Curven stehen in der Beziehung der Cayley’schen 
und Hesse’schen zu einander. Die Curve 8 hat G, zur Tangente, 
was einen particuliren Charakter von ihr anzeigt. 

Die weitere Untersuchung, welche keinen wesentlichen Unterschied 
darbietet in dem Fall der allgemeinen Curve 5“ Ordnung, welche nach 
Analogie der Brennpunktscurve durch 2 beliebige projectivische Strahl- 
systeme in halb perspectivischer Lage erzeugt wird, wollen wir in dem 
2" Theile fiihren., 


B. Die allgemeine Curve dritter Ordnung als Erzeugniss zweier 
projectivischer Strahlsysteme in halb-perspectivischer Lage. 


9. Nehmen wir 2 beliebige Strahlsysteme (Strahleninvolutionen) 
mit den Mittelpunkten O und P und setzen die Strahlenpaare in eine 
derartige gegenseitig eindeutige Abhiingigkeit von einander (Projec- 
tivitiit), dass der Verbindungsstrahl der Mittelpunkte ein Theil ent- 
sprechender Strahlenpaare ist (halb- perspectivische Lage), so werden 
die je 4 Sehnittpunkte aller entsprechenden Strahlenpaare auf einer 
Curve 3" Ordnung liegen, welche das Erzeugniss der beiden Strahl- 
systeme genannt wird; denn die beiden Strahlsysteme sind specielle 
Kegelschnittbiischel, welche in projectivische Beziehung gesetzt, im 
Allgemeinen eine Curve 4' Ordnung erzeugen; in unserem Falle 
trennt sich aber, weil in die Verbindungslinie der Mittelpunkte Theile 
entsprechender Strahlenpaare zusammenfallen’, diese Gerade OP ab 
und es bleibt als iibriger Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen- 
paare nur eine Curve 3' Ordnung. 

Das gegenseitig eindeutige oder projectivische Entsprechen der 
beiden Strahlsysteme (O) und (P) kann dadurch vermittelt werden, 
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dass wir zu einem Strahlenpaare x& des Strahlsystems (O) und zu OP 
den 4‘ harmonischen, dem letzteren zugeordneten Strahl y und ebenso 
zu einem Strahlenpaar yy des 2'" Strahlsystems (P) und zu PO den 
zugeordneten 4'*" harmonischen Strahl 1 nehmen, wodurch wir die 
beiden Strahlsysteme (O) und (P) auf einfache Strahlbiischel (r) und 
(y) reduciren; setzen wir nun die Strahlbiischel (yr) und (1) in projec- 
tivische Beziehung, so haben wir dadurch auch die beiden Strahl- 
systeme in projectivische Beziehung gebracht, indem jetzt jedem 
Strahlenpaare (#&) ein einziges bestimmtes Strahlenpaar (yy) und um- 
gekehrt entspricht; in unserem Falle aber sollen sich die Strahi- 
systeme noch in halb perspectivischer Lage befinden, woraus hervor- 
geht, dass sich die beiden reducirenden Strahlbiischel (ry) und (y) in 
perspectivischer Lage befinden miissen, also eine bestimmte Gerade L 
zu ihrem perspectivischen Durehschnitt haben. Demnach gestaltet 
sich die Construction entsprechender Strahlenpaare folgendermassen : 


Wir lassen einen verinderlichen Punkt p auf einer Geraden L 
laufen, betrachten die beiden Strahlen OP und Op als die Asym- 
ptoten (Doppelstrahlen) eines hyperbolischen Strahlsystems; dieses 
Strahlsystem hat mit dem gegebenen Strahlsystem (O) ein gemein- 
schaftliches Strahlenpaar x& (iiber die Ermittelung desselben siehe Stei - 
ner’s Vorlesungen IJ. Seite 61 und 163); ebenso ziehen wir Pp und 
betrachten PO und Pp als die Asymptoten eines hyperbolischen 
Strahlsystems, welches mit dem gegebenen Strahlsystem (P) ein ge- 
meinschaftliches Strahlenpaar ym besitzt; die beiden so ermittelten 
Strahlenpaare x& und yy sind allemal entsprechende und iindern sich 
mit der Veriinderung von p auf L; der gesammte Ort der 4 Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlenpaare ist nun die zu untersuchende 
Curve; diese 4 Schnittpunkte zerfallen aber in 2 zusammengehdrige 
Paare; wenn nimlich «& und yy entsprechende Strahlenpaare der 
beiden Strahlsysteme sind, so haben wir 2 Paare von Schnittpunkten: 


(x,y) und (&, 9) 

(v,) und (, y); 
jedes dieser Paare soll ein Paar conjugirter Punkte der Curve genannt 
werden; auf diese Weise erhalten wir unendlich viele Paare conjugir- 
ter Punkte auf der Curve und es ist ersichtlich, dass die Mittelpunkte 
OP der Strahlsysteme auch als ein Paar conjugirter Punkte auftreten; 
zu jedem beliebigen Punkte des Ortes A giebt es einen einzigen be- 
stimmten conjugirten Punkt B, der so gefunden wird, dass man OA 
und PA zieht und die anderen beiden Strahlen, welche mit diesen 
zusammen Strahlenpaare der gegebenen Strahlsysteme (O) und (P) 
bilden, ermittelt; ihr Schnittpunkt ist dann B. Kine charakteristische 
Kigenschaft zweier in solcher Art conjugirter Punkte der Curve 3!" 











an a tReaiee 


















MET teres 








Ueber Curven 3! Ordnung. 65 


Ordnung werden wir sogleich kennen lernen. Vorher erwihnen wir 
noch eine einfache Construction der durch 2 projectivische, in halb- 
perspectivischer Lage befindliche Strahlsysteme erzeugten Curve 3!" 
Ordnung, indem wir eine andere Reduction der Strahlsysteme auf 
Strahlbiischel vornehmen; legt man durch den Mittelpunkt eines Strahl- 
systems einen beliebigen Kegelschnitt, so durchbohren die Strahlen- 
paare des Strahlsystems bekanntlich den Kegelschnitt in Punkten- 
paaren, deren Verbindungslinien durch einen festen Punkt laufen, 
also ein einfaches Strahlbiischel bilden, welches zur projectivischen 
Beziehung des Strahlsystems verwendet werden kanu (Steiner’s Vor- 
lesungen I]. S. 155). Hiernach gestaltat sich die Construction der 
Curve 3' Ordnung folgendermassen: 

Man nehme 4 beliebige Punkte O Pop in der Ebene an, ziehe 
durch den Schnittpunkt (Oo, Pp) eine beliebige Gerade G und lege 
durch O und P irgend einen Kegelschnitt K (oder Kreis), dann ist 
die Maschine fertig, mit deren Hiilfe man allein mittels des Lineals 
in continuirlicher Weise Punkte einer Curve 3'** Ordnung durch Zeich- 
nung finden kann. Man lasse einen veriinderlichen Punkt 2 die Ge- 
rade (§ durchlaufen, ziehe ox und pz, welche Strahlen den Kegel- 
schnitt K in Punktenpaaren aa und D6 treffen, die Strahlenpaare Oa, 
Oa und Pb, PB schneiden sich in 4 Punkten einer Curve 3' Ord- 
nung, welche bei der Verainderung von x durch die Gesammtheit die- 
ser Schnittpunkte erzeugt wird. 

Diese im Kingange erwihnte Construction, deren Richtigkeit 
evident ist, empfiehlt sich durch ihre Einfachheit fiir die praktische 
Zeichnung einer Curve 3' Ordnung, von welcher man schnell genug 
so viele Punkte findet, dass man sich ein deutliches Bild ihres Ver- 
laufes zu machen im Stande ist. 

10. Haben wir irgend 2 entsprechende Strahlenpaare x& und yy 
der beiden erzeugenden Stahlsysteme (O) und (P), deren Schnittpunkte 
2 Paare conjugirter Punkte der Curve: 


(zy) und (&%) 
(wm) und (&y) 


bestimmen, so erhellt aus den harmonischen Kigenschaften des voll- 
stindigen Vierseits, dass der Diagonalpunkt 


(vy, §n), (wn, Eyl—p 
auf der oben (9.) mit ZL bezeichneten Geraden liegen muss, also: 
Der Schnittpunkt der Verbindungslinien zweier solcher Paare con- 
jugirter Punkte der Curve, welche von 2 entsprechenden Strahlenpaaren 
der erzeugenden Strahlsysteme (O) und (P) bestimmt werden, durchliuft 
eine feste Gerade L. 
Die Gerade L trifft insbesondere die Verbindungslinie OP in 
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einem Punkte R, welcher der Curve 3 Ordnung angehdren muss, 
also ihr 3‘ Schnittpunkt mit OP ist; denn nach der oben ausgefiihr- 
ten Construction bestimmt jeder Punkt p der Geraden L 2 ent- 
sprechende Strahlenpaare «— und yy der erzeugenden Strahlsysteme 
(O) und (P); gelangt nun p insbesondere in die Lage des Schnitt- 
punkts # von L mit OP, so degenerirt das im Allgemeinen aus den 
4 Strahlen 2&, yn gebildete vollstiindige Vierseit in ein Dreiseit, 
indem OR und PR zusammenfallen, die beiden iibrigen Theile dieser 
Strahlenpaare mégen sich in S schneiden, d. h. OR und OS, PR 
und PS sind 2 entsprechende Strahlenpaare der erzeugenden Strahl- 
systeme, die ja einen Strahl in OPR gemeinschaftlich haben; von 
diesen beiden entsprechenden Strahlenpaaren OP, OS und PO, PS 
sind die 4 Schnittpunkte 2 Paare conjugirter Punkte der Curve; das 
eine Schnittpunktspaar ist aber O und P selbst, das andere Schnitt- 
punktspaar ist S und der unbestimmt werdende Punkt auf den beiden 
zusammengefallenen Geraden OP; da aber nach dem vorigen Satze 
der Schnittpunkt der Verbindungslinien dieser beiden Paare auf der 
Geraden ZL liegen muss, also der Punkt R ist, in welchem OP die 
Gerade ZL trifft, so muss auch die Verbindungslinie von S mit seinem 
conjugirten Punkte durch R gehen; der conjugirte Punkt von S muss 
aber auf OP liegen, folglich ist es der Punkt R selbst. Wir haben 
also nachgewiesen, dass der Schnittpunkt (OP, L) = R ein Punkt 
der Curve ist und seinen conjugirten in S hat. MHieraus folgt zu- 
gleich, dass SO und SP die Tangenten der Curve in O und P sein 
miissen, weil das aus 2 entsprechenden Strahlenpaaren gebildete voll- 
stiindige Vierseit, dessen 3 Paar Gegenecken 3 Paare conjugirter 
Punkte der Curve sein miissen, in diesem Falle in ein Dreiseit dege- 
nerirt ist, also in O und P 2 von jenen 3 Paaren zusammengefallen 
sind. Die beiden Mittelpunkte der erzeugenden Strahlsysteme, welche 
selbst ein Paar conjugirter Punkte der Curve 3'" Ordnung sind, be- 
sitzen hiernach die Eigenschaft, dass ihre beiden Tangenten an der 
Curve sich in einem 3'" Punkte der Curve schneiden, oder, wie man 
sich kiirzer ausdriickt: Die beiden conjugirten Punkie O und P der 
Curve haben denselben Tangentialpunkt, eine Kigenschaft, welche, wie 
wir sogleich sehen werden, fiir simmtliche Paare conjugirter Punkte 
der Curve gilt. 


11. Sind AB irgend ein Paar conjugirter Punkte der Curve, 
d. h. OA, OB und PA, PB entsprechende Strahlenpaare der beiden 
erzeugenden Strahlsysteme (O) und (P), welche sich noch in einem 
2'n Paare conjugirter Punkte: 
(OA, PB)=A, (OB, PA)=8 


treffen miissen, dann liegt der Schnittpunkt 















Lo ble E: 

















Ueber Curven 3" Ordnung. 67 
(AB, UB) =p 
auf der Geraden LZ; wir kénnen aber diesen Schnittpunkt p noch 
kiirzer definiren als den 4' harmonischen Punkt auf der Verbin- 
dungslinie AD, welcher zu A, B und (AB, OP) dem letzteren har- 
monisch zugeordnet ist. 

Nehmen wir jetzt ein beliebiges zweites Paar conjugirter Punkte 
des Ortes A’D’, fiir welche dasselbe gilt, niimlich der 4'° harmonische 
Punkt p’ zu 

A’, B, (AB, OP), 
auf der Geraden LZ sich findet und ziehen wir die Verbindungslinien : 
(AA, BB) = A’, (AB, AB) = B’, 
so dass wir ein vollstindiges Vierseit mit den 3 Paar Gegenecken 
AB, AD, A’ RB’ erhalten; dann werden die sowohl von O als auch 
von P nach diesen 3 Punktepaaren hin gezogenen Strahlenpaare den 
gegebenen Strahlsystemen (O) und (P) angehéren; denn sie bilden 
Strahlsysteme, welche dem vollstiindigen Vierseit zugehéren (1.), und 
da 2 Strahlenpaare schon den erzeugenden Strahlsystemen (0) und 
(P) angehéren, so muss dies auch mit dem 3'" Paar der Fall sein; 
folglich gehéren OA”, OB” dem Strahlsystem (0), PA’, PB” dem 
Strahlsystem (P) an; aber noch mehr: es sind dies auch entsprechende 
Strahlenpaare der beiden projectivischen Strahisysteme; denn bezeich- 
nen wir die 4" harmonischen Punkte wie vorher durch p, p’, p”, so 
dass also 
A, B, (AB, OP), p 
4, B, (4B, OP), yf 
. A’, BY, (4B, OP), x» 


je 4 harmonische Punkte sind, so miissen p, p’, p” auf einer Geraden 
liegen nach folgendem bekannten Satze: 

Schneidet man ein vollstiindiges Vierseit mit den 3 Paaren von 
Gegenecken AB, A'B’, A” B" durch eine beliebige Transversale (OP) 
und construirt auf jeder der 3 Diagonalen den zum Schnittpunkte zu- 
geordneten 4° harmonischen Punkt p, p’, p”, wihrend je ein Ecken- 
paar das andere Paar zugeordneter Punkte ist, so liegen p, yp’, p” auf 
einer Geraden. (Es ist dies ein specieller Fall des allgemeinen Satzes, 
dass die Pole einer Geraden in Bezug auf alle Kegelschnitte einer 
Schaar auf einer 2'" Geraden liegen, welche die conjugirte zu jener 
in Bezug auf die Schaar heisst; siehe Steiner’s Vorlesungen II. 
Seite 333.) 

Da nun die Gerade pp’ der perspectivische Durchschnitt L der 
beiden einfachen projectivischen Strahlbiischel ist, auf welche die er- 
zeugenden Strahlsysteme (QO) und (2) reducirt wurden, und da auch 
p’ auf L liegt, so folgt durch die Umkehrung der eben benutzten 
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Schlussfolge, dass auch OA”, OB” und PA”, PB" entsprechende 
Strahlenpaare der beiden erzeugenden Strahlsysteme, also A”B” selbst 
ein 3's Paar conjugirter Punkte der Ortscurve sein miissen. Wir haben 
also folgenden fundamentalen Satz erhalten: 

Sind AB und A'B irgend 2 Paare conjugirter Punkte der Orts- 
curve 3'** Ordnung, so erhilt man allemal ein drittes von ihnen ab- 
hiingiges Paar conjugirter Punkte A” B’ durch die Schnittpunkte : 

(AA, BB) =A", (AB, BA’) = B’. 

12. Die 3 Punktepaare AB, A’B’, A’ B’ sind die 3 Paar Gegen- 
ecken eines vollstiindigen Vierseits, welches der Ortscurve einbeschrie- 
ben ist und aus 3 Paaren conjugirter Punkte derselben besteht. Solche 
vollstiindige Vierseite lassen sich in unzihliger Menge herstellen durch 
successives Vérbinden von immer 2 Paaren conjugirter Punkte, die 
wieder durch neue ersetzt werden. Andererseits erhalten wir aus dem- 
selben Satze eine einfache Construction des 3'" Schnittpunktes der 
Curve mit einer Geraden, welche irgend 2 Punkte AA’ derselben ver- 
bindet: Man bestimme nimlich zu A und A’ die conjugirten Punkte 
B und B, dann ist der Schnittpunkt (A A’, BB’) = A” der gesuchte 
3'° Schnittpunkt. Diese Construction wird nur in einem Falle illuso- 
risch, wenn niimlich die beiden Curvenpunkte, auf deren Verbindungs- 
linie der 3 Schnittpunkt gesucht wird, selbst ein Paar conjugirter 
Punkte AB sind; in diesem Falle werden wir uns so helfen: Sei C 
der gesuchte 3 Schnittpunkt der Verbindungslinie zweier conjugirter 
Punkte AB mit der Curve und D der conjugirte Punkt zu C; dann 
haben wir 2 Paare conjugirter Punkte AB und CD, folglich nach 
dem vorigen Satze ein 3‘ Paar, in welchem die 4 Verbindungslinien 
AC, BC, AD, BD die Curve schneiden miissen; dieses 3" Paar ist 
aber offenbar nichts anderes, als A und B selbst, folglich miissen AD 
und BD Tangenten an der Curve in A und B sein, weil ihre 3' 
Schnittpunkte mit A und B zusammenfallen. Hieraus folgt einerseits 
die Construction des gesuchten 3'" Schnittpunktes C: Man ziehe in 
den beiden conjugirten Punkten A und B die Tangenten der Curve, 
welche sich in einem 3" Punkte derselben D treffen miissen und be- 
stimme zu D den conjugirten Punkt C, welches der gesuchte ist; 
andererseits folgt eine wichtige Eigenschaft irgend zweier conjugirter 
Punkte des Ortes: 

Die Tangenten in jedem Paare von conjugirten Punkten der Curve 
schneiden sich in einem Punkte, welcher selbst auf ihr liegt; oder 2 
conjugirte Punkte der Curve haben allemal denselben Tangentialpunkt. 
Diese Kigenschaft, welche vorhin nur fiir die beiden Mittelpunkte der 
erzeugenden Strahlsysteme erkannt war, gilt also jetzt allgemein fiir 
jedes Paar conjugirter Punkte. 
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13. Aus dem allgemeinen Satze in 11. folgt ferner, -dass, wenn 
wir irgend einen Punkt Q der Curve mit einem Paare conjugirter 
Punkte AB verbinden, diese Strahlen der Curve zum 3'" Male in 
einem neuen Paare conjugirter Punkte 4% begegnen miissen, niimlich 
QA in A und QB in B, und dass zugleich der Schnittpunkt 

(AS, BY) = 
auf der Curve liegt und der conjugirte Punkt zu Q ist. Fiigen wir 
ein beliebiges 2's Paar conjugirter Punkte A’B’ hinzu und machen 
dieselbe Construction, so schneiden QA’ in Y, QB in B und der 
Schnittpunkt 

(A’¥, BY) =I 
muss der friihere Punkt TT sein, weil es zu Q nur einen conjugirten 
Punkt TT auf der Curve giebt. Wir haben jetzt durch Q 2 Strahlen- 
paare, auf welchen 4 Paare conjugirter Punkte liegen: 

AB; AB; AB; WY. 

Diese Paare lassen sich in gewisser Weise zu zweien verbinden und 
dadurch nach dem allgemeinen Satze neue Paare conjugirter Punkte 
gewinnen, namlich: 

AB wid AP 

UB und WY 

AB und YY 

“AB und AB; 
wir erhalten mithin vermittelst des vorigen Satzes zunichst 4 neue 
Paare conjugirter Punkte, welche mit Q verbunden 4 neue Strahlen- 
paare liefern; diese gehdren offenbar ein und demselben Strahlsystem 
an, wélches schon bestimmt ist durch die beiden ersten Strahlenpaare ; 
andererseits haben wir auch durch TT in ganz gleicher Weise 2 Strahlen- 
paare, welche ein Strahlsystem bestimmen, und diesem miissen eben- 
falls die 4 Strahlenpaare angehéren, welche nach den 4 neuen Paaren 
conjugirter Punkte hingehen. Diese Construction kann man nun fort- 
setzen, indem man die neu gewonnenen Paare conjugirter Punkte 
zweckmiissig zu je zweien mit einander verbindet oder mit den friiheren 
und daraus nach dem obigen Satze wieder neue Paare ableitet, bis ins 
Unendliche fort. Dadurch erhiilt man in (2) und (TT) als Mittelpunk- 
ten 2 Strahlsysteme, welche zunichst nur gewisse discret gelegene 
Strahlenpaare aufweisen, aber in unbegrenzter Anzahl. Fasst man 
die Strahlenpaare dieser beiden Strahlsysteme als entsprechend auf in 
der Weise, dass je 2 von Q und TT nach demselben Paare conjugirter 
Punkte hingehende Strahlenpaare sich entsprechen sollen, so ist leicht 
zu erkennen, dass diese beiden Strahlsysteme (Q) und (TT) in projec- 
tivischer Beziehung stehen; sie lassen sich niimlich in der friiher an- 
gegebenen Weise auf 2 Strahlbiischel reduciren, welche perspectivisch 
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liegen; bestimmt man zu AB und dem Schnittpunkte von AB mit 
QTT den 4' harmonischen, dem letzteren zugeordueten Punkt 2, 
ebenso zu A’B’ und dem Schunittpunkt (A’B’, QTT) den zugeordneten 
4'e harmonischen Punkt 2’, so bestimmen az’ eine Gerade A, welche 
der perspectivische Durchschnitt jener beiden projectivischen Strahl- 
biischel ist; es sind nimlich Qa und TIz die respectiven 4'" harmo- 
nischen Strahlen mit je 2 entsprechenden Strahlenpaaren der Strahl- 
systeme (Q) und (TT) und der Verbindungslinie QTT; wenn wir nun 
fiir jedes aus zweien neu abgeleitete 3’ Strahlenpaar dieselbe Con- 
struction ausfiihren, so muss der Schnittpunkt zweier solcher 4" har- 
monischer Strahlen 2” immer auf derselben Geraden bleiben, welche 
schon durch w und a’ bestimmt wird, wie dies aus dem in 11. ange- 
fiihrten Satze iiber das vollstiindige Vierseit folgt. Da hiernach die 
reducirenden Strahlbiischel perspectivisch liegen, so miissen die Strahl- 
systeme (Q) und (TT) projectivisch sein und sich in halb perspectivischer 
Lage befinden; sie erzeugen mithin nach 9. eine Curve 3‘ Ordnung, 
welche mit unserer urspriinglichen Curve unziihlig viele Punktenpaare 
gemein hat, folglich identisch mit ihr zusammenfillt. 

Hiernach haben wir folgendes bemerkenswerthe Resultat ge- 
wonnen : 

Die durch 2 projectivische, in halb-perspectivischer Lage befindliche 
Strahlsysteme erzeugte Curve 3’ Ordnung besitet die Eigenschaft, dass 
irgend 2 conjugirte Punkte derselben als Mittelpunkte zweier anderer 
erzeugender Strahlsysteme angenommen werden kinnen, deren ent- 
sprechende Strahlenpaare allemal nach 2 conjugirten Punkten der Curve 
hingehen; solche 2 Strahlsysteme befinden sich immer in projectivischer 
Beziehung und halb-perspectivischer Lage, so dass in die Verbindungs- 
linie der Mittelpwnkte allemal Theile entsprechender Strahlenpaare hinein- 
fallen, deren zugehorige andere Theile (Strahlen) sich in dem gemein- 
schaftlichen Tangentialpunkte der Mittelpunkte auf der Curve selbst 
schneiden und die Curve in den Mittelpunkten beriihren. 

Hieraus springt die Analogie in die Augen, welche diese Erzeu- 
gung der Curve 3' Ordnung mit der Erzeugung des Kegelschnittes 
durch 2 projectivische Strahlbiischel darbietet, aber auch der Unter- 
schied, welcher darin besteht, dass die Mittelpunkte der erzeugenden 
Strahlsysteme nicht ganz willkiirlich auf der Curve angenommen werden 
diirfen. 

Wir bemerken noch den aus der vorigen Untersuchung fliessenden 
Satz: 

Zu jedem Punkte der Curve 3" Ordnung Q gehirt cin bestimmtes 
Strahlsystem, welches gebildet wird von den Strahlenpaaren, die aus Q 
nach stimmtlichen Paaren conjugirter Punkte der Curve hinlaufen; 
jedes Strahlenpaar des dem Punkte Q zugehirigen Strahlsystems  trifft 
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die Curve ausser in dem einen Paare conjugirter Punkte AB noch in 
einem 2 Paare conjugirter Punkte XB und der Schnittpunkt threr 
Verbindungslinien (AB, {¥) = 


bewegt sich auf einer geraden Linie A, wihrend der Schnittpunkt 
(ABS, UB) =T 

allemal derselbe feste Punkt der Curve bleibt, welcher der conjugirte 

Punkt zu Q ist. Wir kénnen noch hinzufiigen, indem wir jetzt das 

Ergebniss, welches in 10. nur fiir die beiden anfianglich als erzeu- 

gende gewiihlten Strahlsysteme galt, allgemein aussprechen: 

Die Gerade K trifft die Verbindungslinie QTT in dem 3" Schnitt- 
punkte mit der Curve, dessen conjugirter der gemeinschaftliche Tan- 
gentialpunkt der Mittelpunkte der erzeugenden Strahlsysteme ist. 

14. Sind AB, A’'B, A’ B’ die 3 Paare Gegenecken eines voll- 
stiindigen Vierseits, welches der Curve einbeschrieben und aus 3 Paa- 
ren conjugirter Punkte besteht, so wird nach 11. das irgend einem 
Punkte O der Curve zugehérige Strahlsystem nicht nur die 3-Strahlen- 
paare OA, OB; OA’, OB; OA", OB" enthalten, sondern auch jedes 
Tangentenpaar aus O an irgend einen Kegelschnitt, welcher jenem 
vollstiindigen Vierseit einbeschrieben werden kann, muss ein Strahlen- 
paar des dem Punkte O zugehérigen Strahlsystems sein und umge- 
kehrt: Jedes Strahlenpaar des dem Punkte O zugehdrigen Strahl- 
systems muss ein Tangentenpaar eines gewissen Kegelschnittes der 
Schaar sein, welche dem Vierseit AB, A’B’, A’ Bb’ einbeschrieben ist. 
Fassen wir nun ein 2's Vierseit derselben Art auf A,B,, A, By, 
A,’B,", welches durch 2 willkiirlich auf der Curve gewihlte Punkte 
A, A,-schon vollstiindig bestimmt wird, so gilt auch fiir dieses die- 
selbe Kigenschatt. 

Ein Kegelschnitt, welcher die Seiten des ersten Vierseits beriihrt 
und zugleich eine Seite des 2" A,A,’A,” zur Tangente hat, so dass 
er durch diese 5 Tangenten gerade bestimmt wird, muss auch die 
iibrigen 3 Seiten des 2" Vierseits beriihren; denn das Tangentenpaar 
an ihn aus irgend einem Punkte O der Curve ist ein Strahlenpaar des 
dem Punkte O zugehérigen Strahlsystems, folglich auch ein Tangenten- 
paar eines gewissen, dem 2‘ Vierseit einbeschriebenen Kegelschnittes 
und dasselbe gilt fiir irgend einen 2" Punkt O° der Curve; durch die 
beiden Tangentenpaare aus O und O' und eine Seite A,A,'A,” des 
Vierseits ist aber dieser Kegelschnitt der dem 2‘ Vierseit einbeschrie- 
benen Schaar vollstindig bestimmt und fallt mit dem vorigen zusam- 
men; wir erhalten daher folgenden Satz: 

Hat man irgend 2 vollstindige Vierseite der Curve 3' Ordnung 
einbeschrieben, deren Paare von Gegenecken conjugirte Punkte der Curve 
sind, so beriihren die 8 Seiten derselben einen und denselben Kegelschnitt. 
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Hieraus ergiebt sich zwischen den unendlich vielen Kegelschnitt- 
schaaren, welche jenen Vierseiten AB, AB’, A’B’; A,B, ... ein- 
beschrieben werden kénnen, ein eigenthiimlicher Zusammenhang der 
Art, dass je 2 dieser Schaaren allemal einen gemeinschaftlichen Kegel- 
schnitt haben und hieraus geht hervor, dass die Kegelschnitte simmt- 
licher Schaaren ein Gebilde constituiren, welches polar gegeniibersteht 
dem Kegelschnittnetze (Steiner’s Vorlesungen II. § 62.) und ein 
Kegelschnittgewebe genaunt werden soll; in der That, nehmen wir 2 
beliebige Kegelschnitte des Gewebes heraus, & und gs’, welche eine 
Schaar [&, &'] bestimmen und ausserdem irgend einen der Schaar nicht 
angehdrigen Kegelschnitt @, des Gewebes; sei ferner &, ein ganz 
willkiirlicher Kegelschnitt des Gewebes, dann werden auch §, und 
R, eine Schaar bestimmen, welche dem Gewebe angehért und die 
beiden Schaaren [RK] und [&,R.] miissen nach dem vorigen Satze 
einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt K haben; folglich wird auch 
umgekehrt, wenn wir §, festhalten und den veriinderlichen Kegel- 
schnitt K die ganze Schaar [®, &’] durchlaufen lassen, in der durch 
K und &, bestimmten verinderlichen Kegelschnittschaar jeder Kegel- 
schnitt §, des Gewebes enthalten sein. Diese Erzeugung des Kegel- 
schnittgewebes ist aber genau die polar gegeniiberstehende der Er- 
zeugung des Kegelschnittnetzes (1. c. Seite 546). Ferner folgt nun 
aus der Theorie der Tripelcurve, dass die von simmtlichen gemein- 
schaftlichen Tripelstrahlen je zweier Kegelschnitte des Gewebes um- 
hiillte Curve (das polare Nebengebilde der Tripelcurve eines Netzes) 
eine Curve 3'* Classe &® ist, welche wir Tripelstrahlencurve nennen 
wollen. 

Die gemeinschaftlichen Tripelstrahlen aller jener Kegelschnitt- 
schaaren des Gewebes sind aber identisch mit den Diagoualen aller 
jener vollstiindigen Vierseite AB, AB, A’ B’, d. h. die Verbindungs- 
linien von Paaren conjugirter Punkte der urspriinglichen Curve OC; 
wir haben also das Ergebniss: 

Die Verbindungslinien aller Paare conjugirter Punkte unserer Curve 
C® umhiillen eine Curve 3'' \Classe 8°), welche als Tripelstrahlencurve 
eines Kegelschnittgewebes auftritt, das von den Kegelschnitten gebildet 
wird, ‘ie allen obigen Vierseiten AB, A’B’, A’ B’ einbeschrieben werden 
konnen. 

15. Nimmt man eine dem Gewebe angehérige Kegelschnittschaar 
heraus und legt aus einem beliebigen Punkte O der Curve die Tan- 
gentenpaare an die Kegelschnitte der Schaar, so bilden dieselben das 
dem Punkte O zugehérige Strahlsystem; nehmen wir den conjugirten 
Punkt P zu O und legen ebenfalls aus P die Tangentenpaare an 
dieselbe Kegelschnittschaar des Gewebes, so erhalten wir das dem 
Punkte P zugehdrige Strahlsystem in Bezug auf die Curve; es ist 
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nun leicht zu erkennen, dass diese beiden Strahlsysteme in projec- 
tivischer Beziehung und halb-perspectivischer Lage sich befinden, so- 
bald man je 2 Tangentenpaare aus VU und P an denselben Kegel- 
schnitt der Schaar sich entsprechen lisst. Dies geht niimlich unmittelbar 
daraus hervor, dass die Pole p einer Geraden (OP) in Bezug auf 
simmtliche Kegelschnitte einer Schaar sich auf einer neuen (conjugir- 
ten) Geraden (ZL) befinden; sei « der Pol von OP in Bezug auf einen 
Kegelschnitt der Schaar, so wird das Tangentenpaar aus O an den 
Kegelschnitt harmonisch getrennt durch die Strahlen OP und Oz, 
ebenso das Tangentenpaar aus P an denselben Kegelschnitt harmo- 
nisch getrennt durch PO und Pz; da nun x die Gerade LZ durch- 
liuft, so beschreiben Ox und Pz 2 projectivische Strahlbiischel in 
perspectivischer Lage, folglich die Tangentenpaare aus O und P an 
die Kegelschnitte der Schaar 2 projectivische Strahlsysteme in halb- 
perspectivischer Lage, die erzeugenden beiden Strahlsysteme (O) und 
(P) fiir die Curve 3' Ordnung. Wir kénnen hiernach folgende neue 
Erzeugungsart der Curve 3'' Ordnung aussprechen: 

Legt man aus 2 beliebigen Punkten O und P der Ebene die Tan- 
gentenpaare an stimmtliche Kegelschnitte einer Schaar, so erzeugen die 
4 Schnittpunkte je zweier an denselben Kegelschnitt gelegten Tangenten- 
paare eine Curve 3'" Ordnung, fiir welche sowohl die beiden Mittel- 
punkte O, P, als auch jedes Schnittpunktspaar entsprechender Tangenten- 
paare conjugirte Punkte sind. Oder auch so: 

Hat man irgend zweien Vierseiten AB, A'B’, A” B’ und A, B,, 
A,’ B,’, A,’ B,”, deren Gegenecken Paare conjugirter Punkte einer Curve 
3'" Ordnung sind, 2 beliebige Kegelschnitte einbeschrieben, so bilden die 
4 gemtinschaftlichen Tangenten derselben ein neues Vierseit, dessen 3 
Paar Gegenecken ebenfalls conjugirte Punkte der Curve sind. 

Dies lisst sich noch allgemeiner so ausdriicken, dass man sagt: 
Die gemeiuschaftlichen Tangenten je zweier Kegelschuitte eines Ge- 
webes bilden vollstiindige Vierseite, deren Paare von Gegenecken immer 
conjugirte Punkte ein und derselben Curve 3'* Ordnung sind. Nach 
dem Obigen lisst sich auch der Satz aussprechen: 

Der Ort eines Punktes, fiir welchen die 3 Tangentenpaare an 3 
beliebig gegebene Kegelschnitte, die nicht derselben Schaar angehoren, 
in Involution stehen (oder demselben Strahlsysteme angehdren), ist eine 
Curve 3' Ordnung C®, deren zugehirige Cayley’sche 8 die Tripel- 
strahlencurve desjenigen Kegelschnittgewebes ist, welches die 3 gegebenen 
Kegelschnitte bestimmen. 

16. Verbindet man irgend ein Paar conjugirter Punkte OP der 
Curve C®) zu einer Tangente der Curve @®), so ist nach dem Vorigen 
die Gerade LZ, welche als perspectivischer Durchschnitt derjenigen 
beiden Strahlbiischel auftritt, auf welche die erzeugenden Strahlsysteme 
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(O) und (P) reducirt werden, gleichzeitig die conjugirte Gerade zu 
OP in Bezug auf jeden Kegelschnitt des Gewebes; wir wollen 2 solche 
Gerade wie OP und L 2 conjugirte Strahlen des Gewebes oder 2 con- 
jugirte Tangenten der Curve 8® nennen, denn es ist klar, dass auch 
die Gerade L eine Tangente von §® sein oder 2 conjugirte Punkte 
von C®) verbinden muss; ist niimlich A der Schuittpunkt von OP 
mit LZ, so liegt dieser (13.) auf der Curve C® und das ihm zuge- 
hérige Strahlsystem hat den Strahl RO P zu einer Asymptote (Doppel- 
strahl); die andere Asymptote muss mithin der 4'° harmonische Strahl 
zu diesem sein mit irgend einem anderen Strahlenpaar zusammen und 
da die Diagonalen eines beliebigen Vierseits, dessen eines Paar Gegen- 
ecken OP ist und dessen Seiten von 2 entsprechenden Strahlenpaaren 
der erzeugenden Strahlsysteme (O) und (P) gebildet werden (nach 13.) 
sich auf ZL schneiden, so folgt aus den harmonischen Kigenschaften 
des Vierseits, dass ZL die andere Asymptote des dem Punkte R zuge- 
hérigen Strahlsystems ist. Wir kénnen dies Ergebniss so ausdriicken : 

Zu jedem Punkte der Curve 3' Ordnung C® gehirt ein bestimm- 
tes Strahlsystem, dessen Strahlenpaare nach stimmtlichen Paaren con- 
jugirter Punkte der Curve hingehen; die Gesammtheit der Asymptoten 
(Doppelstrahlen) dieser Strahlsysteme wmhiillt eine Curve 3'* Classe R® 
und die beiden Asymptoten eines solchen Strahlsystems sind allemal con- 
jugirte Tangenten der Curve 8, d. h. conjugirte Strahlen in Bezug 
auf alle Kegelschnitte des Gewebes, als dessen Tripelstrahlencurve 
auftritt. 

Die Curve § kann daher auch als der Ort einer solchen Ge- 
raden aufgefasst werden, deren Pole in Bezug auf irgend 3 nicht der- 
selben Schaar angehdrige Kegelschnitte (durch welche das Gewebe 
vollstiindig bestimmt wird) wieder auf einer Geraden liegen und solche 
2 Gerade sind conjugirte Strahlen in Bezug auf alle Kegelschnitte 
des Gewebes. 

17. Denken wir uns irgend eine Tangente der Curve &®), d. h. 
die Verbindungslinie zweier conjugirter Punkte OP der Curve C®) 
und verbinden wir irgend einen Punkt X der Curve C® mit O und P, 
so werden XO und XP 2 conjugirte Strahlen des Strahlsystems sein, 
welches dem Punkte X in Bezug auf die Curve C® zugehért. Die 
Asymptoten dieses Strahlsystems werden aber harmonisch getrennt 
durch das Strahlenpaar XO, XP; also auch umgekehrt: Die Punkte 
O und P werden harmonisch getrennt durch das Asymptotenpaar des 
dem willkiirlichen Punkte X der Curve C®) zugehérigen Strahlsystems, 
oder, was dasselbe ist, durch ein Paar conjugirter Strahlen des Ge- 
webes. Wir haben daher folgenden Satz: 

Auf jeder Tangente der Curve 8 bestimmen die stimmtlichen 
Paare conjugirter Strahlen des Gewebcs Punktenpaare, ‘welche ein 
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Punktsystem bilden; die Asymptotenpunkte (Doppelpunkte) dieses Punkt- 
systems sind ein Paar conjugirter Punkte der Curve C®. 

Fassel wir nun 2 conjugirte Strahlen des Gewebes oder 2 con- 
jugirte Tangenten der Curve @®) ins Auge, jede mit dem auf ihr be- 
tindlichen, Punktsysteme, deren Asymptotenpunkte OP und O'P’ seien; 
der Schnittpunkt beider heisse R; er liegt auf der Curve C® und hat 
die beiden Strahlen zu Asymptoten des ihm zugehdérigen Strahlsystems ; 
der conjugirte Punkt zu A auf der Curve C® sei S und es werden R 
und S durch jedes Paar conjugirter Strahlen harmonisch getrennt. 
Wir kénnen nun die beiden auf den Trigern OP =—/ und O'P’=I 
befindlichen Punktsysteme in der Weise zu einander in Beziehung 
setzen, dass wir als entsprechende Punktenpaare derselben allemal 
solche auffassen, welche durch ein und dasselbe beliebige Asymptoten- 
paar auf ibnen ausgeschnitten werden; dann zeigt es sich, dass die 
beiden so auf einander bezogenen Punktsysteme der Triger 7 und I 
in projectivischer Beziehung stehen und in dem Schnittpunkte ihrer 
Trager Punkte zweier entsprechender Punktenpaare vereinigt haben. 
lu der That, sind m und m’ irgend ein Paar coujugirter Tangenten 
der R®, welche sich in 0 und die beiden Triiger 7 und [ in ent- 
sprechenden Paaren conjugirter Punkte der auf ihnen befindlichen 
Punktsysteme treffen, so miissen m und m’ durch R und S harmonisch 
getrennt werden, d. h. S liegt auf dem 4" harmonischen Strahl zu 
mm und oR, d. h. wenn wir von dem Schnittpunkt R der beiden 
Triger den 4%" harmonischen Punkt nehmen in Bezug auf je 2 ent- 
sprechende Punktenpaare der beiden Punktsysteme, so liuft die Ver- 
bindungslinie dieser 4'" harmonischen Punkte durch einen festen 
Punkt 8S. Verindern wir also das Paar mm’, so durchlaufen jene 
4'e> harmonischen Punkte einfache Punktreihen, auf welche die Punkt- 
systeme reducirt werden, und da diese einfachen Punktreihen perspec- 
tivisch liegen, indem ihr Projectionspunkt S ist, so miissen die beiden 
Punktsysteme selbst projectivisch sein und in halb-perspectivischer 
Lage sich befinden. 

Wir haben nunmelhr einen Kreis der Betrachtung geschlossen, 
indem wir wieder zuriickgekommen sind zu derjenigen Erzeugungsart 
der Curve 3'* Classe, welche polar gegeniibersteht der Erzeugungsart — 
der Curve 3' Ordnung, von welcher wir ausgingen, so dass wir einmal 
fiir die Curve R® ohne Weiteres die polaren Eigenschaften von allen 
denjenigen als giiltig aussprechen diirfen, welche wir bisher fiir die 
Curve C®) bewiesen haben, anderseits aber auch die Curve C® als 
identisch mit der Tripeleurve eines Kegelschnittnetzes nachgewiesen 
haben und den Zusammenhang der beiden Curven C® und §® als 
den der Hesse’schen und Cayley’schen erkennen. Wir kénnen also 
folgende Siitze aussprechen: 
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Hat man 2 projectivische Punktsysteme, bei welchen in dem Schnitt- 
punkte ihrer Tréger Punkte zweier entsprechender Paare vereinigt sind, 
so erzeugen dieselben eine Curve 3'* Classe 8, indem die Verbindungs- 
linien je zweier entsprechender Punktenpaare x& und yn, also die Ge- 
raden xy, &y und xn, &y allemal 2 Paare conjugirter Tangenten die- 
ser Curve R® sind. Ferner: 

Hat man irgend 2 Paare conjugirter Tangenten dieser Curve 8®, 
so bestimmen dieselben als 2 Paare Gegenseiten eines vollstindigen 
Vierecks aufgefasst ein 3's Paar Gegenseiten, welche ebenfalls ein Paar 
conjugirter Tangenten der Curve 8® sind. 

Zwei conjugirte Tangenten der Curve 8 haben allemal die Eigen- 
schaft, dass die Verbindungslinie ihrer Beriihrungspunkte selbst eine 
Tangente von ®) ist u. s. w. 

18. Die Tangente in irgend einem Punkte O der Curve C®) ist 
bekanntlich derjenige Strahl, welcher in dem zugehdérigen Strahl- 
systeme (QO) der 2’ Theil des Strahlenpaares ist, von dem OP ein 
Theil (wenn P den conjugirten Punkt zu O auf der Curve C® be- 
deutet); die Tangente in O und OP werden daher harmonisch getrennt 
durch die beiden Asymptoten des Strahlsystems (O); wir kénnen also 
auch die Tangente in O so construiren, dass wir die beiden Asym- 
ptoten des Strahlsystems (O) herstellen, den conjugirten Punkt P mit 
O verbinden und den 4'" harmonischen Strahl, der dem letzteren zu- 
geordnet ist, aufsuchen; dieser ist die gesuchte Tangente. In analoger 
Weise wird fiir die Curve @® der Beriihrungspunkt auf jeder Tan- 
gente gefunden; ist niimlich diese Tangente die Verbindungslinie der 
conjugirten Punkte OP und schneidet sie die Curve C“) zum 3'" Male 
in R, so ist der zugeordnete 4 harmonische Punkt 7 zu R und OP 
der gesuchte Beriihrungspunkt. 

Dies vorausgeschickt, kénnen wir nun, da jedem Punkte der Curve 
C® ein bestimmtes Strahlsystem zugehért, nach solchen Punkten ¢ 
derselben fragen, fiir welche das zugehérige Straklsystem insbesondere 
ein parabolisches wird, d. h. ein Strahlsystem, dessen beide Asymptoten 
zusammenfallen; sei ¢ ein solcher Punkt und die beiden Asymptoten 
des zugehérigen Strahlsystems in die eine Gerade tv w zusammen- 
gefallen, wo v und w conjugirte Punkte der Curve sein miissen; sei 
ferner wu der conjugirte Punkt von ¢, also wv und uw die Tangenten 
in v und w, dann wird die Tangente in ¢ die zugeordnete 4'° harmo- 
nische sein miissen zu tu und den beiden Asymptoten; da diese beiden 
aber zusammenfallen, so muss auch die 4'° harmonische hineinfallen, 
d. h. ¢vw muss Tangente in ¢ sein; folglich muss v mit ¢ zusammen- 
fallen und daher w mit w; anderseits ist aber auch tv w eine Tan- 
gente von § und ihr Beriihrungspunkt der 4'° harmonische Punkt 
zu ¢ zugeordnet; da nun ¢ und v zusammenfallen, so muss dieser 4'° 
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harmonische Punkt auch hineinfallen; es ist also der Punkt ¢ gleich- 
zeitig ein Punkt der beiden Curven C® und &® und die Tangente 
in ¢t gleichzeitig eine Tangente fiir beide Curven; da nun &® eine 
Curve 3' Classe, also allgemein 6'° Grades ist, mithin 18 Schnitt- 
punkte mit C® haben muss, welche paarweise in den Punkten ¢ zu- 
sammenfallen, so haben wir dies Ergebniss: 

Das einem jeden Punkte der Curve C® zugehirige Strahlsystem 
kann insbesondere 9mal ein parabolisches werden und zwar geschieht 
dies in denjenigen 9 Punkten t, in welchen die Curven C® und R® 
sich schneiden und gleichzeitig beriihren. 

Ferner folgt, da ww schon von selbst cine ieseiiet der Curve 
C® in w ist und fiir den besonderen Punkt ¢, dessen Strahlsystem 
ein parabolisches wird, nicht allein ¢ mit v, sondern auch w mit w 
zusammenfillt, dass die Tangente in w 3 zusammenfallende Punkte 
mit der Curve C®) gemein haben muss, also eine Wendetangente und 
w ein Wendepunkt der Curve C® ist; wir haben daher das Resultat: 

Die Tangenten in den besonderen 9 Punkten t schneiden die Curve 
C® in neun 3" Schnittpunkten w, welches die Wendepunkte der 
Curve sind. 

Anderseits folgt fiir die Curve 3' Classe @, welche in jedem 
Punkte ¢ 2 zusammenfallende Tangenten besitzt und daher noch eine 
dritte durch diesen Punkt gehende Tangente haben muss, das polar 
gegeniiberstehende Ergebniss von selbst: 

Aus jedem der besonderen 9 Punkte t liisst sich noch eine 3 Tan- 
gente an die Curve &®) legen; diese 9 Tangenten sind die Riickkehr- 
tangenten der Curve &.*) 

Kime zweite der vorigen nahestehende Frage findet ihre Beant- 
wortung in dem ersten Theile A. unserer Betrachtungen; wir kénnen 
niimlich fragen: 

Giebt es Punkte auf der Curve C®), fiir welche das zugehérige 
Strahlsystem ein hyperbolich-gleichseitiges wird? 

Denken wir uns ein beliebiges vollstindiges Vierseit AB, A’B, 
A’ B” der Curve C® einbeschrieben, dessen 3 Paar Gegenecken Paare 
conjugirter Punkte der Curve sind, so erhalten wir das irgend einem 
Punkte X derselben zugehérige Strahlsystem, indem wir X mit AB, 
A’ B, A’ Bb’ durch Strahlenpaare verbinden. Nun ist (mach A.) der 
Ort eines Punktes Y, fiir welchen die Strahlenpaare YA, YB; YA’, 
YB; YA’, YB" ein hyperbolisch-gleichseitiges Strahlsystem con- 


*) Hierdurch berichtigt sich ein in Steiner’s Vorlesungen II. S, 553 von 
mir begangener Irrthum, den zu verbessern ich die Gelegenheit ergreife. Der 
dort begangene Fehler beruht auf einer falschen Auffassung des Ueberganges zur 
Grenzlage, wie leicht zu erkennen ist. 
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stituiren, eine gewisse Curve 3' Ordnung (Brennpunktscurve), welche 
mit unserer C) ausser den 6 Ecken des vollstindigen Vierseits im 
Allgemeinen nur noch 3 Punkte gemein haben kann, welche bekannt- 
lich so liegen miissen, dass sie mit je 3 nicht auf einer Seite des voll- 
stiindigen Vierseits befindlichen Ecken desselben auf je einem Kegel- 
schnitt gelegen sind. Wir schliessen also : 

Es giebt im Allgemeinen auf einer Curve C® 3 Punkte von der 
Art, dass die ihnen zugehirigen Strahlsysteme hyperbolisch -gleichseitig 
werden. 

Die analogen besonderen Fille fiir die Curve ®, welche aus der 
polaren Nebenbetrachtung sich ergeben, brauchen nur angedeutet zu 
werden : 

Es giebt 9 besondere Tangenten T der Curve 8, fiir welche das 
auf ihnen befindliche, der Curve zugehirige Punktsystem ein parabolisches 
wird; dies sind die Tangenten in den obigen Punkten t, in welchen die 
beiden Curven 8® und C®) sich beriihren. 

Soll ein Punktsystem ein hyperbolisch-gleichseitiges werden, so 
muss ein Asymptotenpunkt im Unendlichen liegen; da nun die Curve 
C® im Allgemeinen 3 unendlich entfernte Punkte hat, deren con- 
jugirte 3 bestimmte Punkte sind, so folgt: 


Es giebt 3 besondere Tangenten der Curve 8, fiir welche das auf 


ihnen befindliche der Curve zugehdrige Punktsystem ein hyperbolisch- 
gleichseitiges wird; diese sind den 3 Asymptoten der Curve C® parallel 
und gehen durch die den unendlich entfernten Punkten der letzteren 
conjugirten Punkte. 

19. Wir kénnen nun auch fiir die durch 2 projectivische Strahl- 
systeme in halb perspectivischer Lage erzeugte Curve 3' Ordnung 
das Kegelschnittnetz herstellen, dessen Tripelcurve sie ist, indem wir 
die polare Construction von derjenigen ausfiihren, durch welche wir 
aus dem Kegelschnittgewebe zur Curve 8 gelangten. 

Verbinden wir irgend 2 conjugirte Punkte OP der Curve C® zu 
einem Strahle 1 = OP, so giebt es einen bestimmten zu / conjugirten 
Strahl /’, den man entweder dadurch finden kann, dass man den 3'" 
Schnittpunkt R von OP mit C® aufsucht und von dem Strahlsystem 
(R), welches diesem Punkte zugehért und dessen eine Asymptote 1 
ist, die andere Asymptote I’ ermittelt, oder auch dadurch, dass man 
O und P als die Mittelpunkte zweier die C® erzeugenden Strahl- 
systeme auffasst und fiir jedes Paar von entsprechenden Strahlen- 
paaren, welche sich in 2 Paaren conjugirter Punkte AB, XB schnei- 
den, die Verbindungslinien AB und AY zieht und ihren Schnittpunkt 
(AB, UB) = p verfolgt, welcher die gerade Linie U durchliiuft. 
Nimmt man von den unziihlig vielen in solcher Weise ermittelten 
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conjugirten Strahlenpaaren irgend 2 heraus, / und IU’, m und m’, und 
bestimmt die 4 Schnittpunkte: 


(1, m), (l, m’), (U, m), (U, m), 
so gehért das Kegelschnittbiischel, welches allemal durch 4 solche 
Punkte als Grundpunkte gelegt werden kann, ein und demselben 
Kegelschnittnetze an, dessen Tripeleurve die urspriingliche C®) ist. 

Von einem solchen vollstindigen Viereck, welches aus 2 beliebigen 
Paaren conjugirter Strahlen als 2 Paaren von Gegenseiten 11, mm’ 
bestimmt wird, liegen nicht nur die beiden Diagonalpunkte: 

(1, UV) und (m, m), 
sondern auch der 3’ Diagonalpunkt: 

[(lm, Um’), (lm, mI@)| 
auf der Curve C®; denn diese 2 Paare conjugirter Strahlen bestim- 
men nach 17. ein 3'** Paar conjugirter Strahlen: 

(lm, Um’) und (lm’, mI’), 

deren Schnittpunkt also auch auf der Curve 3' Ordnung liegen muss. 
Die 3 Diagonalpunkte eines solchen vollstiindigen Vierecks sind aber 
ein gemeinschaftliches Tripel fiir das Kegelschnittbiischel des Netzes 
und die Curve C® ist daher auch der Ort aller gemeinschaftlichen 
Tripelpunkte fiir je 2 Kegelschnitte des Netzes. 

Bemerken wir endlich noch, dass irgend ein Paar conjugirter 
Punkte op der Curve C® sowohl durch das Asymptotenpaar 11, als 
auch durch das Asymptotenpaar mm’ harmonisch getrennt werden 
muss, so folgt, dass op ein Paar conjugirter Punkte sein muss in 
Bezug auf alle Kegelschnitte des vorigen Biischels, d. h. die Polaren 
von o simmtlich durch p laufen und umgekehrt; dies gilt aber fiir 
alle iibrigen Kegelschnitte des Netzes in gleicher Weise und wir sehen 
daher, dass wnsere Curve C®) erscheint als der Ort aller solcher Punkte 
0, deren Polaren in Bezug auf 3 nicht demselben Biischel angehirige 
Kegelschnitte (welche das Netz gerade bestimmen) durch ein und den- 
selben Punkt p laufen. Hierdurch ist nun die Identitit von C® mit 
der Tripelcurve vollstindig nachgewiesen. 

Von besonderer Art wird das Kegelschnittnetz, dessen Tripelcurve 
die in dem ersten Theile A. von uns betrachtete Brennpunktscurve 
ist; da niimlich in diesem Falle die allen Punkten der Curve zuge- 
hérigen Strahlsysteme hyperbolisch-gleichseitige sind, deren Asym- 
ptoten auf einander senkrecht stehen, so bestehen die Vierecke, welche 
vorhin als Grundpunkte von Kegelschnittbiischeln des Netzes auftraten, 
aus den je 4 Punkten, in welchen sich 2 rechtwinklige Strahlenpaare 
treffen; ein solches vollstiindiges Viereck hat aber noch ein drittes 
rechtwinkliges Seitenpaar und die 4 Ecken sind bekanntlich die Grund- 
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punkte eines Kegelschnittbiischels, welches aus lauter gleichseitigen 
Hyperbeln besteht (Steiner’s Vorlesungen II. 8. 234). Wir haben 
daher folgendes Resultat: 

Das besondere Kegelschnittnetz, dessen Tripeleurve die in A. be- 
trachtete Brennpunktscurve ist, besteht aus lauter gleichseitigen Hyperbeln. 

20. Zwischen den Kegelschnitten des Gewebes, dessen Tripel- 
strahlencurve §®) ist und den Kegelschnitten des Netzes, dessen ‘Tripel- 
punkteurve C® ist, muss wegen des Zusammenhanges der Hesse’- 
schen Curve C® mit der Cayley’schen &® ebenfalls ein gewisser 
Zusammenhang bestehen, welcher gestattet, die einen aus den anderen 
herzuleiten. 

In der That, nehmen wir 3 beliebige Kegelschnitte des Gewebes 
RK, KR, Kz, welche nicht derselben Schaar angehéren, also zur Bestim- 
mung des Gewebes gerade ausreichen, heraus, so bestimmen je 2 der- 
selben eine Kegelschnittschaar: 

[®,, Ks], (Ks, Ki], [K,, &], 
jede dieser Schaaren hat ein gemeinschaftliches Tripeldreiseit : 
U,V, Wi, Uy Vg Wy, Ug Vy Ws 

und dies sind 9 Tangenten der 8, welche dieselbe gerade bestimmen. 

Fassen wir das erste Dreiseit w,v,w, auf und bezeichnen die 
Ecken desselben durch 

Pr =(%%), = (HH), 7 = (%%), 

so ist p, der Pol von u, in Bezug auf jeden der beiden Kegelschnitte 
RK, und R,; denken wir uns den Pol von wu, in Bezug auf den 3' 
Kegelschnitt §, ermittelt und mit p, verbunden, so muss diese Ver- 
bindungslinie u, der conjugirte Strahl zu u, in Bezug auf die Curve 
R® sein, d.h. u, und u, schneiden sich in einem Punkte x, der Curve 
C® und sind die Asymptoten des Strahlsystems, welches dem Punkte 
x in Bezug auf die Curve C® zugehért. Dasselbe machen wir nun 
mit den beiden anderen Geraden v, und w,, d. h. wir verbinden ihre 
Pole in Bezug auf den Kegelschnitt §, resp. mit g, und 7, und er- 
halten dadurch 2 Gerade », und w,, welche die conjugirten Strahlen 
zu v, und w, sind und diese in y, und 2, treffen. Die 3 Strahlen 
u, 0,1, miissen sich aber in einem und demselben Punkte s, schnei- 
den, denn es sind die Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks 
mit den Polen der gegeniiberliegenden Seiten in Bezug auf einen 
Kegelschnitt &, (Steiner’s Vorlesungen II. Seite 160), folglich sind 
P,% 7%, die 4 Ecken eines vollstiindigen Vierecks, dessen 3 Paar 
Gegenseiten aus 3 Paaren conjugirter Strahlen der Curve &® be- 
stehen; das Diagonaldreieck dieses vollstiindigen Vierecks ist 2, y, 2;. 

Aus den friiheren Untersuchungen geht aber hervor, dass 2 con- 
jugirte Strahlen in Bezug auf die Curve &®), wie «, und u,, nichts 
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anderes sind, als ein specieller Kegelschnitt (ein Linienpaar), welcher 
dem Kegelschnittnetze angehért, dessen Tripeleurve C® ist; wir haben 
also hier 3 Kegelschnitte dieses Netzes, welche demselben Biischel 
angehéren, dessen ‘Tripeldreieck 2, y, 2, und dessen Grundpunkte 
P,% 715, sind. Wir haben also folgendes Ergebniss: 

Zu den 3 Seiten irgend eines Tripeldreiseits in einem Kegelschnitt- 


* gewebe giebt es 3 conjugirte Strahlen, welche sich in einem Punkte s 


schneiden; sind pqr die Ecken des Dreiseits, so bilden pqrs die 
Grundpunkte eines Kegelschnittbiischels, welches dem mit dem Gewebe 
zusammenhiingenden Kegelschnittnetze angehirt. Das Diagonaldreieck 
xyz dieses vollstiindigen Vierecks pqrs ist mithin ein Tripeldreieck 
des Netzes. 

Zugleich folgt der polar gegeniiberstehende Satz: 

Zu den Ecken xyz eines Tripeldreiecks des Kegelschnittnetzes giebt 
es 3 conjugirte Punkte, welche auf einer Geraden T liegen; sind X Y Z 
die Seiten des Dreiecks, so bilden XY ZT ein vollstiindiges Vierseit, 
dem eine Kegelschnittschaar einbeschrieben werden kann, welche dem 
mit dem Netze zusammenhiingenden Kegelschnittgewebe angehért. 

Die Tripeldreiseite des Gewebes wv w und die Tripeldreiecke des 
Netzes xyz lassen sich hiernach in soleche Verbindung setzen, dass 
jedem Dreiseit wvw ein bestimmtes Dreieck x yz einbeschrieben oder 
auch umgekehrt jedem Dreieck xyz ein bestimmtes Dreiseit «vw 
umbeschrieben ist. 

Die sveben ausgefiihrte Construction, welche von dem _ ersten 
Tripeldreiseit w, v,w, ausging, lisst sich in ganz gleicher Weise auch 
fiir die beiden anderen Dreiseite u,v, w, und u,v, w, ausfiihren und 
wir erhalten demnach 3 Tripeldreiecke 


LiYy 2% TY %q, %Y3 2s, 
welche die Curve C®) vollstindig bestimmen, sowie 3 vollstiindige 
Vierecke : 
PiU" 51> Pe Q2%2 52> Ps W373 83 
als Grundpunkte von 3 Kegelschnittbiischeln, welche das Kegelschnitt- . 
netz bestimmen, dessen Tripeleurve C® ist, 

Zur Bestimmung dieses Kegelschnittnetzes gelangen wir indessen 
noch einfacher durch folgende Bemerkung: 

Da je 2 Biischel in einem Netze einen Kegelschnitt gemein- 
schaftlich haben miissen, so liegen die 8 Punkte p,g.7,s, und p,q,135, 
auf einem Kegelschnitte des Netzes, der schon mehr als bestimmt ist 
durch die Ecken der beiden Tripeldreiseite p, q.7,, p54373;, welche 
bekanntlich als 2 Tripel in Bezug auf denselben Kegelschnitt §, selbst 
auf einem Kegelschnitte liegen miissen. Wir kommen daher zu fol- 
gendem Schluss: 
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Sind &, &, 8, 3 Kegelschnitte, welche nicht derselben Schaar an- 
gehiren und zur Bestimmung eines Kegelschnittgewebes dienen; sind 
ferner die gemeinschaftlichen Tripeldreiseite je zweier derselben R, 8&5, 
RK, KR, , KR, RK, ermittelt, so liegen die 6 Ecken je zweier dieser Dreiseite 
auf 3 neuen Kegelschnitten C,C,C,, welche ein Kegelschnittnetz bestim- 
men; dieses Kegelschnittnete und jenes Kegelschnittgewebe haben zu ihren 
Tripeleurven die Hesse’sche C“ und die mit ihr zusammenhiingende 
Cayley’sche R®. 

In ganz analoger Weise gelangt man von einem gegebenen Kegel- 
schnittnetze, dessen Tripelcurve C® ist, zu demjenigen Kegelschnitt- 
gewebe, dessen Tripeleurve die zugehdrige &) ist. 


Breslau im October 1871. 
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Ueber die Curve 3tet Ordnung, welche den geometrischen Ort 
der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar bildet. 


Von H. Duréce in Praag. 


Herr Salmon*) hat gezeigt, dass die Brennpunkte der Kegel- 
schnitte, welche vier feste Geraden: beriihren (oder dem nimlichen Vier- 
seit einbeschrieben sind), eine Curve 3' Ordnung erfiillen, welche 
durch die imaginiiren Kreispunkte geht. Dazu machte Herr Schriéter 
die wichtige Bemerkung, dass die Brennpunkte jedes Kegelschnittes 
der gegebenen Schaar ein Paar conjugirter Pole auf jener Curve 3! 
Ordnung bilden. Man kann sich hievon tiberzeugen, wenn man nach 
Herrn Salmon’s Vorgange aus den imaginiren Kreispunkten Tan- 
gentenpaare an die Kegelschnitte der gegebenen Schaar sich gelegt 
denkt, wodurch man zwei projectivische Strahleninvolutionen erhilt, und 
erkennt dann, dass die imaginiiren Kreispunkte selbst zwei conjugirte 
Pole auf der Curve sind, was sich erwarten liisst, da diese Punkte 
als Brennpunkte jedes Kegelschnittes angesehen werden kiénnen. Diese 
Kigenschaft fiihrt aber zu einer héchst einfachen Construction jener 
Curve, welche auch erlaubt, zu jedem Brenripunkte den dazu gehdrigen 
zweiten Brennpunkt desselben Kegelschnittes leicht zu finden. 


L. 


Ordnet man die Kegelschnitte zweier Biischel einander pro- 
jectivisch zu, so ist der geometrische Ort der Durchschnitte ent- 
sprechender Kegelschnitte im Allgemeinen eine Curve 4'* Ordnung, 
welche durch die Basispunkte beider Biischel hindurchgeht. Man kann 
aber ein System von Strahlenpaaren, die alle durch denselben Punkt 
gehen, dann als einen Kegelschnittbiischel betrachten, dessen Basis- 
punkte in einen Punkt zusammenfallen, wenn die Strahlenpaare eine 
Involution bilden.**) Ordnet man daher die Strahlenpaare zweier In- 
volutionen einander projectivisch 2u***), so ist der geometrische Ort 


*) Salmon’s Kegelschnitte, deutsch von Fiedler. 2. Aufl. pag. 355 und 397. _ 
**) Vergl. des Verfassers ,,Curven 3'eT Ordnung“ art. 127. Anm. 
**#) Vergl. Cremona, Curve piane. art. 23. 
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der Durchschnitte entsprechender Strahlenpaare im Allgemeinen auch 
eine Curve 4'* Ordnung, welche in diesem Falle, wie man leicht 
sieht, in den Scheiteln der Involutionen Doppelpunkte besitzt. Fiir 
die gegenwirtige Betrachtung kommt es aber darauf an, den Fail 
niiher ins Auge zu fassen, dass diese Curve 4' Ordnung in eine Ge- 
rade und eine Curve 3" Ordnung zerfallt; wir wollen daher zuniichst 
untersuchen, wann dies eintreten kann. 

Herr Siebeck *) hat gezeigt, dass wenn man die Kegelschnitte 
zweier Biischel auf alle méglichen Arten einander projectivisch zu- 
ordnet, es drei Arten der Zuordnung giebt, bei welchen der geometrische 
Ort der Durchschnitte in eine Curve 3'* Ordnung und eine Gerade 
zerfallt. Diese drei Geraden (von Herrn Siebeck das Chordaldreieck 
genannt) sind die Diagonalen eines vollstiindigen Vierseits, dessen 
gegeniiberliegende Eckenpaare x2’, yy’, 22 die einzigen Punkte- 
paare sind, welche in Bezug auf alle Kegelschnitte beider Biischel 
zugleich conjugirte Pole bilden. Diese Punktepaare kann man nun, 
wenn die Kegelschnittbiischel aus Strahleninvolutionen, die Kegel- 
schnitte also aus Strahlenpaaren bestehen, leicht auffinden. Sind 
nimlich o und o’ die Scheitel. der beiden Involutionen, so geht die 
Polare jedes Punktes m der Ebene in Bezug auf irgend ein Strahlen- 
paar der Involution [0] durch o hindurch, denn sie ist der in Bezug 
auf das betrachtete Strahlenpaar zu om harmonisch zugeordnete Strahl; 
mithin ist o der conjugirte Pol zu jedem Punkte m in Bezug auf die 
Strahlenpaare der Involution [0]; und umgekehrt kann in Bezug auf 
diese jeder Punkt der Ebene als conjugirter Pol von o betrachtet 
werden. Ebenso ist fiir jeden Punkt m der Scheitel o der anderen 
Involution der conjugirte Pol in Bezug auf die letztere. Hieraus folgt, 
dass jeder Punkt m der Ebene, der nicht mit o oder o’ zusammen- 
fallt, in Bezug auf die beiden Involutionen zwei verschiedene conjugirte 
Pole besitzt, nimlich o und o’. Es kénnen daher nur die Punkte o 
und o' die geforderte Kigenschaft besitzen, conjugirte Pole zu sein in 
Bezug auf beide Involutionen zugleich; und diese Punkte besitzen 
diese Eigenschaft auch wirklich, denn o’ ist einmal conjugirter Pol 
zu o in Bezug auf [o'], dann aber auch in Bezug auf [0], da als sol- 
cher jeder Punkt der Ebene genommen werden kann. Demnach fallen 
die drei, oben erwihnten Punktepaare xz’, yy’, 22’ in dem vorliegenden 
Falle in das eine Punktepaar 00° zusammen, und die drei Diagonalen 
des von diesen Punktepaaren gebildeten vollstiindigen Vierseits fallen 
in die Gerade oo’. 

Wenn daher die durch die Durchschnitte zweier projectivischer 


*) Siebeck, De triangulo, cujus latera continent polos respectu quatuor 
sectionum conicarum conjugatos (Ann. di matematica. Ser. II, Tomo 2. pag. 67). 
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Strahleninvolutionen erzeugte Curve 4'* Ordnung in eine Curve 3 
Ordnung und eine Gerade zerfillt, so ist die Gerade allemal die Ver- 
bindungslinie oo’ der Scheitel der Involutionen. Sobald also dieses 
Zerfallen eintritt, liegen immer alle vier Schnittpunkte je zweier ent- 
sprechender Strahlenpaare auf der Curve 3'" Ordnung, welche auch 
die Scheitel o und o’ enthilt, da diese Punkte dann in der Art als 


Doppelpunkte der Curve 4'" Ordnung auftreten, dass durch sie sowohl 
die Gerade als auch die Curve 3' Ordnung hindurehgeht. In der 
Geraden 00’ aber sind zwei Strahlen, die entsprechenden Strahlenpaaren 


angehéren, vereinigt. Umgekehrt ist klar, dass allemal, wenn die 
letztere Kigenschaft stattfindet, die Gerade 00 einen Theil des geome- 
trischen Ortes bilden muss, und dass die beiden Involutionen daun 
eine Curve 3'* Ordnung erzeugen. Es tritt hier das Nimliche ein, 
was bei der perspectivischen Lage zweier projectivischer Strahlenbiischel 
: stattfindet, dass niimlich die Verbindungslinie der Scheitel einen Theil 
der erzeugten Curve bildet, Wegen dieser Analogie will ich zwei pro- 
jectivische Strahleninvolutionen, bei welchen in der Verbindungslinie 
der Scheitel zwei Strahlen, die entsprechenden Strahlenpaaren angehéren, 
vereinigt sind, der Kiirze wegen und in Ermangelung eines besseren 
Ausdrucks perspectivisch liegend nennen, wiewohl diese Bezeichnung 
nicht ganz zutreffend ist. Damit kénnen wir dann sagen: Zwei pro- 
jectivische Strahleninvolutionen erzeugen durch die Durchschnitte ihrer 
entsprechenden Strahlenpaare dann und nur, dann eine Curve 3! Ord- 
nung, wenn sie perspectivisch liegen. 

Theilt man nun bei zwei solchen Involutionen die vier Durchschnitte 
zweier entsprechender Strahlenpaare dergestalt in zwei Paare, dass die 
zu einemt Paare zusammengefassten Punkte nicht auf demselben Strahle 
liegen, so bilden diese beiden Paare und die Scheitel der Involutionen 





! allemal. die gegeniiberliegenden Ecken eines der Curve einbeschrie- 4 
4 benen vollstiindigen Vierseits. Mithin sind jene Durchschnittpaare 


und auch die Scheitel drei demselben Systeme angehérige conjugirte 
Polepaare auf der Curve; und da bei jedem solchen von den entsprechen- 
den Strahlenpaaren gebildeten Vierseit die Punkte 0, o’ immer die- 
selben bleiben, so gehéren alle so entstehenden Punktepaare als Pole- 
paare demselben Systeme an. Fasst man insbesondere das Polepaar 
ins Auge, welches aus dem dritten Durchschnittspunkte von 00’ mit 
der Curve und dem gemeinschaftlichen Tangentialpunkte von o und o’ 
besteht, so folgt, dass die dem gemeinschaftlichen Strahle oo’ in den 
beiden Involutionen conjugirten Strablen die Tangenten in o und o’ 
an der Curve sind. 

Man kann aber auch umgekehrt zeigen, dass jede Curve 3' Ord- 
nung durch zwei projectivische und perspectivisch liegende Strahleninvolu- 
tionen erzeugt werden kann. Denn ist C eine gegebene Curve 3!" Ord- 


ty 
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nung, so fasse man sie auf eine der drei méglichen Arten als eine 
Hesse’sche Curve auf und betrachte das dieser Auffassung ent- 
sprechende System der conjugirten Pole auf der Curve. Dann bilden 
die von irgend einem Curvenpunkte nach den Polepaaren gehenden 
Strahlenpaare conjugirte Paare einer Involution. Sid nun 00’, aa’, 
bb’ irgend drei Polepaare, und nimmt man noch das vierte Paar dazu, 
welches aus dem Tangentialpunkte ¢ eines dieser Paare, z. B. 0, 0’ 
und dem Punkte ¢ besteht, in welechem oo die Curve trifft, so sind 


o (to, aa, bb’) und o (to, aa, bb’) je drei Strahlenpaare zweier Invo- 


lutionen. Diese kann man der Reihe nach als einander projectivisch 
entsprechend annehbmen, und dadurch ist dann die projectivische Zu- 
ordnung der Strahlenpaare von [0] und [o’] bestimmt. Diese beiden 
projectivischen Involutionen liegen auch perspectivisch, denn die in 
oo vereinigten Strahlen gehéren den entsprechenden Paaren 0 (to’) 
und o (to) an; sie erzeugen also nach dem Friiheren eine Curve 3! 
Ordnung, C’, welche mit der gegebenen Curve C die Punkte oo’, aa’, 
bv’ und ¢ gemein hat, und zwar sowohl in o als auch in o’ zwei Punkte, 
da die Strahlen o¢ und o’¢ in o und o sowohl C als auch C’ beriihren. 
Man kann aber noch andere, beiden Curven gemeinsame Punkte an- 
geben. Denn schneiden sich die Strahlenpaare o(aa’) und o’(aa’) 
aufs Neue in @, «’, so liegen diese Punkte zuniichst auf C’, aber da 
oo, aa’, «a die gegeniiberliegenden Eckenpaare eines vollstindigen 
Vierseits bilden, so sind ee auch conjugirte Pole auf C. Dasselbe 
gilt von den Punkten ££’, in denen o (bb) und o’ (bb’) sich treffen. 
Demnach haben die Curven C und C’ nicht bloss die oben erwihnten 
9 Punkte, sondern auch e«, «’, B, 6, im Ganzen also 13 Punkte, ge- 
meinschaftlich, und folglich ist die durch die Involution erzeugte Curve 
C’ mit der gegebenen C identisch. 


2 


= 


Man erhilt nun projectivische Strahleninvolutionen, wenn man 
aus zwei beliebigen Punkten o und o’ Tangentenpaare an die Kegel- 
schnitte einer Schaar (welche vier feste Geraden beriihren) legt. Die 
projectivische Zuordnung ist dann der Art, dass je zwei Tangenten- 
paare, welche denselben Kegelschnitt beriihren, einander entsprechen. 
Solche zwei Involutionen liegen auch allemal perspectivisch; denn da ein 
Kegelschnitt durch fiinf Tangenten bestimmt ist, so giebt es unter den 
Kegelschnitten der Schaar einen, K, welchen die Gerade oo’ beriihrt, 
und an diesen geht dann sowohl von o als auch von o' noch eine 
Tangente, sodass bei den beiden an K gelegten ‘T'angentenpaaren 
(welche entsprechende Strahlenpaare bilden) zwei Tangenten mit 00’ zu- 
sammenfallen. Demnach ist der geometrische Ort der Durchschnitte der 
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von zwei festen Punkten 0, o’ an die Kegelschnitte einer Schaar gelegten 
Tangentenpaare eine Curve 3' Ordnung, auf welcher sowohl je zwei 
Durchschnittspunkte, die nicht auf derselben Tangente liegen, als auch 
o und o’ conjugirte Pole desselben Systems sind. 

Nimmt man nun statt der beliebigen Punkte 0 und o’ die ima- 
giniiren Kreispunkte @ und @’ als diejenigen an, von welchen die ° 
Tangentenpaare ausgehen, sodas je zwei von @ und o’ an denselben 
Kegelschnitt gelegte Tangenten (welche conjugirt imaginiire Strahlen 
bilden) sich in den Brennpunkten dieses Kegelschnittes treffen, so- 
folgt, dass der geometrische Ort der Brennpunkte einer Kegelschnitt- 
schaar eine durch die imaginiiren Kreispunkte gehende Curve ist, auf 
welcher die Brennpunktpaare und die imaginiiren Kreispunkte con- 


jugirte Pole in demselben Systeme sind. Da nun aber zwei conjugirte 


Pole stets einen gemeinschaftlichen Tangentialpunkt haben, so folgt 
weiter, dass der (reelle) Durchschnitt der beiden imaginiiren Asym- 
ptoten (welcher Punkt nach dem Vorgange des Herrn Eckardt*) 
das Centrum der Curve genannt werden modge) auf der Curve liegt. 
Demnach ist der geometrische Ort der Brennpunkte einer Kegelschnitt- 
schaar eine durch die imaginiren Kreispunkte gehende Curve 3‘ Ord- 
nung von der speciellen Natur, dass das Centrum der Curve auf ihr 
selbst liegt. 

Diese Eigenschaft macht es méglich, diese Curve auf eine hdchst 
einfache Weise zu construiren. 


3. 

Schon die allgemeinen durch die imaginiéren Kreispunkte gehenden 
Curven 3' Ordnung lassen eine einfache Constructionsweise zu.**) 
Fiir den speciellen Fall aber, dass das Centrum auf der Curve selbst 
liegt, hat Herr Kiipper schon vor lingerer Zeit eine noch viel ein- 
fachere Erzeugungsweise angegeben, welche sich aus folgender Be- 
trachtung ergiebt. 

Seien ABoo' die vier Basispunkte eines Kegelschnittbiischels, und 

p= (AB, 00’), q = (Ao, Bo’), r= (Ao, Bo) 
die Ecken des dem vollstindigen Viereck AB oo’ zugehérigen Dia- 
gonaldreiecks. Dann liegen die Pole der Geraden oo’ in Bezug auf 
alle Kegelschnitte des Biischels auf der Geraden gr; denn auf dieser 
Geraden schneiden sich die in o und o’ an jeden Kegelschnitt gelegten 
Tangenten, und diese Tangentendurchschnitte sind eben die Pole von 
00. Da also die z. B. in o an die Kegelschnitte gelegten Tangenten 


*) Schlémilch’s Zeitschrift fiir Mathematik. Bd. 10. p. 321. 
**) Vgl. Schlémilch’s Zeitschrift fiir Mathematik. Bd. 14, p. 368. 
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durch jene Pole hindurchgehen, so liegt dieser Tangentenbiischel mit 
der von den Polen gebildeten Punktreihe perspectivisch, und da der 
Tangentenbiischel mit dem Kegelschnittbiischel projectivisch ist, so ist 
auch die Punktreihe der Pole projectivisch mit dem Kegelschnitt- 
biischel. Legt man also nun aus einem beliebigen Punkte f Strahlen 
‘nach jenen Polen, so erhilt man einen mit dem Kegelschnittbiischel 
projectivischen Strahlbiischel; diese beiden Biischel. erzeugen dann eine 
Curve 3'** Ordnung, welche durch A Boo’ und f geht. Dabei entspricht 
einem Kegelschnitte K des Biischels derjenige Strahl aus /, welcher 
durch den Pol von oo’ in Bezug auf K geht. Daraus folgt dann noch, 
dass die Strahlen fo und fo’ die Curve 3'" Ordnung in o und o’ be- 
riihren. Denn dem durch den Basispunkt 0 gehenden Strahle fo ent- 
spricht derjenige Kegelschnitt K, welcher die Curve in o beriihrt. 
Aber die Tangente an .K in o geht durch den Pol von oo’ in Bezug 
auf K, und durch denselben Pol geht auch der dem K entsprechende 
Strahl fo, also fallt fo mit der Tangente an K in o zusammen, 
welche zugleich in o Tangente an der Curve ist. Ebenso beweist 
man, dass fo die Curve in o’ beriihrt. 

Nimmt man nun statt der Punkte o und o’ die imaginiiren Kreis- 
punkte @ und a’, so verwandelt sich der Kegelschnittbiischel in einen 
Kreisbiischel (ein System von Chordalkreisen), die Gerade a’ wird 
die unendlich ferne Gerade, und deren Pole sind die Mittelpunkte der 
Kreise. Die Tangenten fo und fo’ endlich gehen in die imaginiiren 
Asymptoten fa und f@’ der Curve iiber, und daher wird f das Cen- 
trum der Curve, welches also auf der Curve selbst liegt. Man erhiilt 
hieraus den Satz: Legt man aus einem festen Punkte f Strahlen durch 
die Mittelpunkte der Kreise, die einem Chordalsystem angehéren, so 
ist der geometrische Ort der Durchschnitte jedes Strahles mit dem 
Kreise, durch dessen Mittelpunkt er geht, eine Curve 3' Ordnung, 
welche durch die imaginiiren Kreispunkte, durch die gemeinschaft- 


lichen Punkte der Chordalkreise und durch f geht, und auf welcher / . 


das Centrum ist. Ausserdem sieht man leicht, dass eine auf diese 
Weise erzeugte Curve noch folgende Kigenschaften hat (vgl. Fig. 1.): 
Die reelle Asymptote ist der Centrallinie der Chordalkreise parallel 
und liegt von dieser ebenso weit entfernt, wie das Centrum auf der 
entgegengesetzten Seite. Eine aus dem Centrum mit der reellen Asym- 
ptote parallel laufende Gerade trifft die Curve in demselben Punkte, 
wie die Chordale des Kreisbiischels. Die Tangente im Centrum geht 
nach dem Durchschnitt der reellen Asymptote mit der Curve. 

Nun kann man aber auch leicht zeigen, dass jede durch die ima- 
giniren Kreispunkte @, ’ gehende Curve 3'" Ordnung, deren Cen- 
trum /f auf ihr selbst hegt, auf die eben angegebene- Art erzeugt werden 
kann, und ist dann im Stande, das dazu erforderliche System von 
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Chordalkreisen zu finden. Denn zieht man bei einer gegebenen Curve 
dieser Art, C, aus f eine Parallele fw” zu der reellen Asymptote (w” 
bedeute den reellen unendlich fernen Punkt der Curve), schneidet mit 
dieser die Curve in g, und mit einer aus g senkrecht gegen die reelle 
Asymptote gezogenen Geraden in A und B, so liegt den vier Punkten 
A, B, @, w’ der Punkt f gegeniiber, denn AB schneidet die Curve in g, 
ao’ in @”’, und gm” in f. Dieser Punkt ist also der Mittelpunkt 
eines Strahlenbiischels, welcher mit dem Kreisbiischel [AB @a@’] die 
Curve erzeugt, und jeder durch f gelegte Strahl schneidet die Curve 
in zwei Punkten, die mit A und B in einem Kreise liegen. Diese den 
Kreisen entsprechenden Strahlen kénnen aber keine anderen sein, als 
die nach der obigen Erzeugungsweise durch die Mittelpunkte der Kreise 
gehenden; d. h. erzeugt man auf die letztere Art eine Curve C’, so- 
muss diese mit C identisch sein. Denn die beiden Curven C und C’ 
haben zuniichst nach dem Obigen folgende Punkte gemeinschaftlich: 
in jedem der Punkte @ und ow’ zwei, und ausserdem f, A, B, g, @”, 
also im Ganzen neun. Ausser diesen kann man noch einen zehnten 
gemeinschaftlichen Punkt finden. Bezeichnet nimlich @ den Durch- 
schnitt der reellen Asymptote der Curve C’ mit dieser Curve, so liegt 
« den vier Punkten fy @’ gegeniiber, da sowohl fg als auch ao’ die 
C’ in ” schneiden. Da nun ausserdem f den Punkten AB ao’ gegen- 
iiberliegt, so haben alle Curven 3'* Ordnung, die durch die 8 Punkte 
fgao und ABao’ gelegt werden kénnen, auch noch den Punkt mit 
einander gemein, in welchem af die C’ trifft, mithin geht auch C 
durch diesen Punkt. Dieser fillt, weil nach dem Obigen af die C’ 
in f beriihrt, mit f zusammen, also haben C und C’ in f nicht bloss 
einen, sondern zwei Punkte gemein, und C und C’ sind in der That 
identisch. . 

Hienach hat also jede durch die imaginiren Kreispunkte gehende 
Curve 3'" Ordnung, deren Centrum f auf der Curve selbst liegt, die 
Kigenschaft, dass, wenn man durch f Strahlen zieht, welche die Curve 
in zy, xy',... schneiden, die Mittelpunkte der Strecken vy, z’y’,... 
auf einer mit der reellen Asymptote parallelen Geraden liegen. Diese 
Gerade mége die Mittellinie der Curve heissen. Schliigt man ferner 
iiber den Strecken wy, xy’, ... als Durchmesser Kreise, so bilden 
diese ein System von Chordalkreisen; und dieses ist durch zwei solche 
Kreise vollstindig bestimmt. 


4. 


, Man sieht nun leicht, dass diese Construction sich bei der Curve 
anwenden liasst, welche den geometrischen Ort der Brennpunkte einer 
Kegelschnittschaar bildet. Zuniichst erhellt sofort, dass das Centrum f 
dieser Curve der Brennpunkt der in der Schaar enthaltenen Parabel 
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ist, denn diese beriihrt die unendlich ferne Gerade @@’; die aus @ 
und @’ an die Parabel gehenden Tangenten, welche sich in dem Brenn- 
punkte der Parabel schneiden,*sind daher in den beiden Involutionen 
[@] und [@'] die zu @@’ conjugirten Strahlen; diese aber beriihren 
nach dem Friiheren auch die Curve in @ und @’, sie sind also die 
imaginiiren Asymptoten der Curve und ihr Durchschnitt das Centrum. 
Die Mittellinie ist ferner die Gerade M, welche die Mittelpunkte der 
Diagonalen des vollstindigen Vierseits verbindet. Denn diese Gerade 
enthilt die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der Schaar als die Pole 
der unendlich fernen Geraden und ist daher nach dem zweiten unend- 
lich fernen Brennpunkte f’ der Parabel gerichtet. Sind nun a, a’ ein 
Paar gegeniiberliegender Ecken des gegebenen vollstiindigen Vierseits, 
so sind dies zugleich die Brennpunkte des aus diesen Punkten be- 
stehenden Kegelschnittes der Schaar. Demnach bilden aa’ und //” 
zwei Paare conjugirter Pole unserer Curve, und folglich sind auch die 
Durchschnitte 
h=(af,af'), W=(f, ef) 


conjugirte Pole und also auch zwei Curvenpunkte. Aber af und a’f’ 


laufen mit der Geraden M parallel, und M halbirt aa’, also halbirt . 


sie auch ah und a’h’, und da diese Strahlen durch f gehen, so ist M 
die Mittellinie der Curve. Zugleich bestimmen die iiber ah und a’h’ 
als Durchmesser construirten Kreise das System der Chordalkreise, 
welche zur Construction der Curve dienen. Zu bemerken ist, dass zur 
Bestimmung der Chordalkreise nicht nothwendig zwei gegeniiberliegende 
Ecken des Vierseits gewiihlt werden miissen, denn ist } irgend eine 
andere Ecke des Vierseits und daher auch ein Punkt der Curve, und 
schneidet man die M mit fb in m, so ist nach dem Friiheren der um 
m mit dem Radius mb beschriebene Kreis ebenfalls eir dem Systeme 
angehoriger. 

Hienach ist nun die Construction der Curve in Fig. 1. folgender- 
massen ausgefiihrt: Es seien aa’, bb’, cc die gegeniiberliegenden 
Ecken des gegebenen Vierseits. Man bestimmt zuerst die Gerade MU, 
welche die Mittelpunkte der Diagonalen aa’, bb’, cc’ verbindet; sodann 
den Brennpunkt f der dem Vierseit einbeschriebenen Parabel, welcher, da 
er der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt der vier Kreise ist, welche 
den vier in dem Vierseit enthaltenen Dreiecken umschrieben sind, durch 
zwei dieser Kreise gefunden wird. Nun zieht man aus f Strahlen nach 


irgend zwei Ecken des Vierseits, z. B. fe und fa’, schneidet mit diesen - 


die Mittellinie WZ in m und m’ und beschreibt um m und m’ Kreise 
mit den Radien mec und ma’. Die Schnittpunkte derselben, A und B, 


sind die gemeinschaftlichen Schnittpunkte der Chordalkreise. (Schnei-~ 


den sich diese beiden Kreise nicht, so bestimmen sie immerhin das 
System der Chordalkreise, nur ist dann die Construction der Curve 


Sie 
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etwas umstindlicher). Jetzt kann die Curve gezeichnet werden, indem 
man auf jedem durch f gehenden Strahle die auf ihm liegenden Curven- 
punkte bestimmt. Ist z. B. fp ein soleher Strahl, der die Mittellinie 
M in p schneidet, so macht man pA = pB = px = py, und & und 
y sind die gesuchten Punkte der Curve. (Sind die Punkte A und B 
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imaginiir, so hat man denjenigen Kreis des Systems zu suchen, dessen 
Mittelpunkt in p liegt, und mit diesem den Strahl fp in # und y zu 
schneiden. ) 

Nachdem auf diese Weise die Curve gezeichnet ist, ist nun jeder 
Punkt x derselben ein Brennpunkt fiir einen Kegelschnitt der gegé- 
benen Schaar, und man findet dann den zweiten Brennpunkt 2’ des- 
selben Kegelschnittes, indem man die Curve mit einer aus z parallel 
zu M gezogenen Geraden in y’ schneidet und dann yf zieht. Die 
letztere Gerade trifit die Curve in dem gesuchten zweiten Brenn- 
punkte z. Oder man schneidet zuerst mit xf in y und zieht aus y 
eine Parallele zu M. Diese trifft die Curve ebenfalls in 2. Die 
Punkte y, y’ sind dann auch die Brennpunkte eines Kegelschnittes der 
Schaar. Die Richtigkeit hievon erhellt unmittelbar, da die mit M 
parallel gezogenen Geraden nach dem unendlich fernen Brennpunkte 
f der Parabel gerichtet sind, sodass die von x nach*den conjugirten 
Polen f, f’ gehenden Geraden die Curve in zwei conjugirten Polen 
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(d. h. zwei zusammengehdérigen Brennpunkten) y und y’ treffen miissen, 
und der Schnittpunkt 2 = (yf’, yf) der zu x conjugirte Pol, also 
der zweite -Brennpunkt ist. 


5. 


Von Interesse ist noch die nihere Betrachtung des speciellen 
Falles, dass die projectivische Zuordnung der Strahlenpaare zweier 
perspectivisch liegender Involutionen der Art ist, dass die Doppel- 
strahlen einander entsprechen. In diesem Falle zerfillt die erzeugte 
Curve 3'*" Ordnung in eine Gerade und einen Kegelschnitt. 

Dies lisst sich direct zeigen, indem man leicht erkennen kann, dass 
in diesem Falle jede der beiden Involutionen in zwei Strahlenbiischel 
zerlegt werden kann, der Art, dass die vier so entstehenden Strahlen- 
biischel alle unter einander projectivisch sind. Zwei dieser Strahlen- 
biischel (die nicht denselben Mittelpunkt haben) aber liegen perspec- 
tivisch und erzeugen eine Gerade, die beiden anderen einen Kegel- 
schnitt. . Es geniigt jedoch, darauf hinzuweisen, dass die erzeugte Curve 
3 Ordnung in dem in Rede stehenden Falle zwei Doppelpunkte haben 
muss. Im Allgemeinen nimlich entspricht einem Doppelstrahle der 
einen Involution [0] ein Strahlenpaar der anderen |o’]. Die Strahlen 
des Letzteren schneiden den Doppelstrahl in je zwei zusammenfallenden 
Punkten und sind daher Tangenten an der Curve. Entspricht aber 
einem Doppelstrahle in [0] ein Doppelstrahl in [0], und schneiden 
sich diese beiden etwa in p, so trifft nicht bloss op, sondern auch o'p die 
Curve in zwei mit p zusammenfallenden Punkten, also ist p ein Doppel- 
punkt der Curve. Entsprechen einander ausserdem auch noch die 
beiden anderen Doppelstrahlen, die sich in q schneiden mégen, so ist 
auch qg ein Doppelpunkt der Curve. Demnach besteht die Letztere in 
diesem Falle aus der Geraden pq und einem Kegelschnitte, der eben- 
falls durch p und q geht. Da die Curve ferner in 0 und o’ die beiden 
Strahlen o¢ und ot beriihrt, welche in [0] und [0] zu oo’ conjugirt 
sind, so ist der Kegelschnitt dadurch mehr als hinreichend bestimmt, 
dass er in o und o die Geraden of und o¢ beriihrt und ausserdem 
durch p und q geht. Der Durchschnitt ¢ der eben erwiihnten Tan- 
genten of und o’t liegt auf der Geraden pq, denn da sowohl o(pqo't) 
als auch o'(pqot) harmonische Stfahlen bilden, so muss pq von ot 
und o’¢ in demselben Punkte geschnitten werden. 

Wenn nun zwei projectivische und perspectivisch liegende Involutio- 
nen dadurch entstehen, dass aus zwei festen Punkten o und o’ Tangenten- 
paare an die Kegelschnitte einer Schaar gelegt werden, so giebt es 
unter diesen Kegelschnitten zwei, K, und K,, welche durch o gehen, 
und die Tangenten an K, und K, in o sind die Doppelstrahlen der 
Involution [0]. Dasselbe findet bei o’ statt. Tritt nun der Fall ein, 
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dass o’ auf einem jener beiden Kegelschnitte, z. B. auf K, liegt, so 
beriihrt ein Doppelstrahl aus [0] und einer aus [o’] denselben Kegel- 
schnitt, niimlich K,, die beiden Doppelstrahlen entsprechen also ein~ 
ander. Wenn man daher an die Kegelschnitte einer Schaar aus zwei 
solehen Punkter o und o’, die beide auf demselben der Schaar ange- 
hérigen Kegelschnitte K, liegen, Tangenten legt, so ist der geome- 
trische Ort ihrer Durchschnitte eine Curve 3'** Ordnung, welche in 
dem Durchschnitte p der den Kegelschnitt K, in o und o’ beriihrenden 
Tangenten einen Doppelpunkt hat. Tritt ferner der Fall ein, dass 
die oben erwiihnten Kegelschnitte K, und K, beide durch o’ gehen, 
d. h. dass o’ einer der anderen Durchschnittspunkte dieser beiden 
Kegelschnitte ist, so entsprechen beide Paare von Doppelstrahlen ein- 
ander. Ist also g der Durchschnitt der den K, in o und o’ beriihren- 
den Tangenten, so besteht die durch die Tangentenpaare erzeugte 
Curve 3’ Ordnung aus der Geraden pq und einem Kegelschnitte, 
welcher durch pq geht und ausserdem in o und o’ diejenigen Geraden 
beriihrt, welche aus 0 und o' als Tangenten an den die Gerade 00 
beriihrenden Kegelschnitt der Schaar gelegt werden kénnen. 

Legt man jetzt die Punkte o und o in die imaginiren Kreis- 
punkte @ und @’, so tritt der erste der erwihnten Fille ein, sobald 
das aus den gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnittschaar be- 
stehende Vierseit der Art ist, dass sich ihm ein Kreis einbeschreiben 
liisst. Die Curve 3'*' Ordnung erhiilt dann in dem .Mittelpunkte dieses 
Kreises einen Doppelpunkt. Der zweite Fall aber tritt ein, wenn dem ~ 
Vierseit noch ein zweiter Kreis einbeschrieben werden kann. Diese 
beiden Kreise sind dann zwei der Schaar angehérige Kegelschnitte K, 
und K,, -welche beide durch @ und @’ gehen. Die Doppelstrahlen 
der Involutionen [| und [@’] sind die imaginiren Asymptoten der 
Kreise K, und K,, ihre Durchschnitte p und q also die Mittelpunkte 
dieser Kreise. Der Kegelschnitt aber, welcher mit der Geraden pq 
zusammen die erzeugte Curve 3' Ordnung bildet, ist ebenfalls ein 
Kreis, da er auch durch @ und @ geht. Wenn daher ein Vierseit 
zweien Kreisen umschrieben ist, so besteht der geometrische Ort der 
Brennpunkte der diesem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitte aus 
einer Geraden G und einem Kreise §, welche beide durch die Mittel- 
punkte p und gq der beiden dem Vierseit einbeschriebenen Kreise K, 
und K, gehen. Der Mittelpunkt von § ist wieder der Brennpunkt / 
der dem Vierseit einbeschriebenen Parabel, da die Asymptoten des 
zugleich die aus @ und @’ an die Parabel gehenden Tangenten sind, 
und dieser Punkt f liegt nach dem Friiheren auf der Geraden G oder 
pq, weil wf und w’f die in den Involutionen [|] und [o’] zu aa’ 
conjugirten Strahlen sind (Fig. 2.). Die Gerade G geht ausserdem 
durch ein Eckenpaar aa’ des Vierseits, der Kreis § durch die beiden 
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anderen Eckenpaare bb’ und cc’. Zwei demselben Kegelschnitte der 

Schaar angehérige Brennpunkte haben als conjugirte Pole der Curve 

3' Ordnung denselben Tangentialpunkt, daher liegen zwei solche Brenn- 

punkte 2, x auf & stets so, dass die Tangenten in ihnen sich auf G 

schneiden, d. h. sie liegen einander in Beziehung auf G symmetrisch 
Fig. 2. 











gegeniiber. Diese Brennpunkte gehéren solchen Kegelschnitten an, 
deren Mittelpunkte auf G zwischen p und gq liegen. Fiir alle iibrigen 
Kegelschnitte der Schaar liegen die Brennpunkte auf G, und da zwei 
solehe y, y’ von conjugirten Strahlen der Involutionen [@] und [a] ge- 
“troffen werden, so bilden die Punktepaare yy’ auf G@ eine Involution, 
deren Doppelpunkte p und q sind. Mithin sind je zwei auf G liegende 
Brennpunkte y, y einander in Bezug auf p und q harmonisch zu- 
geordnet. 


Prag, 22. October 1871. 








OS se - Ure | 


fone 


> 








.Ueber Combinanten. 


Von Paut GorpDAN in GIESSEN. 


In mehreren friiheren Abhandlungen (vergl. Crelle’s Journal 
Bd. 69. und Math. Ann. Bd. 2.) habe ich gezeigt, dass die simultanen 
Invarianten einer Anzahl binirer Formen ein endliches System bilden. 
Fiir Formen von mehr als 2 Veriinderlichen ist mir ein entsprechender 
Beweis bisher nicht gelungen (vergl. iibrigens beziiglich der terniiren 
eubischen Formen Math. Ann. Bd. 1.), 

Es entsteht aber nun die Frage, ob man aus einem soichen 
Formensysteme einen Theil absondern kénne, der fiir sich ein voll- 
stiindiges System bildet. 

Ein solches Theilsystem lisst sich in der That angeben, wenn die 
Grundformen selbst alle gleithe Ordnung haben. Es ist das. System 
der Combinanten, d. h. das System derjenigen simultanen Invarianten 
(resp. Covarianten, zugehérigen Formen, Zwischenformen), welche sich, 
indem man die Grundformen durch lineare Combinationen derselben 
mit willkiirlichen Coefficienten ersetzt, nur um Factoren findern, welche 
Functionen dieser Coefficienten allein sind. Ich werde im Folgenden 
zeigen, dass alle Combinanten simultane Invarianten (resp. Cova- 
rianten ete.) der einfachsten unter ihnen sind und daher ein voll- 
stiindiges System bilden, welches wenigstens fiir bindre Formen end- 
lich ist. Als Beispiel gebe ich die Combinantensysteme fiir quadra- 
tische und cubische binire Formen an. 

Einer der Fundamentalsitze der Invarianten-Theorie ist der von 
Clebsch im 59. Bande des Crelle’schen Journals gegebene Satz, 
dass jede simultane Invariante einer Anzahl linearer Formen: 


aya, +apa,---+ a0, i=—1,2,...9, 
(wo g>yp) eine ganze Function der Determinanten ist, welche aus 
den Coefficienten der verschiedenen Formen in ihren Combinationen 
zu p gebildet werden kénnen. Dieser Satz kann auch folgender- 
massen als Determinantensatz ausgesprochen werden: 
Jede homogene rationale Function der preihigen Determinanten 
des Systems 
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a) 7 @) (9) 
G, @ ...@; 


@ 7) (9) 
a, @ ...@ (q>p), 


1 2 ) 
a a” ma a a! 
welche eine ganze Function ihrer Elemente ist, ist zugleich eine ‘ganze 
Function dieser Determinanten. 

Dieser Satz geniigt, um die oben behauptete Eigenschaft der 
Combinanten herzuleiten. Um dies jedoch auf méglichst einfache Art 
zeigen zu kénnen, ist es ndthig, die von Clebsch gegebenen Be- 
weismethoden etwas umzuformen und dem vorliegenden Thema an- 
zupassen. Hierzu brauche ich einige Identitiiten, welche mit den 
von mir (Math. Ann. Bd. 3. p. 364) und von Clebsch in seiner 
Theorie der biniiren Formen (§ 8.) gegebenen Reihen in engstem 
Zusammenhange stehen. 


§ 1. 
Ueber eine Classe ganzer Functionen, welche aus der Entwickelung 
des Ausdrucks (# + 4&)" (y + Am)” entstehen. 


Wenn man den Ausdruck 


U = (x + A&)" (y + An)” 
nach dem binomischen Satze nach Potenzen von 4 entwickelt, so er- 
hilt man die Reihe: 
i= k=m n ‘m ee a , : 
wea ref 7) G) yn * pf. ate. 


Den Coefficienten von 4” in dieser Reihe werde ich durch 


m+n ™ 
( » - D, (a y) 


n m 
(1) D,(ary")= = OW) 
Oe Se pce, ee 
thar (™t ) 
Man erhilt dieselbe Function bis auf einen numerischen Coeffi- 
cienten, wenn man den Ausdruck 2" y” ry Male hintereinander nach x 
und y differenzirt und die Incremente jedesmal durch § und » ersetzt. 
Setzt man in der Identitit (1) «= y, § = 7, so findet man einen 
Ausdruck, der durch D,(a"+*) bezeichnet werden kann, niimlich: 
(”) (” 
i? \k 
D, (a®@+*) = P 4 nell ll gm tna—r gr, 
itkeamr (M@+%8 
aan, ei 


bezeichnen, so dass also 


qn—i gi y” —k y. 
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Dieser Ausdruck , mit (” +4 multiplicirt, ist der Coefficient von 
4” in der Entwickelung von 
(@ + AE)m +n; 


und da in Folge der directen Entwickelung dieser Coefficient gleich 
oe ge ta —r gr 


ist, so hat man den bekannten Satz fiir die Binomialcoefficienten: 


. n m 
ither ( ) 
was man hier auch so aussprechen kann: 

Die Summe der Coefficienten der Reihe (1) ist = 1. 

Die verschiedenen in (I) auftretenden Produkte a—# & y"—* x 
erhilt man aus 2” y”, wenn man verschiedene Factoren x darin durch 
&, verschiedene Factoren y durch y ersetzt, tiberhaupt aber jedesmal 
y Factoren iindert. Insofern alle se entstehenden Glieder fiir x, & 
einerseits und fiir y, 7 andererseits stets von derselben Dimension sind, 
folgt sofort, dass die Differenz irgend zweier durch die Determinante 


“as 
y 0 
theilbar wird. Aber da die Summe der Coefficienten in (I) = 1 ist, 
so folgt, dass auch die Differenz zwischen der Summe D, (x* y”) und 
irgend einem ihrer Glieder 
G = a*—* FF ym — 2 of 
durch D theilbar ist. Der Bruch 
Gi. D, (a” y””) 


(IT) Dea» 








D 
ist also ein Aggregat von Produkten a*—‘—! & yw—*—1 yt, wo 
i+k—=—r—1, d. h. von Gliedern G’ der Reihe D,— 1 (a*—! y"—!). 
Nun ist aber wieder ebenso 
F— DW (—! ge") 
ie a 
ein Aggregat von Gliedern G” der Reihe D,—»(a"—* y—*) u. s. w. 
Faihrt man so fort, und ersetzt man jedesmal jedes Glied G® durch 
D,—, (a®-* y™—*) und das Produkt von D mit Gliedern G&+, so 
gelangt man zu dem Satze: 
Jedes Glied G = xu" —‘ &' yn—* a liisst sich in eine Reihe von der 
Form 


Mathematische Annalen. V. 7 











98 Paut Gorpay, 


A=m 
G= = ¢, D,— 1 (a"®—* g@— 4) . D' 
A=0 


entwickeln, wo die c, numerische Coefficienten sind. 
Ferner aber zeigt man nun leicht die Richtigkeit des Satzes: 
Diese Entwickelung von G ist nur auf eine Weise méglich. 
Gabe es nimlich fiir G zwei Entwickelungen, so miisste ihre 
Differenz identisch verschwinden, also eine identische Gleichung be- 
stehen: 


k=m 
Om JF Cy Ps (e-* y"—*) D*, 
k=0 


in welcher nicht alle Coefficienten C identisch verschwinden. Wire 
aber w die kleinste Zahl, fiir welche C, 2 0, so ware dann 


k=m 
O= F GD,_.(a*—*y"—*) D-+, 
k=ph 
also, wenn man = y, § = y setzt, wobei D verschwindet: 
0=C, D,—-, (a™+"—**), 


d. h. C, == 0, was der Voraussetzung widerspricht. 


§ 2. 
Darstellung von x" 7” mit Hilfe der Functionen D,. 


Die Coefficienten der speciellen Reihe 
i= 
(it) ang — Be” Dna (ah—* ym 4) DA, 
h=0 


welche aus der oben angegebenen von G fiir i = 0, k = m entsteht, 
werde ich nun berechnen. 

In dieser Reihe ist w gleich der kleineren der Zahlen m, n zu 
setzen. Von den Coefficienten ¢ ist der erste leicht zu bestimmen; 
denn setzt man y= 2, 4 = &, so erhilt man D = 0, also 

ae &* a= ”” Dy (a* y") =’ * 2* E*, 
also c’" == 1. Die iibrigen Coefficienten bleiben zu finden. 

Zu diesem Zwecke werde ich aus der obigen Gleichung zuniichst 
eine andere von dhnlicher Gestalt ableiten, indem ich dieselbe zuerst 
nach x und y, sodann nach y und & partiell differenzire und die Re- 
sultate von einander abziehe. Auf der linken Seite erhailt man sofort: 

O.0.F—* ge", 
Aus jedem Gliede der Summe rechts aber entstehen 3 Terme, welche 
einzeln zu untersuchen sind. Man hat: 
aD _ aD_, 


oD aD _ dD 
(IV) io \ et cé are a an — 
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Wendet man also die gedachte Operation zuniichst immer auf den 
Factor D* an, so erhilt man: 
72. -D* x . 
oy — 5-0 —h-2 (Di1. 9) + he SDI". 8) heh fl Di! 
Benutzt man zweitens, indem man die fragliche Operation an 
einem Gliede der Summe (III) ausfiihrt, immer den ersten Factor, so 
ergiebt dieser den Ausdruck: 


Dy (a"—" g~* em. * ye") 
| eer ss dy 0& ; 

Dieser Ausdruck aber ist bis auf einen Factor (” 1 hee der Coeffi- 
cient von 4"—* in der Entwickelung von 

a [e+ 28)"—* (y+ any™—"] _ Piet ae ete 

ox On oy 0& 

und verschwindet, da diese ganze Entwickelung identisch Null wird. 

Es sind also nur noch die Glieder zu betrachten, bei welchen 
gleichzeitig beide Factoren eines Gliedes der Summe (II{) differenzirt 
werden, also Terme, in welchen h. D*—! multiplicirt ist mit dem fol- 
genden Ausdrucke, in welchem die Differentialquotienten von D bereits 
durch ihre Werthe (1V) ersetzt sind: 


po Da (ety ") ee, tty 

















0x +9 ne 
a. Dy —y (o*~" g?-5 a.) 
+y° EY ie le a 


= (n + m —2h) Dy—1 (a"—* y™—"). . 

Fassen wir nunmehr alles zusammen, so ergiebt sich aus (III) 
die Formel: 
0. Mm G1 ym—1 oe ‘S' eh (n+ m —h+ 1) Dyna (a*—*y"—") De-1. 

’=1 

Die Summe ist von h = 1 an, statt von h = 0 genommen, weil 
der zu h =O gehdrige Theil verschwindet. Setzen wir aber h + 1 
an Stelle von h, so ergiebt sich die Formel in einer mit (III) ganz 
analogen Gestalt: 


- '=e“-1 - —_ 
ge! gm) oe -_ << o%. (h-++-1) (n--m- h) © Diy —4—i (292-1 y*@ 4-1) D, 


h=0 


h+l nm 
Nach der Bezeichnungsweise der Formel (III) kénnte man aber auch 
schreiben : 
Htoe~te, Se omens D m—h—1ym—h—1) Jr 
x H = ; a C, . m—1—hA\& y’ ) ? 
h—=0 


und durch Vergleichung der Coefficienten ergiebt sich also die Formel: 


(V) c™ n jim—1,n—1 nm 


“aa hin pm eh 
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Setzt man nun hierin h —1 an Stelle von h, sodann aber fiir 
h, m, m der Reihe nach 
h—1, . m—ti, n—1 
h—2, m — 2, n —2 


h—A+1, m—A+1, n—A+l1 
und multiplicirt die entstandenen Gleichungen, so findet man: 
nm.n—1...m—A+1.m.m—1...m—i1i+1 m—a,n—2 
h.h—1...h—1+1. ata—bkti.sete—s.. n+m—h—i+?2 "Gea : 
Da nun Lh héchstens gleich der kleinsten der Zahlen m, n werden 
m—h,n— * 


konnte, so kann man 4=—/h setzen: rechts steht dann c} 
welches nach dem im Anfang Bemerkten gleich 1 ist, und es bleibt 


also: 
a nn 








on er 


wo wieder (? ) den Ausdruck 


(*)= Pp. = ae -p—aqat+! 
er 
bedeutet. 


Setzt man diesen Werth von c/"’" in (III) ein, so erhiilt man die 
gesuchte Reihe: 
m n 
*S i ry) Ci) 
~) (mtn—h+i 
h=0 ( r ) 


(VI) a" n” _ Dn cai (a —h y” —4) D*. 





Man verwerthet diese Reihe fiir symbolische Rechnungen, indem 
man die Variabeln x, y, &, 4 durch lineare Symbole ersetzt. Be- 
zeichnet man durch r, einen linearen Ausdruck 

Ve = 1X, + 1 2%_ +++ + TpXp, 
und setzt nun 
L=e, YS Se, E—r, N—Sy, 
so erhilt man die Gleichung: 


=e GG) tig 


8 om... 7 n—h — 
Ta *y = 0. ner Da—s (": 5, ) - eS Sz ty)", 
hb 





in welcher 


— h an—h m—A& 
we ; ) Dn—a (r’ : 5, ‘) 
den Coefficienten von 4“—* in dem Ausdrucke 


(re + Ary)"—*. (Se + Asy)™—* 
bezeichnet. Fir p = 2 ist dieses die im 3. Bande dieser Annalen 
p. 364 von mir gegebene Formel. 





n—a 
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§ 3. 


Entwickelung der Functionen D, nach Potenzen von xy 
und D = xy — yé. 

In Formel (VI) war das Produkt 2" 7” nach den Functionen 
Dy —1(a"—* y"—") entwickelt. Setzen wir nun in dieser Formel fiir 
n, m der Reihe nach die Werthepaare 

n—1,m—1; n—2, m—2;.... 
bis zu einem Werthepaare, fiir welche eine der Zahlen verschwindet 
(n — uw, m— pw), und multiplicirt die Gleichungen beziehungsweise mit 
Te Se seer 
so hat man w+ 1 lineare Gleichungen vor sich, aus denen man um- 
gekehrt die Produkte 
Du (2 y"), Du —s(@*—*y"—4) Dy. Dn (—# y"—#) De 

berechnen kann. Alsdann ergiebt sich fiir D,,(a" y”) eine Reihe von 
der Form: 
(I) Da (2° y*) = Zz ete BP. 


Auch diese Entwickelung ist nur auf eine Weise méglich. Giibe 
es niimlich fiir D,,(2" y”) 2 verschiedene Reihen dieser Art, so giibe 
es eine Relation von der Form: 

ah 2 27 
O ~ = C, gn - D . 


in welcher nicht alle Coefficienten verschwiinden. Ist @ die kleinste 


Zahl, fiir welche C, z0, so wird unsere Relation: 


A=u 
Om ZF Cz, a*—4 ym —4 D-+, 
4=e 
also, wenn man «= &, y= y setazt, wodurch D verschwindet: 
0 = Co ? 


was der Voraussetzung widerspricht. 
Ganz wie im vorigen §. ergiebt die Annahme x = &, y= fiir 
den ersten Coefficienten der Reihe (I) den Werth 


Cn * = 1. 


Die iibrigen Coefficienten findet man mittelst des-dort angewandten 
Verfahrens. Differenzirt man die Gleichung (I) erst nach 7, 9, dann 
nach y, §, und zieht die Resultate von einander ab, so findet man: 


41= 

Oo=— z Om" {(n— a) (m — A) Dt an —4—Lym—4-t 
4=0 rs 

bh A(m +n — | + 1) D-! an —4 es. 
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Wenn man nun bemerkt, dass im zweiten Theile das erste, im 
ersten Theile das letzte Glied der Summe verschwindet, und man im 
ersten Theile 4 — 1 fiir 4 setzt, so kann man hierfiir schreiben: 

i= 
Om SS t—2y—2 Di-'{(m—2 41) @—A 4100" 
> | 
+ A(m+n—A+1)C%"}. 


Daher hat man die Relation: 


m,n (m —A+t 1) (n— 1+ 1) ym, n 
i eedans ~ A(m+n—1+1) CAs 
mithin, wenn man in dieser Formel fiir 4 der Reihe nach 4 — 1, 


A —2,... 1 setzt und alle Gleichungen muliiplicirt: 
m n 
)@) 
m+n\- 
CT") 
Die Reihe (I) nimmt also die Form an: 
m nr 
4=m (") (7) 
(11) Dy, (a y") = = e + " 
a 


8 4. 


Zwischenformen |O|, welche durch Anwendung des Prozesses 


co" . (— 1) 


(— 1) ar 2 n” - 4A 


§—, _”  identisch verschwinden. 
Ox; OU; 

Ich gehe nun dazu iiber, einige viel allgemeinere Formeln abzu- 
leiten, welche die vorigen als specielle Fiille umfassen und welche 
zahlreiche geometrische Anwendungen gestatten. 

Bezeichnen wir durch 

My g. By 0:0 My 

1,9 My ooo My 
zwei contragrediente Reihen von Veriinderlichen, d. h. soleche, auf die 
nur lineare Substitutionen angewandt werden sollen, fiir welche der 
Ausdruck 

eS UL, $F Uy, +++ + Uy Ly 

ungeindert bleibt. Eine Form, welche beide Reihen von Variabeln 
enthilt, wird nach Aronhold Zwischenform genannt. Ist eine solche 


Form © vom Grade » in den x, vom Grade m in den wu, so kann 
man sie symbolisch durch den Ausdruck 


O = (MX, + PoLy +++ + Ppp)” (Uy Wy Uy Wy +++ + Up yp)" = %:, thy 
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darstellen, wo die gy, w die symbolischen Coefficienten von 0 genannt 
werden. 

Kine solche Zwischenform besitzt unter anderem die folgende 
Reihe covarianter Zwischenformen: 


a—1 m—1 n—2 m—2 et er 


PoP, Wy» Py Ps My +> PG, “wy”, 
wo mw wieder die kleinere der Zahlen m, » bedeutet, und gy den Aus- 
druck darstellt: 


Py = PY + Poe +++ + PpYp- 
Man kann jede dieser Zwischenformen aus der vorhergehenden dadurch 
ableiten, dass man die Summe ihrer zweiten nach x;, u; genommenen 
Differentialquotienten addirt und durch die Ordnungen in den x und u 
dividirt. Ich will nun durch 6 P das Resultat der Operation: 
eae eee yee 
Om, OU O22 0 Us 0x, Ou,’ 
angewandt auf irgend eine Form P, bezeichnen. Die obige Reihe 
von Zwischenformen ist dann: 





60 
~~ nm 
mz Co #0 ; 
n—1.m—1 n.nN—1.m,.m—1 
60, 60, 0 





—~n—2.m—2 n—i.n—2.m—1.m—2 n+n—1.n—2.m.m—1.m—2 
Der Prozess d soll nun angewandt werden auf das Produkt 0. w. 
Man hat dann: 
k=p (20 our 20 ous) 
— h Tipe... idee. F 
6(O- ul) =u, .60+40. du) + 2 ja tat ta te 
Von den Gliedern der rechten Seite ist das erste mnO,.ui. Da 


ferner 
1 


but = hee (ui *. x) =h(pth— 1) u. ? 


so wird das zweite Glied h(p+h—1).0. "> Das dritte end- 
lich wird: 


b=9 a BS 
h. " =, (;2 tat £0 te) = h(m + 2) .9 om 


Man hat also, indem man alles zusammenfasst: 
(IV) 8(O. uh) = mnO,.u, +h(m+n+p+h—1).0.u~*. 


Diese Formel fiihrt zu einigen bemerkenswerthen Consequenzen. 


m,n 


m,n m,n 


In Folge derselben kann man niimlich eine Constantenreihe ¢;’", 
, ... GY” so bestimmen (und zwar nur auf eine einzige Weise), 
dass die Anwendung des Prozesses 0 auf die Combination 


C 
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0+ cf" ur O, +e" U2 O, toe aa ll | 2 On 
identisch Null giebt. 
Wendet man den Prozess 8 auf diesen Ausdruck an und setzt 


das Resultat gleich Null, so findet man mit Anwendung der For- 
mel (IV): 

























O=— ‘> "8 (u\ @,) (c”" = 1) 


h=0 : 
A= 
= = "{(m — h) (n — h) On410 +h(m+n+p—h—1)9, "ie * 
k=0 


oder, wenn man im ersten Theile der Summe, deren zu h =u ge- 
hériges Glied verschwindet, h — 1 fiir h setzt: 


s= .. 
Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn die eingeklammerten 
Gréssen verschwinden. Denn bezeichnen wir diese etwa durch y,, sodass 


A=" 
a-1 
O= Fu An, 
4=1 
und wiire yp der erste dieser Coefficienten, welcher nicht verschwiinde, 
sai —. ~ | . - 
so kénnte man durch Division mit u’~ ° die Gleichung herstellen: 


O = Ope + Ue Oe4i1%e+i + 
Setzt man hierin fiir die w und x ein solches Werthsystem, fiir welches 
uz, nicht aber OQ, verschwindet, so bleibt yg =, was der Voraus- 
setzung widerspricht. 
Man hat also die Gleichungen: 


c™* ~ _ (m—h+}) (n —h-+ 1) ce o. 





h h(m+n+p—h—1) *’-1? 
und hieraus folgt, indem man fiir h der Reihe nach h —1,h—2. 
setzt, und alle Gleichungen multiplicirt: 


Cr) G) 


Gr anf IP + gai 


Prere > 


Der so gebildete Ausdruck, fiir welchen die Anwendung des Pro- 
zesses 0 identisch Null giebt, soll fortan durch 


(V) [0] = © + cf "U2 0, + oe” “uO, --- + ch "uk, 


bezeichnet werden. Durch Eintragung der obigen Werthe der ¢ er- 


giebt sich: 
OO oo 
' +n ee p- _ 





(v1) jo] — 2" (—1y 


ul On {(m —h + 1) (W—h + NG +h(m+n+p—h—N cr}. 
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§ 5. 
Entwickelung beliebiger Zwischenformen nach Formen [9]. 


Wenn im Vorigen der Ausdruck [0], welcher dem Prozess 6 unter- 
worfen, Null gab, aus den Potenzen von uw, und den Ausdriicken 9, 
zusammengesetzt wurde, welche vermittelst des Prozesses 3 aus O 
hervorgehen, so werde ich jetzt zeigen, wie umgekehrt 0 (und ebenso 
siimmtliche ©,) sich aus Potenzen von uw, und aus den iihnlich wie O 
gebildeten Ausdriicken 


[90], [0], [O.],..- 
zusammensetzen. 


Aus der Formel (VI) des vorigen §. erhilt man, indem man sie 
der Reihe nach auf die Zwischenformen 0, 0,, 9, ... anwendet, 
uw + 1 Gleichungen von der Form: 


Co 7 nm—A 

(¢) Pri 1% — h ° P 

[O,] = h=0 )  ‘jahiiaiiads Ciaiiel | hata Ue- 
h 


Multiplicirt man diese Gleichung mit uw’, so stellt sie ein System 
von Gleichungen 1'" Grades dar, aus welchem man die Gréssen 


©, O,u., O,0,-.-, One 
[9], [0,] we, [O,} se ..., [O,,] wf 


linear ausdriicken kann. Es ist uur néthig, die Entwickelung von 0 
aufzustellen; fiir diese hat man die Form: 


durch 


i= 
(I) : e— 2 Cr". [O,]. ut. 


Man beweist, wie oben, dass die Reihe eindeutig ist. Ferner 
erhiilt man sofort, wenn man ein Werthsystem einfiihrt, fiir welches 
u, verschwindet: 

0 = Ci" [O}. 


Aber aus (VI) ist dann zugleich [0] = 0, also 
Cm * an 1. 
0 


Um die iibrigen Coefficienten zu finden, wendet man auf (I) den 
Prozess 0 an. Da die Anwendung desselben auf [Q,] identisch Null 
giebt, so bleibt 


k= 
60 =n. m.0, = i Cr" [Ox]. (p +k — 1) uk" 
k=0 
t= " iC) 0|9 
+ oF og sb") o (Ad :+ x)| 
k=0 . i x; 


bu; 


=n m,n k—1 
= 2 Cr. k(m+n+p—k—1) [Olu . 
k=0 
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Die Summe kann auch von k = 1 an genommen werden, da ihr 
erstes Glied verschwindet. 


Wendet man hingegen die Formel (I) auf 0, an, so erhilt man: 
k=u— 


1 
6, = = or ade, 


k=0 


oder, indem man k — 1 fiir k setzt: 


k—1 


k=p 
O,— 5 CO" *(eju*. 
k=1 
Vergleicht man diese Reihe mit der vorigen, so erhilt man zur 


Bestimmung der C die Recursionsformel : 
i oe = 
Setzt man hierin fiir m, m, k der Reihe nach die Systeme 
m—1, n—1, k—1, 
m—2, n—2, k—2, 


m— l, n—B, k—wp, 
und bemerkt, dass nach dem Vorigen 
, ise 
so erhalt man durch Multiplication aller Gleichungen: 


is, 20 


es sy ; 





Die Reihe (I) wird demnach: 


=x  — G)@) 


a a Wu n k 
(i) we ee ‘ies: ese [Ox] «, . 
k 


In dem besonderen Falle, wo © den Factor wu’? enthilt, reducirt 
sich die Reihe rechts auf ihr letztes Glied, und es ist dann 
m n 
Oe) 


= ® — (WF P= a=) Q,.uf, (= 9," gy, oder = uy" py"). 
u 


z y Py 


Dieser Fall tritt bei einer Reihé geometrischer Probleme ein, 


z. B. bei dem Probleme der Doppeltangenten; und die in (III) ge-° 


gebene Darstellung ist dann von Wichtigkeit, indem es darauf an- 
kommt, iiberfliissige Factoren wu, aus den symbolischen Produkten 
auszuscheiden; was hier, wie man sieht, mittelst des Prozesses 0 ge- 
leistet. wird. 





os 
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§ 6. 


Ueber Formen mit » Reihen von p Veranderlichen, welche durch eine 
moglichst hohe Potenz ihrer Determinante theilbar sind. 


Fiir das Folgende ist ein Satz fundamental, dessen Beweis ich hier 
geben werde, und welcher folgendermassen ausgesprochen werden kann: 
Es sei F eine Form, welche p Reihen von Vertnderlichen 


enthailt me i is 
Tyy Uy os He 


(2) ga a 


Ty Uy ++. Xe 


(p) (p) (p) , 
Tey By wee DG 


und es sei symbolisch 

ae frit My. 2h ++ + tinh (rk = 1? x Oy yr ¥¥ vee fp om a). 
Enthilt dann F als wirklichen Factor die v'° Potenz der De- 
terminante der x, so ist der symbolische Awsdruck des anderen 


Factors von F die v'° Potenz der Determinante der r, so dass, 
wenn X die Determinante der x, R die der r bedeutet: 
(I) — < p-1) 
v\ (v 1\ (v 2 v —1 
ie ie Bea as My 
Beweis. Fir p= 1 ist der Satz selbstverstiindlich. Ich nehme 
also an, er sei fiir 1, 2... p—1 bewiesen, und will ihn fiir die 
Zahl p erweisen. 
Es werden zwei Voraussetzungen gemacht: 
1. Die Form 


) (2) py?) 
Pa rit) °F) °° ro 


hat den Factor X*, und man kann also setzen: 
F= XQ, 
wo Q die x nicht mehr enthiilt, 


2. Der Satz gilt fiir p— 1. Enthilt also eine Form von p — 1 
Reihen mit je p — 1 Variabeln, a ago Ausdruck 


a 
® = {si (1) 0) = Yip) 


ist, die y nur in der ccitinits ihrer Determinante Y, enthilt also 
® den Factor Y*, so ist 
Hibs ‘s’ YY’ 
~ (v\ (vl). (ve +p—2\’ 
i iis Ee ie Ri 


wo S die Determinante der symbolischen Coefficienten s bedeutet. 
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Zu beweisen ist, dass dann auch die Formel (I) besteht. 

Nun fihre ich statt der ersten p—1 Reihen der x p(p — 1) 
neue Veriinderliche y ein, welche mit jenen durch die folgenden p Sy- 
steme von je p — 1 linearen Gleichungen mit (p — 1)? willkiirlichen 
Substitutionscoefficienten verbunden sein sollen: 


(1) (1) ,,@) (1) (2) 3(1) (p—1) 
x; =A 9; + ayy; veep AD oy; 
(II) @) _ - y -. ae y” so 4 1 y?- 1) 


(p—1) __ wn, y (Pp—),@) |. (p—1) yp — 1) 
, = & + 4; Y; + _* 1 4% 
(¢=1,2...p). 
Die symbolischen Factoren r“ it) von F’ gehen hierdurch, bis auf 


den letzten, welcher ungeiindert bleibt, in lineare Functionen der 4 
iiber, deren Coefficienten lineare Functionen der y sind, und zwar wird 
(1) ri AY? rity EAD? ayo AP ay yy 
wo me den Ausdruck bedeutet: 
My) — Fy yy ro) y ; 

Die Determinante X der x verwandelt sich nach Einfiihrung der 
obigen Werthe der ersten p(p — 1) Gréssen # in das Produkt der 
Determinante A der 4 mit der aus den Reihen y und der letzten Reihe 
der x zusammengesetzten Determinante. Da nun nach Voraussetzung 
1. F den Factor X” enthalten soll, so enthilt es auch den Factor A’. 
Aber man kann F jetzt als Function der (p — 1)? Gréssen 4 ansehen, 
welche jede der p—1 Reihen dieser Gréssen homogen und in der 
v'" Ordnung enthilt. Indem man also die Voraussetzung 2. auf F 
anwendet, sieht man, dass F’ die Form haben muss: 


is FE al 
~ (v\ (v+i v+p—2 
te TG agile 
Dabei ist 7’ die Determinante, welche aus den Coefficienten der sym- 


bolischen Darstellung von J’ zusammengesetzt wird, wenn man bei 
dieser die 4 als die Verinderlichen ansieht. Als soleche symbolische 


Coefficienten kann man die Ausdriicke ry ansehen, welche in der 





That in den p — 1 ersten Factoren r‘ uO die Coefficienten der 4 sind; 


nur ist dann noch der in Bezug auf die 4 constante symbolische Factor 
rp) dem Resultate hinzuzufiigen. Es ist also zu setzen: 
— ») 
f= (Pp) ° R,, 


wo die aus den Coefficienten r“), der p — 1 Ausdriicke (III) ge- 
y ) DP 5 
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bildete Determinante bedeutet. Multipliciren wir aber R, mit A, so 
ergiebt sich die Determinante R, der Ausdriicke: 


@ (%) (8) (0) (0a) 
rg me A rn FA i £4 en 


(kK=1,2 eats - h=1,2...p—1). 
Und es ist also: 
rin) R,)’ 
CMbark  s: 2 
Dieser Ausdruck enthiilt die 4 und y, welche der Untersuchung fremd 
sind, bereits nicht mehr. 


Die Elemente der (y — 1) reihigen Determinante R, sind die aus 
p Summanden bestehenden Ausdriicke: 


k pt h) k h) 
Hy =r? x ol!) a) . vf 0) of (2) 


Daher list sich R, in die Summe von p Produkten entsprechender 
Determinanten auf, welche aus den unvollstiindigen Systemen 


1) At) 0) | | pftd Aw) (1) 
| Vs 72 3%, | a X 2+, 

2) 2) 2) y) i) a” 

r ry 2, ; Yo Xs 1 Wy 
| ge?—D gfp— fp 2) | } gf? - 9 glp—) gle) 
3 2 P x 2 ‘p 


zu bilden sind. Nennt man diese Reihen von Determinanten 


Wi, Yo ++ Up 


und = 
iy My - 2 = py 
so ist: 
> 
Ry = UY, + Uy y+ + Upp, 
also: 


[ne (p) «(ty + the Ye ++ + ty %) | 


OCT): e729 


Betrachten wir diesen Ausdruck als Function der 2 und der w. 
Nach Voraussetzung 1. ist F’ durch 


X = ual? + yay? ++» + wpa” 


theilbar. Daher kénnen wir die Formel am des § 5. anwenden und 
erhalten sofort: 


Fe- 





(12) py fer yee lh (wal $ ug? ---)P 
—2\ (v —1)\’ 
i Gy cs BY a Ys ae 


was die zu erweisende Iormel ist. 
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§ 7. 
Invarianten linearer Formen. 


Betrachten wir ein System linearer Formen, deren Zahl der Zahl 
der Variabeln wenigstens gleich kommt: 
(1) a L,+ as x, ie a a» Lp = a” 
(h—=1,2...9; q2p). 
Fiihren wir stati der x neue Variable z ein durch die Gleichungen : 
a= a 2, + Pe, --- + 2! 2. 
(¢—an 1,2... p). 

Eine ganze Function J der Coefficienten jener Formen, welche 
sich, wenn man statt der Variabeln x die z einfiihrt, nur um eine 
Potenz der Transformationsdeterminante X indert, ist eine Invariante 
der Formen. 

In Folge der Substitution geht die lineare Form (I) in 

eo - arty 4+ at) alle 2 arty) Bp 
tiber; an Stelle eines Coefficienten a” von 2; tritt also jetzt ein 
Coefficient a’) von é:. 

Betrachten wir nun die aus den a und aus irgend welchen 

Gréssen ¥,, Yo ..- Y_, gebildeten linearen Functionen: 


f(y) = ay % + at yy » sndadade a? Yq- 
Bilden wir solche Functionen entsprechend aus den transformirten 
Coefficienten, so erhalten wir die Ausdriicke: 


a2 + Ay Ya ake = 2 HY) + ay hy)» +P fol): 
Setzen wir 
fe (y) = 2 LY) + 2 hy) <-> +P fh), 

so gehen also durch die lineare Transformation die Ausdriicke /;(y) 
in die Ausdriicke f,,0) (y) tiber. 

Der Ausdruck J’, welcher aus der Invariante J durch die Sub- 
stitution hervorgeht, hat der Definition nach den Werth 
(II) J’= J. X’, 
wo v irgend eine ganze positive Zahl ist. Es ist also J’ eine ganze 
homogene Function v'" Grades von jeder der Gréssenreihen 


{k) (x) (k) 
Hey Uy ++. H- 


Aber bei der Bildung von J’ tritt eine solche Gréssenreihe nur 
in den Coefficienten ant) (kh =1,2...q) der transformirten Formen 








Tr 
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linear auf; daher ist auch J’ in diesen, was dasselbe ist, in den Coeffi- 
cienten jeder der Formen f,@(y) homogen vom v' Grade; mithin 
auch J selbst homogen vom v'" Grade in den Coefficienten 
a were a\” 
jeder der Functionen f(y). 
Man kann daher symbolische Coefficienten & einfiihren, so dass 
J den symbolischen Ausdruck 


T= [AEM AE)... HEMP 


annimmt, wo 
(1) x6 2) 
F.C) = a? BP tal EP. +a, 
und wo die Zeichen 


(1) (1) (1) 
a ee 


e e a & 
a gi) bom tg 
Symbole bedeuten, deren Produkte zu p.v Factoren die in J hefind- 
lichen, von den a‘ unabhiingigen Coefficienten darstellen. 


8 8. 


Zusammensetzung der Invarianten linearer Formen aus ihren 
Determinanten. 


Invarianten, wie sie im Vorigen betrachtet worden sind, unter 
anderem die Determinanten, welche aus den Coefficienten von irgend 
p der linearen Formen a“ zusammengesetzt werden. Ich werde nun 


umgekehrt beweisen, dass jede Invariante J eine ganze Function dieser 
Determinanten ist. 
Nimmt man J in der symbolischen Form des vorigen §.: 


J=[A()-AE) --- HE, 
und bildet sodann J fiir die durch die Substitution 
a; = a 2, + a 2, ... + 2 2, 
transformirten Formen, so erhalt man nach dem Vorigen: 
J’ = [fe (8) - fe (8) © - « Lele (EP) = Xd. 
Die Function J’ hat also in Bezug auf die x die Kigenschaften 


der Function F' des § 6. Wenden wir also die Formel (I) jenes §. 
auf die Function J’= X”.J an und beseitigen beiderseits den Factor 
X”’, so erhalten wir: 
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E pen Been 
~ fo\ (vy +1 +p—1)\’ 
ee. + 7 
wo R die Determinante der symbolischen Coefficienten von J’, also 


die Determinante der Grdéssen /;(§*)) ist, mit denen in den symbo- 
lischen Factoren /,,) (§) sich die a) multiplicirt finden. Da nun aber 
(1) ¢(*) Q@) ¢@) (9) ¢@ 
h(&) =a; & + a; a6 + a;' 5 ? 
so geht FR in eine Summe von Produkten iiber, deren Factoren die 


entsprechend gebildeten Determinanten der beiden unvollstindigen 
Systeme 


a) (q) | gi) = ¢@) (1) 
G @ «+. @, | 8 Bee 
a) (2) (9) | x) (2) (2) 
a @ ...@, 4% Ree & | 
| ier | A ee | 
(1) (2) (9) | ¢(p) ¢(p) (p) 
a a... a | - & <<. E | 


sind. Die Determinanten des ersten Systems aber sind die im Ein- 
gange bezeichneten Determinanten, und die Darstellung von J als 
ganze Function von diesen ist also geleistet. 

Man kann nun in der folgenden Weise eine Kegel ableiten, welche 
zweckmiissiger angewandt wird, um gegebene Invarianten linearer 
Form durch die aus ihren Coefficienten zusammengesetzten Deter- 
minanten auszudriicken. Bezeichnen wir eine aus den Coefficienten 
derjenigen linearen Formen, deren obere Indices 

ee Se 
sind, gebildete Determinante symbolisch durch das Produkt 


(i) 
1? @ 


a 2 tee 


a'r), 
P 
Ein solches symbolisches Produkt bedeutet immer dieselbe Deter- 
minante, sobald die Gesammtheit der oberen Indices dieselbe ist, und 
zwar positiv oder negativ, je nach der Permutationsclasse, welcher 
die Reihenfolge der Indices ¢,, 7, ... % angehdrt. Ein symbolisches 
Produkt, in welchem zwei gleiche obere Indices vorkommen, bedeutet 
jederzeit Null. 

Alsdann iiberzeugt man sich leicht, dass die durch R bezeichnete 
Determinante der Gréssen /; (§) ersetzt werden kann durch das sym- 
bolische Produkt 


BE) = @, (8) - p2 (E) «~~ Gr (E), 
in welchem g; (§“)) den Ausdruck 
, . é) g(k i : i 
wi (B) = a 2 + a Bb oi 
bedeutet. Denn indem man aus diesen Ausdriicken das Produkt FR (&) 
bildet, erhilt man Produkte der Form: 
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g) ee Se , 

multiplicirt mit den entsprechenden Produkten der @, also mit der 
entsprechenden Determinante, positiv oder negativ genommen, je nach 
Anordnung der oberen Indices, und diese Determinante wird also 
schliesslich in die entsprechende Determinante der § multiplicirt, wie 
dies bei der Entwickelung von R der Fall ist. 

Um nun die in J auftretende Potenz R’ zu bilden, miissen wir: 
v symbolische Produkte der g multipliciren, und die Symbole dabei 
durch obere Indices unterscheiden. Indem also jedem Factor FR ein 
oberer Index der Formen g in dem Produkte der R(§) zugeordnet 
wird, ergiebt sich: 


CF a . 
Br = "TT" 9? &) . 9 @®) ... 9? (G). 
e= 
Fiihren wir dies in J ein, so ergiebt sich: 


— a ole) 
S$ ¢=3 


J = -_t—* ce 
v\ (y+i1 v —1 
aT dy Oe sae 
Vergleichen wir diese Darstellung, in welcher die Produkte der 
« symbolisch die Determinanten der Coefficienten der linearen For- 
men, die & die von diesen Coefficienten freien Coefficienten der gege- 
benen Invariante J bedeuten, mit der Darstellung von J, in welcher 
nur diese letzteren Symbole auftreten: 


J=[f (6) 2) --- HE”), 
so kénnen wir leicht eine Regel ableiten, vermége deren J als Funce- 
tion der Determinanten sich darstellen liisst. Denn wenn wir J in 
der zweiten Form wiederholt (im Ganzen vmal) nach den Coefficienten 
(i) (2) (9) 
eS; @:---& 


t t 

jeder der Coefficientenreihen der f differenziren, und die Incremente 
immer durch Coefficienten der Formen gq’, gm”... ersetzen, so erhalten 
wir endlich: Re ars 

"ll TL o® (g0 

! 
(vi). WM I go (§®). 

e=1i=1 
Abgesehen von dem Factor (v!)", ist dies genau der Ziihler der an- 
deren Darstellung von J, und wir kénnen folgenden Satz aussprechen: 

So ? a 


Um die Invariante J durch die Determinanten D der Coefficienten 
der linearen Formen. auszudriicken, differenzire man J vmal_ hinter 
einander nach jeder der Coefficientenreihen 


(t) (2) (9) 
Gp Gy see Gy 


t 
und ersetze die Incremente durch die Coefficienten immer anderer linea- 
rer Functionen 

Mathematische Annalen. V, 8 
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(1) (2) (q) 
QP; > Pir +++ Qi - 


Ersetzt man sodann die Produkte der Coefficienten von Formen 
mit gleichem oberen Index durch die entsprechenden Determinanten D, 
so erhdlt man eine ganze Function der D, welche gleich 


(C)CT)---CF?— 4). nrg 


9. 


ist. 


SR 


Die partiellen Differentialgleichungen fiir die Invarianten. 


Aus der soeben geleisteten Darstellung von J folgt sofort, dass 
diese Invariante gewissen bekannten partiellen Differentialgleichungen 
geniigt. Jede der Determinanten, als deren ganze Function J dar- 
gestellt wurde, verschwindet, Wenn man dieselbe nach einer Reihe 


1 2 4 
 e.... & 
t t 
differenzirt und die Differentialquotienten mit den Gliedern einer an- 


deren Reihe 
a) 4@) a® 


Gy Gy ees a 


multiplicirt addirt. Ist also D eine jener Determinanten, so geniigt 
D den p(p — 1) = Differentialgleichungen : 
oD a a® oD w > 
a +— z a, soe pf — aa —9 (iZh). 
Da nun J eine ganze Function oh D ist, so geniigt J demselben 
System von oe so dass auch 
od a a® . CC) s>-B 
"9 = is a, =0 (i=). 


e an aa” k 


Da ferner J ms den Coefficienten jeder der Formen /, also in den 
Termen jeder dieser Reihen, vom Grade v ist, so gentigt es noch den 
Pp a saateaae? 


C al) 





a” a es ta 
e ra “, + —" = vd, 
’ 


sain @ 
welche mit ersteren zusammen das bekannte System bilden. 
Geniigt umgekehrt eine ganze Function der a den p* Differential- 
gleichungen 
J y , ree a oS lo 
OF a + 2 a” ot tee =| 0 fir ick, 


(1) Aa) oar 
da; eG; vd fir i=k, 


so ist J eine niin der q linearen Formen 


ay? x, + af? a, +--+ a” Ly (A=1,2... 9). 








di 


V 
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Man beweist dies folgendermassen. Nach § 7. gehen in Folge 
der linearen Substitution 
= a of) 4 a J are f* 


(4) 


die Coefficienten a," in Coefficienten a mc) iiber. Zugleich mége J in 


J’ iibergehen. Dam hat man auch . 


au’ (2) 0 fir i2=k 
(iy = ain + - "sa ae | . * 
+a -@ {h) vd’ fir i=k. 


(h) 


Da nun J’ die Groéssen 2; (”) 


nur in den Verbindungen a’ ent- 
hilt, so sind diese — identisch mit den folgenden: 
hi a4 2 Peo oJ" 1) 0 fiir i 2k 
alt) rn : o a") p i , oe . 
p vd’ fir i=k. 
Diese oe sind linear fiir die Differentialquotienten von 
J’; lést man sie auf, so ooh man 


ag es 7 ox 
x. a = vd aa” ’ 





wo X die sieeiiteabaiiiaile und also, wenn man das Diffe- 
‘ h) . ” 
rential von J’ in Bezug auf die _” bildet : 
XdJ’=vd'dX, 
oder: . . 


J =X. 9, 


h * . : 
” unabhiingig ist. 


wo Y von den at 


Betrachtet man nun die specielle Substitution, in welcher die x 
mit gleichen Indices 1, die iibrigen 0 sind, so wird 


ay = a,”, J’=J, X=1, 
Quad: 
Sw Si, 


also J eine Invariante, wie zu beweisen. 


also: 


mithin: 


§ 10. 
Combinanten. 


Die Eigenschaften der Combinanten, welche den Gegenstand dieses 
Aufsatzes bilden, ergeben sich nunmehr aus dem Vorhergehenden ohne 
Weiteres. 

Es seien f,, f, ... f, irgend p homogene Functionen »'" Grades 
der Variabeln z,, 7, ... %,. Hine solche Function f; besitzt im All- 
gemeinen 
8* 
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(" sda ') =4 


Glieder; die Coefficienten derselben will ich durch 


a”. a® (9) 
Gi’, Bip eee G 


bezeichnen. 

Unter den simultanen Invarianten (Covarianten, Zwischenformen 
ete.) der Formen /; werden diejenigen als Combinanten bezeichnet, 
welche, wenn man statt der /; die linearen Combinationen derselben 


7 nD ) ¢ ly 
F=2P fi tah: - +o ph 
7 (2 2 Af: 

F,=aP fi tap h--- +a fh 


(Pp) aAP) (p) 
F, —_ ~ fi + a, fh . a + a fp 


als Grundformen einfiihrt, sich nur um einen Factor iindert, der eine 
Potenz der Determinante X der ~z ist. 

Es sind also die Combinanten der Formen f,, f, ..+ {, eugleich 
Invarianten der linearen Formen 


a”) X, + al) X, +--+ a” xX, (h=1,2...49)3 


und umgekehrt, ist eine simultane Invariante (Covariante ete.) der For- 
men { gleichzeitig cine simultane Invariante dieser q linearen Formen, 
so ist sie eine Combinante. 

Differenzirt man demnach eine Combinante J partiell nach den 
Coefficienten irgend einer der Formen f;, und addirt die Differential- 
quotienten, multiplicirt mit den entsprechenden Coefficienten einer an- 
deren der Formen, f;, so erhdlt man den Werth 0. 

Hat umgekehrt eine simultane Invariante (Covariante ete.) der f 
die Eigenschaft, dass dieser Prozess immer ot Null fiihrt, so ist J 
eine Combinante der Formen f. 

Ich werde nun zeigen, dass jede Combinante J der Formen 
fi, fo --- fp eine Invariante (Covariante etc.) der Form 


LA(yY) fy) --- Ay) | 
Ky) =| AY”) hy) --- hy | 


eee 


ist, in welcher die Grissen 


fiy), fity) ... f(y) 


die Function {; bedeuten, beziehungsweise geschrieben mit einer der fol- 
genden p Reihen von Variabeln: 
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af) (1) (1) 
Yi» Yors++ Y, 


(2) (2) (2) 
Yr» Yor-+- Y, 


si”, 9" 

Denken wir uns niimlich in den Functionen / statt der Produkte 

und Potenzen der y, einschliesslich der mit ihnen verbundenen Poly- 

nomialcoefficienten, je q Variable § gesetzt, von denen die f dann 
linear abhiingen, so dass 


f(y) = a & 4 a 6. 4 a gO 
Die Form R(y) geht dann genau in die in § 7. durch 2 (&) be- 


zeichnete Form iiber. Dort aber war bewiesen, dass eine Invariante 
- J der linearen Formen 


() () (H) 
ay X, + a, X,+--+ a" Xp 
erhalten wird (bis auf einen Zahlenfactor), indem man ihren Ausdruck 


nach den Coefficientenreihen 


(1) (2) (9) 
as) Gi +++ G; ? 


also nach den Coefficientenreihen der f differenzirt und statt der In- 
cremente die Coefficienten der symbolischen Darstellung von R (&): 


RB (8) = 9, (6) « 9. (E) «-- Gy (BE) 
einfiihrt. Das Endresultat enthilt also nur Coefficienten von F (&), 
oder, was dasselbe ist, von R(y), da der in R(y) anzustellende Ueber- 
gang von den y zu den & und zuriick ein vollkommen eindeutiger ist, 
und ist somit eine Invariante (Covariante etc.) von R(y), was zu be- 
weisen war. 


y?) 


) 
peer Ye 


§ 11. 
Combinanten binarer Formen. 


Ich werde diese Betrachtungen nun auf die einfachsten Fille der 
bindren Formen anwenden. 

Es ist bewiesen, dass die Invarianten und Covarianten einer binii- 
ren Form mit beliebig vielen Reihen von Variabeln immer auf die 
eines simultanen Systems zuriickgefiihrt werden kénnen, welches nur 
eine Reihe von Variabeln enthilt; sodann dass ein solches System 
immer ein endliches vollstindiges System von Invarianten und Co- 
varianten besitzt (vergl. diese Annalen Bd. 3. 8. 365). Wenn also 
nach dem Vorigen die Combinanten eines Systems binarer Formen 
immer die Invarianten und Covarianten einer Form R mit mehreren 
Reihen von Variabeln sind, so folgt sofort der im Eingange erwahnte 
Satz: 
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Die Combinanten eines Systems bindrer Formen sind ganze Func- 
tionen eines endlichen vollstindigen Systems von Combinanten. 
Dieses System will ich nun fiir einige Fille angeben. 
Die Combinanten zweier bindren Formen f und @ sind die In- 
varianten und Covarianten der Form 
Ft = f(x) yy) —fY) 9 (@), 
also (vergl. diese Annalen Bd. 3. 8. 365) ihrer Elementarcovarianten 
(,9); (9) (f,9)°--- 
Sind { und » quadratisch, so sind ihre Combinanten die Covarian- 
ten und Invarianten ihrer Functionaldeterminante 
t= (f »@); 
also ganze Functionen der Formen: 
@ und (@, @)?. 
Sind f und » cubisch, so sind ihre Combinanten die Covarianten 
und Invarianten der beiden Formen 


a= (f, 9) und (f; 9)’; 
also ganze Functionen der Formen: 
(f, 9)*; & A= (@, 8); (#, 4)'; (A, 4); (A, of. 
Die Combinanten von drei bindren Formen f, », w sind die In- 
varianten und Covarianten der Form 
f(x) fy) fe 
R=| 9(@) py) ¥() 
v(x) vty) ¥() 
Bezeichnen wir nun f, g, ~ symbolisch durch 
f (x) = (a,%, + a2)" = az 
9 (@) = (by, + bya)” = UF 
v(x) = (2, + & a)" = cz, 
so wird R die Summe der Produkte entsprechender Determinanten 
aus den beiden unvollstiindigen Systemen: 





n n—1 mn—2 2 n 
a, a, Oy a, a, » a, | 
—1 —2 72 } 
u an ee | 
n a@-—i. n—2 2 ” 
C, C, Cy C, Cy Cy 


und 


n n n—1 n\ n—2 2 lt | 
at (*) t-te, (2) attat ... at | 
n n n—1 n n—2 2 n | 
Ys (*) Y; Yo (? y, Ys it ines Yo 


| ” nm\ .n—1 e\ »—2 2 - 
‘= on *s. Gee... 
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Es sind aber die aus dem letzten Systeme entstehenden Deter- 

minanten durch (wy) (yz) (¢”) theilbar. Man hat daher 
R= (xy) (y2) (ex). B, 

und die gesuchten Combinanten sind also Invarianten etc. von fF’. 

Die Form RF’ enthailt nur 3 Reihen von Variabeln, aber ihre Bil- 
dung ist nicht so einfach, wie die einer anderen Form, welche man 
an Stelle derselben benutzen kann und welche ich jetzt bilden werde. 
Diese enthilt eine gréssere Anzahl Reihen von Variabeln; aber. ihr 
symbolischer Ausdruck ist ausserordentlich einfach und iibersichtlich. 

Ich denke mir ausser den 3 Formen f, g, w noch n — 2 andere 
Formen 6 m'*" Grades, welche mit den Variabeln ¢ geschrieben, aus 
den Produkten der linearen Factoren (xt) (yt) (2¢t) mit den (n — 3)' 


Potenzen linearer Formen 


(1) (2) (n — 2) 
D> BD, +o BD, 


bestehen mdgen; und bezeichne diese Formen n' Grades symbolisch 
durch (s‘’)", (s®)” ete., so dass 
a) = (s{)" = (wt) (yt) (et) . (pp). 
Ich betrachte nun eine Determinante S, gebildet aus den (n + 1)? 

Werthen, welche die Functionen 

{, 9, ¥, 6, 6, 2.2. o-% 
annehmen, wenn man in ihnen die Veriinderlichen der Reihe nach 
durch die Veriinderlichen 

2, 9, 8, PM, WP, ...P-% 
ersetzt, von denen die letzteren ganz beliebig sind. Diese Deter- 
minante S kann man nun auf zwei verschiedene Arten in Factoren 
zerlegen. Erstens kann man von dem Umstande Gebrauch machen, 
dass die Functionen o fiir die Werthsysteme x, y, 2 verschwinden. 
Da hierdurch in 3 Reihen der Determinante S alle Elemente ver- 
schwinden, bis auf diejenigen, welche in R vorkommen, so zerfiallt 
S in R und die Determinante der Werthe, welche die Functionen 6 
fiir die Variabeln ¢*) annehmen. In letzterer enthiilt aber jede Reihe 


ein Produkt 

(ot) (yt) (6t), 
und indem man diese Produkte absondert, bleibt die Determinante der 
(n — 3)? Ausdriicke 

(p? + pe n—3 
iibrig, d. h. abgesehen von einem Zahlenfactor u das Produkt der 
Gréssen po pe — pe? ms multiplicirt mit dem Produkte der Groéssen 
Ye) — 4. Bezeichnet man ersteres durch P, letzteres durch 7, 


und bezeichnet man ferner durch X, Y, Z die Ausdriicke 
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X = (atl) (wt)... (wt- 9) 


Y = (yé) (yt#®) ... (yt) 
Z = (et) (et) ... (2t™-9%), 


so ist: 
(1) S=weRPT.XYZ. 
Fiir w findet man leicht den Werth 
n— 3\ (n—3 n—3 
n= ( 1 )( 2 )--- Gx): 

Die Formel (I) giebt die erste Darstellung von S. Man kann 
aber zweitens die urspriingliche Form von S direct zerlegen, und zwar 
in ihnlicher Weise wie die Determinante der (p,)"—*. Es wird dann 
S gleich der Determinante der Gréssen 


n n—1 


= 


a @ .@ ...a, 
n n—1 n 
i ge ESS 
n wl ” 
C C Cy Cy 

n n— n 
@ (1) (2) 
5; 1 2 ’ 8: 


multiplicirt mit der Determinante der Gréssen 


n n—1l n 
x, xz, . Xo eee x, 
n n—1 n 
a ae ae 
n n—1 n 
ae ae . & 


—1 n 
qy" 4a)” (1) (1) 
tt i i 


und mit dem Produkte der Binomialcoefficienten : 
r=()(9 (9) 
Die erste Determinante ist das Produkt (ab) (bc) (ea), multiplicirt 
mit den Produkten der Ausdriicke 
(as), (bs), (es), 
welches durch M bezeichnet werden midge, und mit dem Produkte 
= der Ausdriicke (ss); die zweite ist 
(xy) (yz) (ex). XYZT. 
Man hat also zweitens: 


(II) S=v. (xy) (yz) (ex). XYZT MZ. (ab) (be) (ca). 
Vergleicht man beide Ausdriicke von S, so sieht man, dass 

X.Y¥.Z.T sich forthebt, und ebenso das Produkt (xy) (yz) (2), 

wenn man nur # durch # ausdriickt. Es bleibt also die Gleichung: 








— BS Ky 
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RK. P= Zz - Z- (ab) (be) (ca) - M. 


Um nun noch das Produkt P zu beseitigen, muss man in M und 
= fiir die Symbole s ihre wirklichen Werthe einfiihren. Fiir den 
Zweck der Untersuchung aber geniigt die Bemerkung, dass in Iv 
hiernach die Coefficienten der f, g, ~ nur insofern vorkommen kon- 
nen, als sie aus dem symbolischen Produkte 


(ab) (be) (ca) . M = (ab) (be) (ca) HT (as) (6x9) (cs!) 


hervorgehen, d. h. soweit sie in der Form 
i=n—2 
(111) Q@ = (ab) (be) (ca) Taya bya ey 


vorkommen. Alle Combinanten von f, g, y sind auch Invarianten ete. 
der Form Q; wihrend es umgekehrt evident ist, dass @ selbst, also 
auch alle aus @ abgeleiteten Formen, Combinanten sind. Denn es 
ist Q nichts anderes, als die Determinante, welche man aus den 9 
Elementen 

ft. =a, a, (1) (2) eeey 


Pix = b. b. ba) bie . “2 ? 


Vv, — C; C, Ca) Cy) ° 
bildet, so dass 


fu te fe | 
V=—| On Pir Px | > 
: Vir Vig Ve 





wo es .ean evident ist, dass dieser Ausdruck, wenn /, 9, w durch 
lineare Combinationen derselben ersetzt werden, sich nur um die De- 
terminante der Combinationscoefficienten indert. 


Man kann also mit Nutzen an Stelle von R’ die einfachere Bil- 
dung Q@ zu Grunde legen, obwoll dieselbe » — 2 Reihen von Ver- 
iinderlichen statt nur dreier enthilt, und den Satz aussprechen: 


Alle Combinanten dreier binirer Formen f, 9, ¥ sind In- 
varianten etc. von Q. 


Wenden wir dies auf die einfachsten Fille an. Sind f, 9, 
quadratisch, so ist Q die Invariante 
@ = (ab) (be) (ca), 
und damit die einzige existirende Combinante. 
Sind f, p, w cubisch, so wird 
( = (ab) (be) (€a) az by Cx 
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eine cubische Form. Die Combinanten sind also simmtlich ganze 
Functionen der Formen 


Q, (QQ)? =—Fr, (@, 7), (t, 2). 
Vier quadratische Formen besitzen keine Combinante mehr, ebenso 
wenig mehr als 4 quadratische Formen. 
Die einzige Combinante, welche vier cubische Formen besitzen, 
ist die Determinante ihrer Coefficienten; mehr als 4 cubische Formen 
hesitzen keine Combinante mehr. 


Giessen, October 1871. 




















Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie 
der trigonometrischen Reihen. 


Von G. Canror in HAuwe a. §. 


Im Folgenden werde ich eine gewisse Ausdehnung des Satzes, 
dass die trigonometrischen Keihendarstellungen eindeutig sind, mit- 
theilen. 

Dass zwei trigonometrische Reihen: 
$b, + XZ (a, sin na + b, cosnx) und $b. + 2 (a,' sin nx + b,' cos nz), 
welche fiir jeden Werth von « convergiren und dieselbe Summe haben, 
in ihren Coefficienten iibereinstimmen, habe ich im ,,Journal fiir die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 72. 8. 139“ nachzuweisen 
versucht; in einer auf diese Arbeit sich beziehenden Notiz habe ich 
a. a. O.’ferner gezeigt, dass dieser Satz auch erhalten bleibt, wenn 
man fiir eine endliche Anzahl von Werthen des x entweder die Con- 
vergenz oder die Uebereinstimmung der Reihensummen aufgiebt. 

Die hier beabsichtigte Ausdehnung besteht darin, dass fiir eine 
unendliche Anzahl von Werthen des x im Intervalle (0... (2z)) auf 
die Convergenz oder auf die Uebereinstimmung der Reihensummen 
verzichtet wird, ohne dass die Giiltigkeit des Satzes aufhort. 

Zu dem Ende bin ich aber genéthigt, wenn auch zum gréssten 
Theile nur andeutungsweise, Erérterungen voraufzuschicken, welche 
dazu dienen mégen, Verhiiltnisse in ein Licht zu stellen, die stets auf- 
treten, sobald Zahlengréssen in endlicher oder unendlicher Anzahl 
gegeben sind; dabei werde ich zu gewissen Definitionen hingeleitet, 
welche hier nur zum Behufe einer méglichst gedriingten Darstellung 
des beabsichtigten Satzes, dessen Beweis im § 3. gegeben wird, auf- 
gestellt werden. 

§ 1. 

Die rationalen Zahlen bilden die Grundlage fiir die Feststellung 
des weiteren Begriffes einer Zahlengrésse; ich will sie das Gebiet A 
nennen (mit Einschluss der Null). 

Wenn ich von einer Zahlengrésse im weiteren Sinne rede, so 
geschieht es zunichst in dem Falle, dass eine durch ein Gesetz ge- 
gebene unendliche Reihe von rationalen Zahlen: 


(1) Gay Bay «+ + Gap bons 
vorliegt, welche die Beschaffenheit hat, dass die Differenz d,4— Gn 
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mit wachsendem » unendlich klein wird, was auch die positive ganze 
Zahl m sei, oder mit anderen Worten, dass bei beliebig angenom- 
menem (positiven, rationalen) ¢ eine ganze Zahl m, vorhanden ist, so 
dass (G_4m— Gn) < €, wenn n>, und wenn m eine beliebige po- 
sitive ganze Zahl ist. 

Diese Beschaffenheit der Reihe (1) driicke ich in den Worten aus: 
» Die Reihe (1) hat eine bestimmte Grenze b.“ 

Es haben also diese Worte zuniichst keinen anderen Sinn, als 
den eines Ausdruckes fiir jene Beschaffenheit der Reihe, und aus dem 
Umstande, dass wir mit der Reihe (1) ein besonderes Zeichen b ver- 
binden, folgt, dass bei verschiedenen derartigen Reihen auch ver- 


schiedene Zeichen b, b’, b”, ... zu bilden sind. 
Ist eine zweite Reihe: 
(1') ee 


gegeben, welche eine bestimmte Grenze b’ hat, so findet man, dass 
die beiden Reihen (1) und (1’) eine von den folgenden 3 Beziehungen 
stets haben, die sich gegenseitig ausschliessen: Entweder 1. wird 
@, — a, unendlich klein mit wachsendem » oder 2. a, — a,’ bleibt 
von einem gewissen » an stets grésser, als eine positive (rationale) 
Grosse « oder 3. a, — a, bleibt von einem gewissen » an stets klei- 
ner, als eine negative (rationale) Grésse — «. 

Wenn die erste Beziehung stattfindet, setze ich: 

b=VJU, 
bei der zweiten b > Db’, bei der dritten b < U’. 

Ebenso findet man, dass eine Reihe (1), welche eine Grenze b 
hat, zu einer rationalen Zahl a nur eine von den folgenden 3 Be- 
ziehungen hat. Entweder: 

1, wird a, — @ unendlich klein mit wachsendem », oder 2. a, — a 
bleibt von einem gewissen » an immer grosser, als eine positive 
(rationale) Grosse ¢ oder 3. a, —a bleibt von einem gewissen » an 
immer kleiner,.als eine negative (rationale) Grésse — «. 

Um das Bestehen dieser Beziehungen auszudriicken, setzen wir resp. : 

ba, b>a, b<a. 

Aus diesen und den gleich folgenden Definitionen ergiebt sich als 
Folge, dass, wenn b die Grenze der Reihe (1) ist, alsdann b — a, mit 
wachsendem » unendlich klein wird, womit nebenbei die Bezeichnung 
,,Grenze der Reihe (1) fiir b eine gewisse Rechtfertigung findet. 

Die Gesammtheit der Zahlengréssen b mége durch B bezeichnet 
werden. 

Mittelst obiger Festsetzungen lassen sich die Elementaroperatio- 
nen, welche mit rationalen Zahlen vorgenommen werden, ausdehnen 
auf die beiden Gebiete A und B zusammengenommen. 








lm Om mk ath 














Zur Theorie der trigonometrischen Reihen. 125 


Sind niimlich b, 0’, b” drei Zahlengréssen aus B, so dienen die 


Formeln: 
b 


bv’ 
als Ausdruck dafiir, dass zwischen den den Zahlen b, b’, b” ent- 
sprechenden [eihen: 


b+ Vand", ban V, 


— bb” 


ay We tes os 
Gea: Mes ae 8 
eo + 
resp. die Beziehungen bestehen: 


lim (a, -+ a,’ — ay’) = 0, lim (@y @y’— dy") = 0, 


. a, ” 
lim (-—| — a,”) = 0, 
a, 


wo ich auf die Bedeutung des Lim-Zeichens nach dem Vorhergehenden 
nicht niiher einzugehen brauche. Aehnliche Definitionen werden fiir 
die Fiille aufgestellt, dass von den drei Zahlen eine oder zwei dem 
Gebiete A angehoéren. 

Allgemein wird sich daraus jede mittelst einer endlichen Auzahl 

von Klementaroperationen gebildete Gleichung: 

F (b, v, ... WO) = 0 
als der Ausdruck fiir eine bestimmte Beziehung ergeben, welche 
unter den Reihen stattfindet, durch welche die Zahlengréssen b, 
b’, b”, ... b@ gegeben sind.*) 

Das Gebiet B ergab sich aus dem Gebiete A; es erzeugt nun in 
analoger Weise in Gemeinschaft mit dém Gebiete A ein neues Ge- 
biet C.  - 

Liegt niimlich eine unendliche Reihe: 


(2) Fe eee eee 


von Zahlengréssen aus den Gebieten A und B vor, welche nicht siimmt- 
lich dem Gebiete A angehdren, und hat diese Reihe die Beschaffen- 
heit, dass bp4m™ — 0b, mit wachsendem » unendlich klein wird, was 
auch m sei, eine Beschaffenheit, die nach den vorangegangenen Defini- 
tionen begrifflich etwas ganz Bestimmtes ist, so sage ich von dieser 
Reihe aus, dass sie eine bestimmte Grenze ¢ hat. 


? 


*) Wenn z. B. eine Gleichung p'™ Grades mit ganzzahligen Coefticienten: 
f (a) =0, eine reelle Wurzel  besitzt, so heisst dies im Allgemeinen nichts an- 
deres, als dass eine Reihe: 
yy Bigs 2 +9 Gy se 
von der Beschaffenheit der Reihe (1) vorliegt, fiir deren Grenze das Zeichen 
gewiihlt ist, welche ausserdem die Eigenschaft hat: 


lim f (4,) = 0. 
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Die Zahlengréssen ¢ constituiren das Gebiet C. 

Die Definitionen des Gleich-, Grésser- und Kleinerseins, sowie der 
Elementaroperationen sowohl unter den Gréssen ¢, wie auch zwischen 
ihnen und den Gréssen der Gebiete B und A werden dem Friiheren 
analog gegeben. 

Wiihrend sich nun die Gebiete.B und A so zu einander verhal- 
ten, dass zwar jedes a einem b, nicht aber umgekehrt jedes b einem a 
gleichgesetzt werden kénnen, stellt es sich hier heraus, dass sowohl 
jedes b einem ¢, wie auch umgekehrt jedes ¢ einem 0b gleich gesetzt 
werden kénnen. 

Obgleich hierdurch die Gebiete B und C sich gewissermassen 
gegenseitig decken, ist es bei der hier dargelegten Theorie (in welcher 
die Zahlengrésse, zuniichst an sich im Allgemeinen gegenstandlos, 
nur als Bestandtheil von Siitzen erscheint, welchen Gegenstiindlichkeit 
zukommt, des Satzes z. B., dass die entsprechende Reihe die Zahlen- 
grésse zur Grenze hat) wesentlich, an dem begrifflichen Unterschiede 
der beiden Gebiete B und C festzuhalten, indem ja schon die Gleich- 
setzung zweier Zahlengriéssen b, b’ aus B ihre Identitiit nicht ein- 
schliesst, sondern nur eine bestimmte Relation ausdriickt, welche 
zwischen den Reihen stattfindet, auf welche sie sich beziehen. 

Aus dem Gebiete C und den vorhergehenden geht analog ein Ge- 
biet D, aus diesen ein F hervor u. s. f.; durch 4 solecher Uebergiinge 
(wenn ich den Uebergang von A zy B als den ersten ansehe) gelangt 
man zu einem Gebiete Z von Zahlengréssen. Dasselbe verhiilt sich, 
wenn man die Kette der Definitionen fiir Gleich-, Grésser- und Kleiner- 
sein und fiir die Elementaroperationen von Gebiet zu Gebiet vollzogen 
denkt, zu den vorhergehenden, mit Ausschluss von A, so, dass eine 
Zahlengrésse | stets gleich gesetzt werden kann einer Zahlengrésse 
k, i, .. €, b, und umgekehrt. 

Auf die Form solcher Gleichsetzungen lassen sich die Resultate der 
Analysis (abgesehen von wenigen bekannten Fillen) zuriickfiihren, ob- 
gleich (was hier nur mit Riicksicht auf jene Ausnahmen beriihrt sein 
mag) der Zahlenbegriff, soweit er hier entwickelt ist, den Keim zu einer 
in sich nothwendigen und absolut unendlichen Erweiterung in sich triigt. 

Es scheint sachgemiss, wenn eine Zahlengriésse im Gebiete L 
gegeben ist, sich des Ausdruckes zu bedienen: sie ist als Zahlen- 
grésse, Werth oder Grenze a Art gegeben, woraus ersichtlich ist, 
dass ich mich der Worte Zahlengrisse, Werth und Grenze im Allge- 
meinen in gleicher Bedeutung bediene. 

Kine mittelst einer endlichen Anzahl von Elementaroperationen 
aus Zahlen 1, I, ... 1@ gebildete Gleichung F'(/, , ... 1@) =O 
erscheint bei der hier angedeuteten Theorie genau genommen als der 
Ausdruck fiir eine bestimmte Beziehung zwischen @ + 1, im Allge- 





i al 


= he 
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meinen Afach unendlichen Reihen rationaler Zahlen; es sind dies die 
Reihen, welche aus den einfach unendlichen, auf die sich die Gréssen 
By Byes’ i@) zuniichst beziehen, hervorgehen, indem man in ihnen 
die Elemente durch ihre entsprechenden Reihen ersetzt, die entstehenden 
im Allgemeinen zweifach unendlichen Reihen ebenso behandelt und 
diesen Prozess so lange fortfiihrt, bis man nur rationale Zahlen vor 
sich sieht. 

Es sei mir vorbehalten auf alle diese Verhiltnisse bei einer andern 
Gelegenheit ausfiihrlicher zuriickzukommen. Wie die in diesem § auf- 
tretenden Festsetzungen und Operationen mit Nutzen der Infinitesimal- 
analysis dienen kénnen, darauf einzugehen ist hier gleichfalls nicht 
der Ort. Auch das Folgende, wo der Zusammenhang der Zahlen- 
gréssen mit der Geometrie der geraden Linie dargelegt wird , beschrinkt 
sich fast nur auf die nothwendigen Siitze, aus welchen, wenn ich nicht 
irre, das Uebrige mittels rein logischer Beweisfiihrung abgeleitet werden 
kann. Zum Vergleiche mit § 1. und § 2. sei das 10. Buch der ,,Ele- 
mente des Kuklides“ erwiihnt, welches fiir den darin behandelten 
Gegenstand massgebend bleibt. 


§ 2. 


Die Punkte einer geraden Linie werden dadurch begrifflich be- 
stimmt, dass man, unter Zugrundelegung einer Masseinheit, ihre Ent- 
fernungen, Abseissen, von einem festen Punkte 0 der geraden Linie 
mit dem -+ oder — Zeichen angiebt, jenachdem der betreffende Punkt 
in dem (vorher fixirten) positiven oder negativen Theile der Linie von 
o aus liegt. 

Hat diese Entfernung zur Masseinheit ein rationales Verhiiltniss, 
so wird sie durch eine Zahlengrésse des Gebietes A ausgedriickt; im 
andern Falle ist es, wenn der Punkt etwa durch eine Construction 
bekannt ist, immer méglich, eine Reihe: 


(1) By 5 Gey +> Ony-s 

anzugeben, welche die in § 1. -ausgedriickte Beschaffenheit und zur 
fraglichen Entfernung eine solche Beziehung hat, dass die Punkte der 
Geraden, denen die Entfernungen a,, a,,...@n,.- zukommen, dem 
zu bestimmenden Punkte mit wachsendem m unendlich nahe riicken. 

Dies driicken wir so aus, dass wir sagen: Die Entfernung des 
zu bestimmenden Punktes von dem Punkte o ist gleich b, wo b die der 
Reihe (1) entsprechende Zahlengrésse ist. 

Hierauf wird nachgewiesen, dass das Grésser-, Kleiner- und Gleich- 
sein von bekannten Entfernungen in Uebereinstimmung ist mit dem 
in § 1. definirten Grésser-, Kleiner- und Gleichsein der entsprechenden 
Zahlengréssen, welche die Entfernungen angeben. 
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Dass nun ebenso auch die Zahlengréssen der Gebiete C, D,....... 
befihigt sind, bekannte Entfernungen zu bestimmen, ergiebt sich ohne 
Schwierigkeit. Um aber den in diesem § dargelegten Zusammenhang 
der Gebiete der in § 1. definirten Zahlengréssen mit der Geometric 
der geraden Linie vollstindig zu machen, ist nur noch ein Axiom hin- 
zuzufiigen, welches einfach darin besteht, dass auch umgekehrt zu 
jeder Zahlengrésse ein bestimmter Punkt der Geraden gehért, dessen 
Coordinate gleich ist jener Zahlengrésse und zwar in dem Sinne gleich, 
wie solches in diesem § erklirt wird.*) 

Ich nenne diesen Satz ein Axiom, weil es in seiner Natur liegt, 
nicht allgemein beweisbar zu sein. 

Durch ihn wird denn auch nachtriglich fiir die Zahlengréssen 
eine gewisse Gegenstiindlichkeit gewonnen, von welcher sie jedoch 
ganz unabhiingig sind. 

Dem Obigen gemiiss betrachte ich einen Punikt der Geraden als be- 
stimmt, wenn seine Entfernung von o mit dem gehirigen Zeichen ver- 
sehen, als Zahlengrisse, Werth oder Grenze A‘ Art gegeben ist. 


Wir wollen nun, unserm eigentlichen Gegenstande niiher tretend, 
Beziehungen betrachten, welche auftreten, sobald Zahlengrissen in 
endlicher oder unendlicher Anzahl gegeben sind. 

Nach dem Vorhergehenden kénnen die Zahlengréssen den Punkten 
einer Geraden zugeordnet gedacht werden. Der Anschaulichkeit wegen, 
(nicht dass es wesentlich zur Sache gehérte) bedienen wir uns dieser 
Vorstellung im Folgenden und haben, wenn wir von Punkten sprechen, 
stets Werthe im Auge, durch welche sie gegeben sind. 

Eine gegebene endliche oder unendliche Anzahl von Zahlengréssen 
nenne ich der Kiirze halber eine Werthmenge und dem entsprechend 
eine gegebene endliche oder unendliche Anzahl von Punkten einer 
Geraden eine Punktmenge. Was im Folgenden von Punktmengen aus- 
gesprochen wird, liisst sich dem Gesagten gemiiss unmittelbar auf 
Werthmengen iibertragen. 

Wenn in einem endlichen Intervalle eine Punktmenge gegeben 
ist, so ist mit ihr im Allgemeinen eine zweite Punktmenge, mit dieser 
im Allgemeinen eine dritte etc. gegeben, welche fiir die Auffassung 
der Natur der ersten Punktmenge wesentlich sind. 


*) Es gehért also zu jeder Zahlengrésse ein bestimmter Punkt, einem Punkte 
kommen aber unzahlig viele gleiche Zahlengrissen als Coordinaten im obigen 
Sinne zu; denn es folgt, wie schon oben angedeutet wurde, aus rein logischen 
Griinden, dass gleichen Zahlengréssen nicht verschiedene Punkte entsprechen kin- 
nen, und dass ungleichen Zahlengréssen als Coordinaten nicht ein und derselbe 
Punkt zukommen kann. 
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Um diese abgeleiteten Punktmengen zu definiren, haben wir den 
Begriff Grenzpunkt einer Punktmenge vorauszuschicken. 

Unter einem Grenzpunkt einer Punktmenge P verstehe ich einen 
Punkt der Geraden von solcher Lage, dass in jeder Umgebung desselben 
unendlich viele Puukte aus P sich befinden, wobei es vorkommen 
kann, dass er ausserdem selbst zu der Menge gehért. Unter Umge- 
bung eines Punktes sei aber hier ein jedes Intervall verstanden , weiches 
den Punkt in seinem Innern hat. Darnach ist es leicht zu beweisen, 
dass eine aus einer uuendlichen Anzahl von Punkten bestehende Punkt- 
menge stets zum Wenigsten cinen Grenzpunkt hat. 

Es ist nun ein bestimmtes Verhalten eines jeden Punktes der 
Geraden zu emer gegebenen Menge P, entweder ein Grenzpvukt der- 
selben oder kein solcher zu sein, und es ist daher mit der Punkt- 
menge P die Menge ihrer Grenzpunkte begrifflich mit gegeben, welche 
ich mit P’ bezeichnen und die erste abgeleitete Punktmenge von P 
nenuen will. 

Besteht die Punktmenge P’ nicht aus einer blos endlichen Anzahl 
von Punkten, so hat sie gleichfalls eine abgeleitete Punktmenge P”, 
ich nenne sie die zweite abgeleitete von P. Man findet durch vy solcher 
Uebergiinge den Begriff der v'*" abgeleiteten Punktmenge P® von P. 

Besteht beispielsweise die Menge P aus allen Punkten der Ge- 
raden, denen rationale Abscissen zwischen 0 und 1, die Grenzen ein- 
oder ausgeschlossen, zukommen, so besteht die abgeleitete Menge P’ 
aus allen Punkten des Intervalles (0...1), die Grenzen 0 und 1 mit 
eingeschlossen. Die folgenden Mengen P”’, P’’,... stimmen hier mit 
P’ iiberein. Oder, besteht die Menge P aus den Punkten, welchen 
> ; sae ~ , +... zukommen, so besteht die Menge 
P’ aus dem einen Punkte 0 und hat selbst keine Abgeleitete. 

Es kann eintreffen, und dieser Fall ist es, welcher uns hier aus- 
schliesslich interessirt, dass nach v Uebergiingen die Menge P®) aus 
einer endlichen Anzahl von Punkten besteht, mithin selbst keine ab- 
geleitete Menge hat; in diesem Falle wollen wir die urspriingliche 
Punktmenge P von der v'" Art nennen, woraus folgt, dass alsdann 
P’, P’, ....... von der vy — 1, y— im, , Art sind. 

Es wird also bei dieser Auffassungsweise das Gebiet aller Punkt- 
mengen bestimmter Art ‘als ein besonderes Genus innerhalb des Ge- 
bietes aller denkbaren Punktmengen betrachtet, von welchem Genns 
die sogenannten Punktmengen v' Art eine besondere Art ausmachen. 

Ein Beispiel einer Punktmenge v'' Art bietet schon ein einzelner 
Punkt dar, wenn seine Abscisse als Zahlengrésse v'" Art, welche 
gewissen, leicht festzustellenden Bedingungen 


die Abscissen 1, - 


geniigt, gegeben ist. 
List man niimlich alsdann diese Zahlengrésse in die Glieder (vy — 1'" 


Mathematische Annalen, V. Hy 
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Art) der ihr entsprechenden Reihe auf, diese Glieder wieder in die 


sie constituirenden Glieder (vy — 2'* Art) u.s. f., so erhiilt man zuletzt 
eine unendliche Anzahl rationaler Zahlen; denkt man sich die diesen 
Zahlen entsprechende Punktmenge, so ist dieselbe von der v'e" Art*). 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun im Stande, den beab- 


sichtigten Satz im folgenden § kurz anzugeben und zu beweisen. 


§ 3. 
Theorem. Wenn cine Gleichung besteht von der Form: 
(I) 0=O+6+---+O.4+---:- 


wo O, = >d,; C,.=c, sin nx + d, cos na, fiir alle Werthe von x mit 


Ausnahme derjenigen, welche den Punkten einer im Intervalle (0....(2z)) 
gegebenen Punktmenge P der v'°" Art entsprechen, wobei v eine beliebig 
grosse ganze Zahl bedeutet, so ist: 

d,=0,o,=d,=—0. 

Beweis: In diesem Beweise hat man, wie durch den Fortgang 
ersichtlich wird, wenn von P die Rede ist, nicht blos die gegebene 
Menge v‘* Art der Ausnahmepunkte im Intervalle (0... (2z)), son- 
dern diejenige Menge im Auge, welche auf der ganzen, unendlichen 
Linie aus der periodischen Wiederholung jener hervorgeht. 

Betrachten wir nun die Function: 


Lx - C~, C,, 

F(a) = 0, —€,—G—-++-- St eee. 
Aus der Natur einer Punktmenge v'* Art ergiebt sich leicht, dass 
ein Intervall (a...) vorhanden sein mvss, in welchem kein Punkt 
der Menge P liegt; fiir alle Werthe von x in diesem Intervalle wird 


also wegen der vorausgesetzten Convergenz unserer Reihe (I) sein: 
lim (¢, sinnz + d, cos nz) = 0, 
mithin ist einem bekaunten Satze gemiiss (S. diese Annalen Bd. IV. 
Seite 139): 
lime,=0O , limd,=—0O. 

Die Function F(a). hat also (siehe: Riemann. Ueber die Darstell- 
barkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe § 8.) folgende 
Kigenschaften : 

1) sie ist stetig in der Niihe eines jeden Werthes von ~. 

2) cs ist lim ZOt © + Fie—«) — 3 e) 


= 0, wenn lim « = 0) 
an 


~) Dass dies nicht stets der Fall ist, méchte vielleicht noch ausdriicklich her- 
vorgehoben zu werden verdienen. Im Allgemeinen kann die auf jene Weise aus 
einer Zahlengrisse »'** Art hervorgehende Punktmenge sowohl von niederer, wie 
auch von hoherer als der »'® Art oder selbst gar nicht von bestimmter Art sein. 








a a ee a ee 
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fiir alle Werthe von x, mit Ausnahme der den Punkten der 
Menge P entsprechenden Werthe. 
Fe + «) + Fla — @) —2F(@) 
a 
fiir jeden Werth von x, ohne Ausnahme. 

Ich will nun zeigen, dass F(x) = cx + © ist. 

Dazu betrachte ich zuerst irgend ein Intervall (p..q), in welchem 
nur eine endliche Anzahl von Punkten der Menge P liegt; diese 
Punkte seien 2, “,,...%,, ihrer Aufeinanderfolge nach geschrieben. 

Ich behaupte, dass F(x) im Intervalle (p..q) linear ist; denn 
F(z) ist wegen der Eigenschaften 1) und 2) eine lineare Function in 
jedem der Intervalle, in welche (p . . q) durch die Punkte 7, 2,,... 2, 
getheilt wird; da nimlich in keines dieser Intervalle Ausnahmepunkte 
fallen , so ni Sa hier die im Aufsatze (siehe Journal f. r. u. a. Mathe- 
matik Bd. 72, 8. 159) angewandten Schliisse; es bleibt daher nur 
iibrig, die Identitiit dieser linearen Functionen ‘nachsuweisen. 

Ich will dies fiir je zwei benachbarte thun und wihle dazu die in 
den beiden Intervallen (#)%,) und (a, . . #). 

In (a... %,) sei F(x) = kha + l. 

In (a, ...%,) sei F(x) = Ka +I. 

Wegen 1) ist F'(x,) = kx, + 1; ferner ist fiir hinreichend kleine 
Werthe von a: 


F(a, + @) =k(x, + 6«)+7; F@, —«)=k(a, — a) +1. 
Wegen 3) hat man also: 
(ki — k) a+ U—l+ta (k—k) _ 


a 


5) es ist: lim = 0, wenn lim a = 0, 


lim 0, fir lim «= 0, 


was nicht anders mdglich ist, als wenn: 
kek , lol, 

Wir wollen der Uebersicht wegen das Resultat besonders hervorheben: 

(A) dst (p....q@) irgend ein Intervall, in welchem nur eine 
endliche Anzahl von Punkten der Menge P liegt, so ist F(x) in diesem 
Intervalle linear.“ 

Weiter betrachte ich irgend ein Intervall (p’ ... q’), welches nur 
eine endliche Anzahl von Punkten 2,’, 2, .... #,' der ersten abge- 


leiteten Menge P’ enthiilt; —- und behaupte zuniichst, dass in jedem 
der Theilintervalle, in welche (p 2 durch die Punkte ~,', 2,’ . 
zerfillt, die Function J’ (a) Linear iat, . im Ge .- %). 
8 t 
| > rs ed pega 
0 p Xo a qd 


Denn jedes dieser Theilintervalle enthilt zwar im Allgemeinen 
unendlich viele Punkte aus P, so dass das Resultat (A) nicht unmittel- 


g* 
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bar auf dasselbe Anwendung findet; dagegen enthilt jedes Intervall 
(s...#), welches ganz innerhalb («,’...,') fallt, nur eine endliche 
Anzahl von Punkten aus P (weil sonst zwischen x, und 2,’ noch 
andere Punkte der Menge P’ fallen wiirden), und die Function ist 
also in (s...¢) wegen (A) linear. Indem man aber die Endpunkte s 
und ¢ den Punkten x, und 2,’ beliebig nahe bringen kann, wird ohne 
Weiteres geschlossen, dass die stetige Function F(x) auch linear ist 
in (m..2,)- 

Nachdem dies fiir jedes der Theilintervalle von (p’.. q’) nachge- 
wiesen ist; erhilt man durch dieselben Schliisse , wie diejenigen , welche 
das Resultat (A) erzielten, Folgendes: 

(A) ,Ist (p’..q') irgend ein Intervall, in welchem nur eine end- 
liche Anzahl von Punkten der Menge P’ liegt, so ist F(x) in diesem 
Intervalle linear.“ 

Der Beweis geht in diesem Sinne fort. Steht néimlich einmal fest, 
dass F'(x) eine lineare Function ist in irgend einem Intervalle (p™...q), 
_ welches nur eine endliche Anzahl von Punkten aus der k'e» abgeleiteten 
Punktmenge P™ von P enthiilt, so folgert man ebenso wie bei dem 
Uebergange von (A) zu (A’) weiter, dass F'(a) auch eine lineare Func- 
tion ist in irgend einem Intervalle (p*+... q+"), welches nur eine 
endliche Anzahl von Punkten der (k + 1)" abgeleiteten Punktmenge 
P&+» in sich fasst. . 

Wir schliessen so durch eine endliche Anzahl von Uebergiingen, 
dass F(x) in jedem Intervalle, welches nur eine endliche Anzahl von 
Punkten der Menge P® enthiilt, linear ist. Nun ist aber die Menge 
P von der v' Art, wie vorausgesetzt wurde, es enthalt mithin iiber- 
haupt ein beliebig in der Geraden angenommenes Intervall (a... . 0) 
nur eine endliche Anzahl Punkte aus P™. Es ist also F(x) linear 
in jedem willkiirlich angenommenen Intervalle (a ....0) und daraus 
folgt, wie leicht zu sehen, fiir F(x) die Form: F(x) =cx-+e' fir 
alle Werthe des x. Nachdem dies dargethan ist, geht der Beweis in 
der niimlichen Weise we'ter, wie in der schon zweimal citirten Ab- 
handlung von dem Momente an, wo darin ebenfalls fiir F(x) die 
lineare Form nachgewiesen ist. 

Dem hier bewiesenen Satze kann auch die folgende Fassung ge- 
geben werden: 

» Hine unstetige Function {(x), welche fiir alle Werthe von x, welche 
den Punkten einer im Intervalle (0... (22)) gegebenen Punktmenge P 
der v'" Art entsprechen, von Null verschieden, oder unbestimmt, fiir 
alle tibrigen Werthe des x aber gleich Null ist, kann durch eine trigo- 
nometrische Reihe nicht dargestellt werden.“ 


Halle, den 8. Nov. 1871. 

















Algebraische Notiz. 


Von G. Canror in Hate a. d. S. 


In der Algebra wird hiiufig von dem Satze Gebrauch gemacht: 
» Wenn w,, Wy, .... Wn von einander verschiedene gegebene Grissen 
sind, so lassen sich in dem linearen Ausdrucke: 

2,00, Egy +++ = + + tg Qy | 
die unbestimmten Grissen x als ganze Zahlen stets so annehmen, dass 
derselbe fiir alle n! = N verschiedenen Permutationen, die man mit 
Wy, Wy, +++ Wy vornehmen kann, von einander verschiedene Werthe 
annimmt, “ 

Da von diesem Satze in den Lehrbiichern kein Beweis zu _be- 
merken ist, so mége der folgende hier eine Stelle finden. 

Man bezeichne die Differenzen von je zwei der N linearen Aus- 
driicke, welche aus-dem gegebenen mittelst der N Permutationen der 
Girdssen w,, W,, ... W, hervorgehen, mit: 

U = yy Lg lly r++ ++ + Tn Oty 
- (A) b = 2,8, + 1,8, + -+++-> + tnBn 


. . . . . . . . . 
. 


wo die a, B, y, ...-.. zum Theil gleich Null sind, zum Theil die 
Werthe w, — w, haben. 

Dies sina XA— 
keiner, wie aus ihrer Kntstehungsweise hervorgeht, identisch gleich 
Null ist und von welchen zu zeigen wiire, dass sie durch bestimmte 
ganzzahlige Werthe der x siimmtlich von Null verschieden gemacht 
werden kénnen; ist dies niimlich nachgewiesen, so ist damit auch ge- 
zeigt, dass die N linearen Ausdriicke, von welchen wir ausgingen, 
von einander verschiedene Werthe bei ganzzahligen x annehmen 
kéunen. ; 

Man theile die @ Ausdriicke a, b, c,....... folgenderweise in 
Gruppen. 

Sei « irgend eine der unhestimmten «; dann bringe man in die 
erste Gruppe simmtliche Ausdriicke (A) (und es ist einleuchtend, dass 





= @ neue lineare Ausdriicke, von welchen 


9 
o 





134 G. Canrror. 


es solcher giebt), in welchen 2’ einen von Null verschiedenen Coef- 
ficienten hat. 

Sei z” eine der iibrigen Unbestimmten, welche zum Mindesten 
in einem der iibrig gebliebenen Ausdriicke (A) mit einem von Null 
verschiedenen Coefficienten behaftet ist; die zweite Gruppe soll nun 
alle die iibrig gebliebenen Ausdriicke (A) aufnehmen, in welchen 2” 
in dieser Weise vorkommt. 

Sei x” ein drittes 2, welches in einem der nun iibrig gebliebenen 
Ausdriicke wirklich vorkommt; die dritte Gruppe enthalte alle diese 
Ausdriicke, in welchen x” einen von Null verschiedenen Coefficienten 
besitzt. 

In dieser Weise fahre man fort; dann gelangt man, wenn ein- 
mal auf diesem Wege die Ausdriicke (A) alle erschépft sind, zu einer 
bestimmten Vertheilung derselben in eine Anzahl Gruppen, welche 
Anzahl mit v bezeichnet werde. Das Gruppirungsgesetz ist allgemein 
dieses : 


Die Ausdriicke der x'°" Gruppe enthalten x™ mit Coefficienten, die 


von Null verschieden sind; dagegen enthalten sie die friiheren Unbe- 


stimmten a, 2”, ... 2*-" gar nicht oder was dasselbe ist mit Coef- 
ficienten die gleich Null sind. 

Wenn die v Unbestimmten 2’, «”, .... 2 nicht siimmtliche «,, 
dy, +++ & erschdépfen, so gebe man den iibrigen irgend welche ganz- 
zahlige Werthe. 

Nun kann man 2) ganzzahlig so bestimmen, dass die Ausdriicke 
der v'" Gruppe, welche ja a’, #”, ... 2”—” nicht enthalten, siimmt- 
lich von Null verschieden ausfallen; man hat zu dem Ende « ganz- 
zahlig so gross zu nehmen, dass in allen Ausdriicken dieser Gruppe 
das x) enthaltende Glied die bekannte Summe der iibrigen numerisch 
iiberwiegt. 

Alsdann kann man ebenso 2’—" ganzzahlig so nehmen,. dass die 
Ausdriicke der v — 1' Gruppe von Null verschieden ausfallen; u. s. f. 
Zuletzt wird « ganzzahlig so gewihlt, dass die Ausdriicke der ersten 
Gruppe alle von Null verschieden werden. 


Damit sind nun fiir «,, %,, .. %», ganzzahlige Werthe gewonnen, 
fiir welche die Ausdriicke (A) siimmtlich von Null verschieden und die 
Ausdriicke, welche aus: e 


XW, + aw, + +++ + a, 
durch die N Permutationen der Gréssen w hervorgehen, von einander 
verschieden ausfallen. 


Halle, den 1. Dec. 1871. 
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Ueber die Darstellung einer willktirlichen Function zweier 
Variablen durch Cylinderfunctionen. 


Von F. G. Meuver in Evsine. 


Durch’ seine Untersuchungen iiber das Gleichgewicht der Wiirme 
in einem von zwei sich beriihrenden Kugeln begrenzten Koérper wurde 
Herr C. Neumann auf den Satz*) gefiihrt, dass eine von r = 0 bis 
r =oo und g = 0 bis m = 2a gegebene Function /(r, @) fiir beliebige 
Werthe 7,, , der Variablen durch das folgende dreifache Integral 
dargestellt werden kénne: 


. 1 . . . ' _ - = —_— 

(A) £1, 9) =s5 | [fre ~) J (ny r?-+-r,2—2rr, cos (p—g,)) dp rdrndn, 
worin die Integration zuerst nach g und r zwischen den Grenzen 0 
und 2x, 0 und oo und darauf nach » zwischen den Grenzen 0 und 
oo auszufiihren ist und J(x) die Fourier-Bessel’sche oder Cylinder- 
function erster Art, d. h. die durch die Gleichung: 


a 
J (a) en fe cosa 7) 
bd e. 

definirte Transcendente bedeutet. Herr C. Neumann hebt ausdriick- 
lich hervor, dass die von ihm gegebene Ableitung des Satzes keine 
vollstiindig strenge sei und zeigt darauf an einem mathematisch - physi- 
kalischen Problem, dass jenes dreifache Integral zu einem Fourier’- 
schen Doppelintegrale in demselben Verhiltniss steht, wie die La- 
place’sche Entwicklung nach Kugelfunctionen zu der Fourier’schen 
nach Kreisfunctionen. 

Es findet aber noch eine andere Beziehung statt, die mir nicht 
minder bemerkenswerth und wichtig genug erscheint, um sie besonders 
hervorzuheben. Es steht niimlich jenes dreifache Integral mit der 
nach Kugelfunctionen fortschreitenden Entwicklung: 

2a 


B F(%,, 9) = ‘= att fae sin of I'(8, yp) Ps (cosy\dg, 
(b) s=0 @ 
0 0 


(cos y = cos cos #, + sin sin 9, cos(g@ — 9,)) . 
*) Allgemeine Lisung des Problemes iiber den stationiiren Temparaturzustand 


eines homogenen Kérpers, welcher von zwei nichtconcentrischen Kugelfliichen be- 
grenzt wird. Halle, bei H. W. Schmidt. 1862. 
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in einem ebenso directen Zusammenhang wie die Fourier ’schen Doppel- 
integrale zu den Fourier’schen Reihen. Denn wie die ersteren als 
Grenzfille der letzteren angesehen werden kénnen, so ist es auch 
méglich, durch einen geeigneten Grenziibergang die Kugelfunctionen- 
reihe (B) geradezu in das dreifache Integral (A) iiberzufiihren. 

Um sich hiervon zu iiberzeugen, setze man, indem man sich 
unter i eine unendlich grosse Zahl vorstellt: 


a =-, = =, F(a, 9) = f(r, 9); F(4,, 9) = f(r, P1), 


dann erhilt man unter Vernachlissigung der unendlich kleinen Glieder 
héherer Ordnung und wenn zur Abkiirzung 


Vr? +r? — 2rr, cos(p — 9,) = R 





gesetzt wird: 





P* (cosy) = P(1 — Zohan P*(cos ®). 


2 x* 
Es ergiebt sich aber aus dem Laplace’schen Integrale*): 


nm 


P* (cosy) = : | (cos y +7ésiny cosa) dd, 
r 


R . a 
wenn y = ~ genommen und vorausgesetzt wird, dass , clmen end 


lichen Werth besitzt, bis auf unendlich kleine Gréssen: 


a 


nm 
, R 1 7 iR cosa\x. = 1 { in 2 cua 
P*(cos —j=— {0 -+}- — ) x di = - fe x di, 


e 
0 v 


d. h. es ist, wenn ¢ eine bei unendlich wachsendem x unendlich ab 
nehmende Grdésse bezeichnet: 


R 8 
P*(cos ) = J( R) +e. 
x“ x 
Aber auch wenn die eben gemachte Voraussetzung nicht erfiillt ist, 
Ss . - . 
sondern ~ einen unendlich grossen Werth hat, kann ¢ nur unendlich 
‘ ; ale le , : ; R 
klein sein, weil in diesem Falle jede der beiden Functionen P*(cos ") 
x 
8 ° ° . r ° 
und Je R) einen verschwindend kleinen Werth besitzt. Wenn man 
-s ' oe ° s : 
nun unter Vernachliissigung dieser Grésse ¢ in (B) J( R) an Stelle 
x 


von P*(cos y) schreibt, so ergiebt sich: . 
” , . 


“un on 
‘ 5° J.96 1 z . , fi a 
f(r", 9) = ae > = (< -b ax) far . % sill ~ Jte, 9) J R) dg, 
0 0 


*) Man vergl. in dieser Bezichung auch: Heine, die Fourier-Bessel’sche 
Function. Borchardt’s Journal, Bd. 69. 
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und hieraus, weil fiir ein unendlich grosses x, indem man = = #, 
1 : i ee" ; 

, =m setzt, die Summe sich in ein bestimmtes Integral verwandelt, 
1 s —— - ° 

5, gegen — zu vernachlissigen, x sin — durch r und endlich xz 
2% % % 

durch co zu ersetzen ist: 


2 i © 2n 
{(",, %)) = az fan ; n far : fie, y) J (nh) dg, 


0 0 0 


was mit der Gleichung (A) iibereinstimmt. 


Es ist wohl kaum ndthig hinzuzufiigen, dass durch diese Ablei- 
tung kein wirklicher Beweis der Formel geliefert ist. Kin solcher ist 
neuerdings von Herrn P. du Bois-Reymond in der Abhandlung: 
»Die Theorie der Fourier’schen Integrale und Formeln* (Bd. 1V, 
p- 362—390 dieser Annalen) gegeben worden. Schon friiher, niimlich 
in der zu Ostern 1870 erschienenen Arbeit: , Ueber eine mit den Kugel- 
und Cylinderfunctionen verwandte Function und ihre Anwendung in der 
Theorie der Elektricititsvertheilung* (Elbing, bei Neumann- Hartmann) 
hatte ich (p. 13) die Bemerkung gemacht, dass ein dort von mir fiir 
J(x) gelegentlich abgeleitetes Integral*) besonders geeignet sei, um 
fiir die Neumann’sche Formel den strengen Beweis zu liefern. Es 
leistet niimlich dieses Integral in dem vorliegenden Falle genau die- 
selben Dienste, wie die bekannten Dirichlet’schen Integrale fiir 
P*(cos#) bei der Summation der Kugelfunctionenreihen. (5S. Crelle’s 
Journal, Bd. 17.) Die wirkliche Durchfiihrung ist jedoch wegen der 
unendlich grossen Integrationsgrenzen in (A) und in der fiir J(x) an- 
zuwendenden Integralform mit nicht ganz unerheblichen Weitliufig- 
keiten verkniipft. Andererseits verfolgen die Untersuchungen des Herrn 
P. du Bois-Reymond ein viel allgemeimeres Ziel; die Gl. (A) er- 
scheint hier als ein besonderer Fall eines viel umfassenderen Resultates. 
Wenn es sich dagegen nur um den Beweis der Neumann’schen 
Formel handelt, so diirfte das folgende Verfahren nicht zu missbilligen 
sein, bei welchem zuniichst ein specieller Fall des Satzes durch An- 
wendung eines Theorems**) des Herrn P. du Bois-RKeymond er- 
ledigt, und darauf seine Allgemeingiiltigkeit mit Hiilfe der von Dirichlet 
in dem analogen Falle der Kugelfunctionen angewandten geometrischen 
Betrachtungsweise geschlossen wird. 


. 


*) Vergl. die diesem Aufsatz folgende Notiz. 
**) Siehe Borchardt’s Journal, Bd. 69, p. 78 und die bereits erwihnte Arbeit 
in diesen Annalen (p. 365). 
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Nach jenem Theorem ist fiir 0 < a < oo: 
©) fay fae fe) 9@, N=FO fay far oe, », 
v0 v u iv) 


wenn die rechte Seite einen von a unabhiingigen endlichen Werth 
besitzt, und wenn die Function /(z) von z= 0 bis « = a nirgends 
zunimmt oder nirgends abnimmt oder doch nur an einer endlichen 
Anzahl von Stellen aus dem einen Zustande in den andern iibergeht. 
Insbesondere erfordert die Ableitung des Satzes, dass f(x) in der Nihe 
von «=O nicht unendlich viele in unendlich kleinen Intervallen auf- 
einanderfolgende Maxima und Minima habe, wihrend seine Giiltigkeit 
durch iihnliche Irregularitiiten an anderen Punkten, sofern sie auf 
unendlich kleine Intervalle beschrinkt bleiben, nicht beeintriichtigt 
werden kénnte. Der Einfachheit wegen will ich die nicht unbedingt 
nothwendige Annahme machen, dass /(#) nirgends unendlich gross sei. 
Setzt man: 


p(y) = zy J (xy), 
so nimmt, weil: 


ay J(xy) = — : & (« tem, wn 
s , a ad ‘ e J 
fax. ay Jey=—4° {a9) _. _ 95 (69) 


0 


ist, das Doppelintegral : 


fe y | dx xy J (ay) 
0 


0 
den in der That von a unabhiingigen Werth J(0) — J(co) = 1 an, 
und daher ergiebt sich, wenn in (C) noch y in », x in r und f(x) 
in /(7, ») verwandelt und das Resultat nach m zwischen den Grenzen 
0 und 22 integrirt wird: 

° $ 3” a 
(D) =f ndn | J f(r, 9) I(nr) dgrdr =, | (0, p) dp. 
0 ° 9% % 

Stellt man sich unter r und @ die Polarcoordinaten eines Punktes in 
der Ebene vor, so muss man, um (C) fiir jeden Werth von @ an- 
wenden zu diirfen, annehmen, dass die oben fiir f(x) aufgestellten 
Bedingungen ‘auch auf jedem vom Anfangspunkte O ausgehenden 
Radiusvector erfiillt seien. Wir wollen ferner annehmen, dass die 
Function f(r, p) ausserhalb eines ganz im Endlichen gelegenen Fliichen- 
stiickes FE iiberall den Werth Null habe, und a so gross wihlen, dass 
FE ganz innerhalb des um O mit a beschriebenen Kreises K fillt. 
Dann ist die rechte Seite von (D) gleich Null, wenn A ausserhalb 1 
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liegt, und auf der linken Seite kann die Integration statt tiber K auch 
nur iiber FE erstreckt werden. Die Gl. (D) kann alsdann folgender- 
massen interpretirt werden: Wenn man jedes Flichenelement von E 
mit dem zugehérigen Werthe der Function f und mit der Function 
J(nr), worin » einen positiven Factor und + die Entfernung des 
Elementes von O bedeutet, multiplicirt und das Product iiber die 
Fliiche von F und darauf, nachdem es mit ndn multiplicirt ist, 
zwischen den Grenzen 0 und oo integrirt, so entsteht als Resultat das 
arithmetische Mittel von f(r, m) auf einem O umgebenden wmendlich 
kleinen Kreise, falls O innerhalb EK, und der Werth Null, falls O 
ausserhalb FE liegt. 

Jetzt hindert nichts, irgend einem beliebigen Punkte r,, g, der 
Ebene die Rolle des Anfangspunktes O zu ertheilen, und demgemiiss 
r in J(nr) durch: 


R= VP FHP BF, OHHH) 


zu ersetzen; dann ergiebt sich die Formel : 
(D’) ae fran f {fe gp) J(nR) rdr dy = M {f(r,, »,)}- 


Auf der linken Seite erstreckt sich das Doppelintegral wie vorhin iiber 
die Fliiche von FL, und die rechte Seite bedeutet das arithmetische 
Mittel von f(7, ») auf einem um r,, gy, als Mittelpunkt beschriebenen 
unendlich kleinen Kreise, also wenn 7,, 9, innerhalb FE liegt und 
f(r,;, 9) nicht vieldeutig ist, den Werth /(r,, o,), wenn dagegen 
f(r,, 9) ausserhalb FH liegt, den Werth Null, auf dem Rande von 
E endlich das Mittel auf dem innerhalb Z fallenden Bogen des un- 
endlich kleinen Kreises. ' 

Die einzige Voraussetzung, an welche diese Uebertragung, weil 
man sich bei derselben die Integration urspriinglich, in der Richtung 
der von 7,, @, (statt von O) ausgehenden Radienvectoren ausgefiihrt 
denken muss, gekniipft ist, besteht darin, dass die oben in Bezug 
auf O geforderten Bedingungen auch in Bezug auf r,, go, erfiillt 
sind. Wenn also z. B. angenommen wird, dass auf jeder beliebigen 
innerhalb EF fallenden Geraden die Function f(r, gm) endlich ist und 
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten der Geraden je ein Maxi- 
mum oder ein Minimum oder ein plotzlicher Uebergang von einem 
endlichen Werthe zu einem anderen stattfindet, so wird (D’) fiir alle 
Punkte von EF gelten, auch die singuliiren nicht ausgenommen. 

Man kann nun, indem man sich die Function f fiir alle Punkte 
der Ebene gegeben denkt, die Gl. (D’) im Innern eines um O be- 
schriebenen Kreises von beliebig grossem Radius }) in Anwendung 
bringen. Damit man aber b geradezu = co setzen diirfe, wodurch 
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der Uebergang zu der Formel (A) hergestellt sein wiirde, ist es néthig, 
dass erstens das Doppelintegral: 


© 2n 

O(b, ») = fray f(r, p) J(u) dp 
b ( 

bei hinreichend grossem ) wenigstens im Allgemeinen kleiner als jede 

gegebene Grésse wird, weil die nach » zu integrirende Function 

héchstens an sinzelnen Stellen unendlich oder unbestimmt werden 

darf, und dass zweitens auch das Integral: 


¥ (b) =(%0, n) ndn 


bei unendlich wachsendem ) verschwindend klein wird. Es lisst sich 
zeigen, dass beide Bedingungen sicher dann erfiillt sind, wenn das 
Product f(r, p) .Vr bei jedem Werthe von fiir r = co gegen Null 
convergirt und bei wachsendem r von irgend einer bestimmten Stelle an 
entweder nur zunimmt oder nur abnimmt (in beiden Fiillen also numerisch 
immer kleiner und kleiner wird). Bemerkt man niimlich, dass: 


. 
| I(nR) yr dr 
5 
zwar einen unbestimmten, aber doch, ausgenommen den Fall x = 0, 
keinen unendlich grossen Werth hat, so erkennt man durch Anwen- 
dung des von Herrn P. du Bois-Reymond bewiesenen ,,zweiten 
Mittelwerthsatzes “‘ leicht, dass fiir » > 0 das Integral: 


: fre, 9) Vr. J(nR) yr dr 


und felglich auch ®(b, ») bei wachsendem } sich der Null niihert. 
Was aber die Function ¥(b) anbetrifft, so kann dieselbe als der Grenz- 
werth des Ausdruckes: 


22a wo 
; 0 f4(8R) — J (mk)! 
70 0S (O kK) (m Le) 5 
fof x RIO, p) - ar dr 
0 b 


fir d= -+ 0 und m= -+ oo angesehen werden und convergirt fiir 
ein zunehmendes ) ebenfalls gegen Null, wie nach demselben Mittel- 
werthsatze, und ohne dass eine neue Beschriinkung ‘hinzutritt, ge- 
schlossen werden kann. 


Elbing, den 1. December 1871. 
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Notiz tiber die Dirichlet’schen Integralausdriicke fiir die 
Kugelfunction P" (cos #) und tiber eine analoge Integral- 
form fiir die Cylinderfunction J (x). 


Von F. G. Mesuer in Evsina. ° 


Bekanntlich sind von Dirichlet fir P" (cos #) die folgenden 
beiden Integralformen*) aufgestellt worden: 


+ 
P=(cos @) == 2 f ceemBoms bab 1 S “cos np sin 48-06 
ay V2(cosp—cos@) | *,) V2 (cos # — cos 8) 
0 x 
? bd 
P* (ese @) am — 2 { ebm te 4. 3 Sa 


x } V2(cosB —cos#) J) V2 (cos # — cos)’ 
0 . 


beide giiltig fiir »>1, die erste auch noch fiir » 0, wenn von 
der rechten Seite der Gleichung die Hilfte genommen wird. Aus 
diesen Ausdriicken kiénnen zwei aihnliche in der Form etwas einfachere 
gewonnen werden, auf welche ich zuerst durch die Untersuchung der- 
jenigen Functionen, durch welche die Lésung des elektrostatischen 
Problems fiir den Kegel vermittelt wird, zufillig gefiihrt wurde.**) 
Addirt man die obigen beiden Gleichungen, so erhilt man die auch 
noch fiir n = 0 giiltige Formel 


P» (cos d) — 2 [emt pode 4 1 (sin (n+ 0ds 
$9) = = J Va(eos f— con 8) * =.) V2 (con® — con fi 
0 


Subtrahirt man dagegen dieselben Gleichungen, nachdem man vorher 
nin n+ 1 verwandelt hat, so ergiebt sich 


nis 1 ‘cos (n +4)6d6 1 "sin (n + 4) BdB 


*. V2 (cos B — cos #) ™. 2 (cos # — cos B) ’ 
( x 


und wenn man diese Gleichung, welche fiir » =O ebenfalls keine 


*) Crelle’s Journal, Bd. 17, p. 41. 

**) Vergl. p. 18 meiner Arbeit: Ueber eine mit den Kugel- und Cylinder- 
functionen verwandte Function und ihre Anwendung in der Theorie der Elektri- 
citiitsvertheilung. (Elbing 1870.) 
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Ausnahme erleidet, mit der vorhergehenden durch Addition und Sub- 
traction verbindet, so entstehen die Formen: 


o 
1 Pp *_cos (n + $) BdB 
(1) wen< V2 (cos 8 — cos @)’ 


ma 
9 oe * sin (n + 4) Pap 
) ree ee V2 (cos # — cos 8) 
(0 <oc zm). 

Es kahn bemerkt werden, dass das letzte Integral fiir sich allein 
sehr wohl geeignet ist, bei der Untersuchung der nach Kugelfunctio- 
nen fortschreitenden Reihe die Stelle der beiden von Dirichlet an- 
gewandten Ausdriicke zu vertreten, indem die Summation der m ersten 
Glieder der Reihe bei Anwendung der Gl. (2) mit Hiilfe der einfachen 
Formel 


=> (3 + }) P* (cos #) = — = Jas t= mB dp 


; s=0 sin $87 V2 (cos # — cos £) 
bewerkstelligt werden kann. 
Setzt man die beiden Formen (1) und (2) einander gleich und 


verwandelt @ in = und #6 in =, so entsteht fiir 0 << x < ma und ein 


anzzahliges positives » die Gleichung 
5 5 
nz 
(«+ ¥,)4 " sin(w + 5) a 
cos (a + da a-i/ sin (@ + an) oH 
_ ? 
a id x 
Se n? 2 (cos — cos — 2 n? (cos *. _ cos =) 
n nu n 


und aioe geht fiir » = co ite jeden positiven Werth von 2 itiber in: 


eS 
(3) 2 * cos a da ome *sinada — 
a Vat — at Vee — az 
v0 
Die linke Seite erweist sich durch aie Substitution @ = x cos A als 


identisch mit der am meisten bekannten Integralform der Cylinder- 
function J (#), niimlich mit 

$x 

J (x) = a oe (a cos A) dd, 

0 
wiihrend die rechte Seite eine davon wesentlich verschiedene Form hat. 
Die strenge Begriindung des gemachten Grenziiberganges ist aber 
gerade bei dem zweiten Integrale umstiindlich, und auch die directe 
Ableitung desselben aus dem ersten, welche ich in der erwihnten 
Arbeit (p. 23) gegeben habe, ist insofern nicht ganz streng, als sie 
durch Umkehrung der Integrationsfolge in einem Doppelintegrale ge- 
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wonnen ist, dessen Grenzen unendlich sind und welches seine Bedeu- 
tung nur dem abwechselnden Zeichen seiner Elemente verdankt. 
Daher wird es nicht iiberfliissig sein, auf andere Art zu constatiren, 
dass die Function 

2 (sinada 
(4) H(z) = a | Vea 
fiir positive « mit J (x) iibereinstimmt. Man sieht zuniichst, dass 
H (0) = 1, also = J (0) ist; aber es ist nicht ebenso einleuchtend, dass 
H (x) auch fiir ein unendlich kleines x die Einheit zur Grenze hat, 
und da dieses fiir die Folge zu wissen nédthig ist, so soll es zuniichst 
gezeigt werden. Man hat: 


H(z) — H()—=—2 fede +2 f( 


0 


1 —— 
Vo a 








1 . 
— sin ada. 
a 


Das erste Integral niihert sich mit x zugleich der Null. Das zweite 
moége in zwei andere mit den Grenzen 0 und «é, ¢ und oo zerlegt 
werden. Sein Werth kann dann, weil der erste Factor des zu inte- 
grirenden Produktes sein Zeichen nicht iindert, dargestellt werden 
unter der Form 


seem log (: +V “= =) 4% = * log ( 





2eé 

4 Veze)’ 

wenn é, einen gewissen zwischen 0 und ¢, dagegen «, einen zwischen 
é und oo gelegenen Werth bezeichnet. LErtheilt man nun « einen 
zwar beliebig kleinen aber festen Werth, wiihrend x unbegrenzt ab- 
nimmt, so wird das erste Glied der vorstehenden Summe beliebig klein 
wegen des Factors sin ¢,, das zweite wegen des in sin €, multipli- 
cirten Logarithmus. Es ist also in der That lim (H(«) — H(0)) = 9, 
d. h. lim H(z) = H(0)=1. Verwandelt man nun in (4) @ in 6B +2, 


so ergiebt sich 
J i pdp — - 2 j 4 ‘ — C08 | d —* 
+ — sin x y at é = 


0 


(5) H (x) = . cos # Ve Vetia 
0 





Die hier in cos und sin « multiplicirten Integrale sind, wie sich 
leicht nachweisen liisst, fiir « > 0 stetige Functionen von x, und ihre 
Differentialquotienten, welche durch Differentiation unter dem Integral- 
zeichen abgeleitet werden kénnen, sind ebenfalls stetig. Durch wirk- 
liche Ausfiihrung der Differentiationen bildet man aber leicht die 
Gleichung 


oH” («) + H’ (2) + 2H (x)= 2 fap (sn@+o Vb 
2H” («) + H’ («) + 2H (2) = JP a ( as oe 


deren rechte Seite sich fiir « > 0 stets auf Null reducirt. Es geniigt 
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also fiir positive und ven Null verschiedene x die Function H (x) der- 
selben Differentialgleichung 


ay’+y+2y=0, 
von welcher auch J (xz) ein particulires Integral ist, und hieraus er- 
giebt sich, wie bekannt, dass zwischen H(z) und J (x) die Beziehung 
stattfindet : 
« (J («) H(z) — H (x) J'(x)) =, 

worin ¢ eine Constante, und zwar iiberall dieselbe Constante, weil 
eine sprungweise Aenderung bei H (x) und H’(z) (fiir x > 0) ebenso 
wenig wie bei J (x) und J’(z) stattfindet. Durch Integration zwischen 
zwei beliebigen positiven Grenzen z und «# ergiebt sich nun 


J(a) Jia). ° 
und liisst man hierin x und ¢ unabhiingig von einander gegen Null 
hin abnehmen, so niihert sich, weil H (+ 0) = J(+ 0) = 1, die linke 
Seite der Null. Da aber das Integral auf der rechten Seite, indem 
es sich fiir sehr kleine « und z wie log x — log z verhiilt, einen vollig 
unbestimmten Werth hat, so muss die Constante c = 0 sein, und folg- 
lich gilt fiir positive « und z die Gleichung: 

H(x) H(z) , H(x) H(+0) __ 

Ta Jeo © heist FOS Fay!) 
mithin in der That H (x) = J (2). 


H(z) H(z) f° dz 
J (a) f « (J («))* , 








Elbing, den 2. December 1871. 








Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugel-Complexe, 








mit Anwendung auf die Theorie partieller Differential- 
Gleichungen. 


Von Soruus Lie in Curistiania. 


I. 


Die rasche Entwickelung der Geometrie in unserem Jahrhundert 
ist bekanntlich innig mit philosophischen Betrachtungen iiber das 
Wesen der Cartesischen Geometrie verkniipft, Betrachtungen, die 
in ihrer allgemeinsten Form von Pliicker in seinen ersten Arbeiten 
auseinandergesetzt worden sind. Fiir denjenigen, der in den Geist 
der Pliicker’schen Werke eingedrungen ist, wird der Gedanke, dass 
man eine jede Curve, die von drei Parametern abhingt, als Raum- 
element anwenden kann, nichts wesentlich Neues enthalten, und wenn 
doch Niemand, soviel ich weiss, diese Idee ausgefiihrt hat, so glaube 
ich die Ursache darin suchen zu miissen, dass man derselben keinen 
praktischén Werth beigelegt hat. Ich bin zu einem Studium der ge- 
nannten Theorie dadurch gefiihrt worden, dass ich eine merkwiirdige 
‘Transformation entdeckte, die einen genauen Zusammenhang zwischen 
Kriimmungslinien und Haupttangenten-Curven darlegt, und es ist meine 
Absicht, in der folgenden Abhandung die Resultate, die ich in dieser 
Weise erhalten habe, auseinander zu setzen. 

Im ersten Abschnitte beschiftige ich mich mit Curven-Complexen, 
das heisst mit Mannigfaltigkeiten, die von dreifach unendlich vielen 
Curven gebildet werden. Alle Fliichen, die von einfach unendlich vie- 
len Curven eines gegebenen Complexes gebildet werden, geniigen einer 
partiellen Differential-Gleichung zweiter Ordnung, die als singulires 
erstes Integral eine partielle Differential-Gleichung erster Ordnung 
zulisst. Fiir partielle Differential-Gleichungen erster Ordnung erhalte 
ich in dieser Weise eine neue geometrische Interpretation, die ins- 
besondere, wenn der besprochene Complex ein Pliicker’scher Linien- 
Complex ist, Interesse darbietet. — Ebenso wie die allgemeine Glei- 
chung F' (xyz X YZ) =0 als aequatio directrix eine Reciprocitaét im 
Mathematische Annalen. V. 10 
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Raume bestimmt, zeige ich, dass auch das simultane Gleichungs- 
System : 
F, (xyz XYZ)=0, F, (xyz XYZ)=—0 

ein Entsprechen zwischen den Flichen-Elementen zweier Riume fest- 
stellt. Diese beiden Arten von Transformationen, zusammen mit allen 
Punkt-Transformationen, sind die einzigen riumlichen Umformungen, 
bei denen Beriihrung eine invariante Beziehung ist, und also beruhen 
alle solche Transformationen entweder auf einem Wechsel des Raum- 
elements oder auf der Einfiihrung eines neuen Coordinaten-Systems. 
Endlich betrachte ich die Anwendung solcher Transformationen auf 
partielle Differential -Gleichungen. 

Im zweiten Abschnitte setze ich voraus, dass die Gleichungen 
F, = 0, F, = 0 hinsichtlich beider Systeme von Veriinderlichen linear 
sind, und zwar untersuche ich insbesondere das System: 


—Ze=u—(X+iY), (X—iY)e—y-Z 


und die dadurch bestimmte riiumliche Abbildung. Es transformiren 
sich dabei die Geraden des Raumes (xyz) in die Kugeln des zweiten 
Raumes, d. h. alle Flichen-Elemente, die zwei consecutive Punkte 
einer Geraden enthalten, gehen in die Elemente einer Kugel iiber. 
Gerade, die sich schneiden,:bilden sich hierbei als Kugeln ab, die 
sich beriihren. Hierauf begriinde ich einen genauen und nach meiner 
Auffassung fundamentalen Zusammenhang zwischen Linien- Geometric 
und Kugel-Geometrie und demzufolge zwischen mehreren projectivischen 
und metrischen Theorien, einen Zusammenhang, der sein Haupt-Interesse 
darin erhilt, dass die Haupttangenten-Curven gewissermassen dieselbe 
Stelle in der ersten Geometric, wie die Kriimmungslinien in der zwei- 
ten einnehmen. Diese Theorie giebt die Bestimmung der Haupttan- 
genten-Curven fiir viele particulire Fliichen, insbesondere fiir die 
Kummer’sche Fliche vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten. 
Endlich beweise ich, dass die allgemeinste Transformation des Rau- 
mes (X Y Z), bei welcher einerseits Beriihrung eine invariante Be- 
ziehung ist, andererseit® Kriimmungslinien covariante Curven sind, 
durch meine Abbildung der allgemeinen linearen oder dualistischen 
Transformation des Raumes (xyz) entspricht. Alle diese Trans- 
formationen kénnen aus Transformationen durch reciproke Radien und 
aus Parallel-Transformationen (Dilatationen) zusammengesetzt werden. 

Im dritten Abschnitte bestimme ich mit Anwendung der Begriffe: 
Linien- und Kugel-Complex, Linien- und Kugel-Congruenz, alle par- 
tiellen Differential-Gleichungen erster und zweiter Ordnung, deren Cha- 
rakteristiken Haupttangenten-Curven oder Kriimmungslinien auf den 
Integralflichen sind. Unter den besprochenen Gleichungen zweiter 
Ordnung gelingt es mir, alle, welche ein allgemeines erstes Integral, 
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beziiglich zwei allgemeine erste Integrale besitzen, anzugeben, und 
dabei zeigt es sich, dass, wenn ein allgemeines erstes Integral existirt, 
dasselbe, wie auch das zugehdrige singuliire erste Integral, immer 
aufgestellt werden kann. Ich komme hier auf die bekannten Unter- 
suchungen iiber Flichen, deren Kriimmungslinien eben oder sphii- 
risch sind, tiber Fkichen, die eine gegebene sphiirische Abbildung be- 
sitzen u. Ss. W. 

Im vierten Abschnitte gebe ich endlich einige Theorien, die sich 
an das Vorangehende anschliessen. 


Wiahrend ich mich mit diesen Entwickelungen beschiftigte, bin 
ich im lebhaften Verkehr gewesen mit Hrn. F. Klein, dem ich viele 
der hier verarbeiteten Ideen verdanke, mehr, als es mir durch Citate 
anzugeben moglich gewesen ist. 

Ich bemerke auch, dass die hier dargestellten Theorien einige Be- 
riihrungspunkte mit meinen friiheren Untersuchungen tiber die Repri- 
sentation des Imaginiiren haben; wenn ich in meiner jetzigen Dar- 
stellung diesen Zusammenhang nicht hervortreten lasse, so geschieht 
es einerseits, weil ich denselben fiir einigermassen zufiillig halte, an- 
dererseits, weil ich nicht von der gewodhnlichen Sprache der Mathe- 
matik abzuweichen wiinschte. *) 


Erster Abschnitt. 
Ueber eine neue Reciprocitit im Raum. 


In den beiden ersten Paragraphen dieses Abschnitts gebe ich eine 
kurze Uebersicht iiber einige bekannte Theorien, um dadurch das Ver- 
stiindniss des Paragraphen 4. zu erleichtern. Dieser letzte Paragraph 
giebt alle Voraussetzungen, die nothwendig sind, um den zweiten 
Abschnitt verstehen zu kénnen; fiir den dritten und vierten Abschnitt 
benutze ich ausserdem noch die folgenden Paragrapheu. 


*) Die wesentlichsten Gesichtspunkte und Resultate dieser Abhandlung finden 
sich in einer kurzen Note (October 1870) und in zwei grésseren Arbeiten (1871), 
die in die Verhandlungen der Akademie zu Christiania aufgenommen sind. Den 
Zusammenhang zwischen Haupttangenten-Curven und Kriimmungslinien, wie tiber- 
haupt zwischen Linien-Geometrie und Kugel-Geometrie theilte ich derselben Ge- 
sellschaft im Juli 1870 mit. Vergl. auch die Comptes Rendus vom October 1870, 
sowie eine von Hrn. Klein und mir veréffentlichte Note in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie, 15. Decbr. 1870. 

10* 
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§ 1. 
Reciprocitét zwischen zwei Ebenen oder zwei Riumen. 


1. Die Poncelet-Gergonne’sche Reciprocitiits-Theorie der Ebene 
kann bekanntlich aus der Gleichung: 
(1) X(a,a+ by +e) + ¥ (a,a + boy + &) + (a,¢ + bsy + ¢;) =0, 


oder, was dasselbe ist: 


a (a, X + a,¥ + as) + y(b, X + b,¥ + bs) + (4, X + &¥ + ¢;)=0 
entwickelt werden, vorausgesetzt, dass man x, y und X, Y als Car- 
tesische Punkt-Coordinaten zweier Ebenen interpretirt. 

Bezeichnet man nimlich als conjugirt zwei Punkte, deren Coor- 
dinaten-Werthe (wy) und (X Y) der Gleichung (1) geniigen, so kann 
man sagen, dass die einem Punkte conjugirten Punkte der zweiten 
Ebene eine Gerade bilden, und dieselbe betrachten wir als dem ge- 
gebenen Punkte entsprechend. Alle Punkte einer Geraden haben einen 
gemeinsamen conjugirten Punkt in der zweiten Ebene und somit gehen 
ihre entsprechenden Geraden durch diesen gemeinsamen Punkt. 

Die beiden Ebenen werden also durch (1) so auf einander be- 
zogen, dass die Geraden jeder Ebene sich als die Punkte der zweiten 
Ebene abbilden. Den Punkten einer Geraden 2 entsprechen hierbei die 
durch den Bildpunkt von 2 gehenden Geraden. Diese gegenseitige Be- 
ziehung ist das Fundamental Princip der besprochenen Reciprocitiit. 

Sei nun gegeben in der einen Ebene ein Polygon und in der 
zweiten Ebene dasjenige Polygon, dessen Seiten sich als die Ecken 
des ersten abbilden; nach dem Vorstehenden ist dann klar, dass auch 
die Ecken des letzten Polygons den Seiten des ersten entsprechen, 
dass also die beiden Polygone in reciproker Beziehung stehen. Aus 
diesen Polygonen erhalt man durch Grenz-Uebergang zwei Curven, 
die, wie man sich ausdriickt, einander hinsichtlich der Gleichung (1) 
reciprok sind. Es ist einleuchtend, dass die Tangenten jeder Curve 
sich als die Punkte der reciproken abbilden. 

2. Pliicker*) griindet eine Verallgemeinerung der eben ent- 
wickelten Theorie auf die Interpretation der allgemeinen Gleichung: 
(2) F (ay XY)=0. 

Die einem Punkte (#y) conjugirten Punkte (X Y) bilden nun eine 
Curve C, die durch (2) dargestellt wird, wenn (wy) als Parameter, 
(X Y) dagegen als laufende Coordinaten aufgefasst werden; umgekehrt 
bilden die einem Punkte (XY) conjugirten Punkte (#y) eine Curve ¢, 
welche ebenfalls durch (2) dargestellt wird. Die beiden Ebenen werden 
also durch (2) derart aufeinander bezogen, dass den Punkten der einen 


*) Analytisch geometrische Entwickelungen. 'T’. 1. Zweite Abtheilung. 
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Ebene in der zweiten die Curven eines Curven-Netzes (C oder c) ent- 
sprechen. Ganz wie friiher sieht man ein, dass den Punkten einer 
Curve C diejenigen Curven ¢ entsprechen, welche durch die Bildpunkte 
von C gehen. 

Kinem Curven-Polygone (C, C, ... C,) entspricht ein Punkt- 
System (p, p, .-. Pn), und offenbar liegen diese Punkte paarweise 
(Pp; P»), (Pps)... auf denjenigen Curven ¢, deren Bildpunkte Ecken 
des gegebenen krummlinigen Polygons sind. Durch Grenz-Uebergang 
erhiilt man auch hier Curven, die in solcher Beziehung stehen, dass 
den Punkten der einen solche Curven ¢ oder C entsprechen, welche 
die zweite umhiillen. Doch ist das Reciprocitits-Verhaltniss im All- 
gemeinen nicht vollstindig. st niimlich = die Umbhiillungs-Curve 
aller C, die sich als die Punkte einer Curve 6 abbilden, so umhiillen 
freilich die den Punkten von £ entsprechenden ¢ die gegebene Curve 
6, aber im Allgemeinen ausserdem eine zweite Curve. 

3. Pliicker*) griindet die allgemeine Reciprocitiéit zwischen zwei 
Riiumen y und R auf die allgemeine Gleichung: 

F(ayz XYZ)=0. 
Wenn insbesondere /’ hinsichtlich beider Systeme von Verinderlichen 
linear ist, so erhiilt man die Poncelet-Gergonne’sche Reciprocitiit 
zwischen den Punkten und den Kbenen der beiden Riume. 

as ist nun meine Absicht, in dieser Abhandlung, und insbesondere 
im ersten Abschnitte derselben, eine neue, der Pliicker’schen coordinirte 
Reciprocitit zu betrachten, die durch das Gleichungs- System 

Fi («yz XY Z)=0, Fy(«yz XY Z)=0 
bestimmt wird, vorausgesctzt, dass man (xyz) und (X Y Z) als Punkt- 
Coordinaten zweier Riéume r und R auffasst. 


§ 2. 
Curven, die von drei Parametern abhangen, kénnen als Raumelement 
eingefihrt werden. 


4. Die Transformation geometrischer Theoreme, die sich auf die 
Poncelet-Gergonne’sche oder Pliicker’sche Reciprocitits-Theorie 
griindet, kann, wie Gergonne und Pliicker hervorgehoben haben, 
unter einem héheren Gesichtspunkte, den wir sogleich angeben, be- 
trachtet werden. Dasselbe gilt von unserer neuen Reciprocitit. 

Die Cartesische analytische Geometrie iibersetzt bheliebige geo- 
metrische Theoreme in algebraische, und macht dadurch aus der 


*) Es ist correct, glaube ich, Pliicker diese Reciprocitit zuzuschreiben, ob-_ 
gleich ich keinen Ort in Pliicker’s Werken angeben kann, wo er explicite dic 
Reciprocitiit des Raumes in dieser Weise begriindet. 
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Geometrie der Ebene eine sinnliche Darstellung der Algebra zweier 
Variabeln und ebenso aus der Geometrie des Raumes eine Repriisen- 
tation einer Algebra, die drei variable Gréssen umfasst. Nun hat 
insbesondere Pliicker die Aufmerksamkeit darauf gerichtet, dass die 
Cartesische Geometrie eine zweifache Willkiirlichkeit enthilt. 

Descartes stellt ein Werth-System der beiden Variabeln x und y 
durch einen Punkt in der Ebene dar; er hat, wie man zu sagen pflegt, 
den Punkt zum Elemente der ebenen Geometrie gewihlt, wihrend 
man ebenso gut die Gerade oder iiberhaupt eine beliebige, zwei Para- 
meter enthaltende Curve als Element anwenden kiénnte. Man kann 
aber bekannilich die durch die Poncelet-Gergonne’sche Reciprocitit 
vermittelte Transformation als auf dem Uebergange vom Punkte als 
Element zur Geraden als Element beruhend auffassen, und ebenso be- 
steht gewissermassen die Pliicker’sche Reciprocitit der Ebene in dem 
Uebergange vom Punkte als Element zu einer von zwei Parametern ab- 
hiingenden Curve als Element. 

Ferner stellt Descartes das Werth-System (xy) durch denjenigen 
Punkt in der Ebene dar, dessen Abstiinde von zwei gegebenen Ge- 
raden — den Coordinaten-Axen — beziiglich gleich 2 und y siud; er 
hat unter den unbegrenzt vielen moéglichen Coordinaten-Systemen ein 
bestimmtes gewiihlt. 

Es ist bekannt, dass die Fortschritte der Geometrie in unserem 
Jahrhundert sich wesentlich darauf griinden, dass die beiden besproche- 
nen Willkiirlichkeiten in der Cartesischen Repriisentation klar als 
solche aufgefasst worden sind, und es liegt somit nahe, zu versuchen, 
aus dieser fruchtbaren Quelle noch mehr zu schépfen. 

5. Die im Folgenden dargestellten neuen Theorien beziehen sich 
darauf, dass man als Rawmelement eine jede Raumeurve, die von drei 
Parametern abhiingt, anwenden kann. Erinnert man sich z. B., dass 
die Gleichungen einer Raumgeraden vier wesentliche Constanten enthal- 
ten, so sieht man ein, dass man die geraden Linien, welche eine Be- 
dingung befriedigen, als Element einer Raumgeometrie, die eine sinn- 
liche Darstellung einer Algebra mit drei Variabeln giebt, wiihlen 
kann. Da aber hierdurch ein Geraden-System — ein’ Pliicker’scher 
Linien-Complex — ausgezeichnet wird, so ist es einleuchtend, dass 
eine bestimmte Repriisentation der angegebenen Art nur eine begrenzte 
Anwendung finden kann. Wenn man sich indessen mit einem Studium 
des Raumes hinsichtlich eines Linien-Complexes beschiiftigt, so kann 
es sehr vortheilhaft sein, die Linien dieses Complexes als Raumelemente 
zu benutzen. 

In der metrischen Geometrie ist z. B. der unendlich weit entfernte 
maginire Kreis und in Folge dessen der Complex imaginiirer Ge- 
raden, welche denselben schneiden, ausgezeichnet, und es kinnte somit 
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a priori wahrscheinlich scheinen, dass es, wm gewisse metrische Probleme 
zu behandeln, vortheilhaft ist, diese imagindren Linien als Elemente 
einzufiihren. 

Wenn wir eben gesagt haben, dass es beispielsweise méglich ist, 
die Geraden eines Linien-Complexes als Raumelement zu wihlen, so 
muss man wohl bemerken, dass dieses etwas ganz anderes, etwas, wenn 
man will, mehr Particulires ist, als die Ideen, welche Pliicker in 
seinem letzten Werke: ,, Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf 
die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement“, entwickelt hat. 
Pliicker hatte schon friih*) die Aufmerksamkeit darauf gerichtet, 
dass es méglich ist, eine Repriisentation einer Algebra mit beliebig vie- 
len Variabeln zu schaffen, indem man nimlich ein Gebilde, das ebenso 
viele Parameter enthilt, als Raumelement einfiihrt. Insbesondere hob 
er hervor, dass die Raumgerade vier Coordinaten besitzt, dass man 
also eine Geometrie einer Mannigfaltigkeit mit vier Dimensionen er- 
hilt, wenn man die Gerade als Element des Raumes _ betrachtet. 


§ 3. 


Curven-Complexe. Neue geometrische Interpretation partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung. Haupttangenten-Curven 
eines Linien - Complexes. 


6. Nach Pliicker nennt man den Inbegriff der Geraden, die 
einer Bedingung unterworfen sind, welche also noch von drei wesent- 
lichen Constanten abhiingen, einen Linien-Complex. In Analogie damit 
werde ich im Folgenden ein jedes System von Curven c, deren Glei- 
chungen drei unabhiingige Parameter enthalten, als einen Curven-Com- 
plex bezeichnen. Die Gleichungen: 

(1) f(zyzabe)—0, fy(wye ade) =O, 

in denen a, b, ¢ Constanten sind, stellen also einen Curven-Complex 
dar. Durch Differentiation dieser beiden Gleichungen hinsichtlich 
x, y, ¢ und Elimination der Gréssen a, b, ¢ erhilt man eine Resul- 
tante: 

(2) f(cy2z dudydz)=0, 

die, wenn dz, dy, dz als Bestimmungselemente einer Richtung auf- 
gefasst werden, jedem Punkte des Raumes einen Kegel zuordnet, den 
Inbegriff nimlich der Richtungen aller Complex-Curven c, die durch 
den betreffenden Punkt gehen. Diese Kegel nenne ich elementare Com- 
plex-Kegel; ebenso wende ich den Ausdruck elementare Complex-Rich- 
tung an, um ein beliebiges Linien-Element (dx dy dz) einer Complex- 





*) Geometric des Raumes n, 258. (1846), 
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Curve ¢ zu bezeichnen. Den Inbegriff aller einem Punkte entsprechen- 
den elemementaren Complex-Richtungen bildet der dem betreffenden Punkte 
zugeordnete elementare Complex-Kegel. 

Einem gegebenen Systeme (1), oder, wie man auch sagen kann, 
einem gegebenen Curven-Complexe entspricht eine bestimmte Diffe- 
rential-Gleichung (f== 0); dagegen giebt es unbegrenzt viele Systeme 
(1), welche auf dieselbe Differential-Gleichung (f= 0) fiihren. Wihlt 
man nimlich eine beliebige Relation: 

v(xay2z dxdydza)=0, 
in welcher « eine Constante bezeichnet, und sind: 


(3) PifvyzaBy)=—0, 9, (wysaBy)—9 
die Integrale des simultanen Systems: 
f= 0, w = 0, 


so ist es klar, dass auch die Gleichungen (3) durch Differentiation 
hinsichtlich 2, y, z und Elimination der Grdssen a, B, y als Resultat: 
f=0 

geben. Es existiren also unbegrenst viele Curven-Complexe, deren Glei- 
chungen eine gegebene Relation f (ayz da dy dz) = 0 befriedigen. Kine 
jede Curve eines solchen Complexes wird von Curven ¢ des urspriing- 
lichen Complexes umbhiillt, indem alle ihre Elemente Complex - Rich- 
tungen sind. 

7. Eine partielle Differential-Gleichung erster Ordnung zwischen 
den Variabeln x, y, z ist nach Monge mit dem Problem iquivalent: 
die allgemeine Flaiche zu finden, die in allen ihren Punkten einen 
dem betreffenden Punkte nach einem beliebigen Gesetze zugeordneten 
Kegel beriihrt. Indem man hierbei in der gegebenen partiellen Diffe- 
rential - Gleichung 

F(vyzpq)=0 
x, y, 2 als Parameter, p und q dagegen als Ebenen-Coordinaten 
auffasst, kann man sagen, dass F’'=0 die allgemeine Gleichung 
des besprochenen Kegel-Systems in Ebenen-Coordinaten darstellt. 
Lagrange und Monge haben die Integration einer partiellen Diffe- 
rential-Gleichung erster Ordnung auf die Bestimmung eines gewissen 
Curven-Complexes, die sogenannten Charakteristiken, zuriickgefiihrt, 
indem sie gezeigt haben, dass wenn einfach unendlich viele Charak- 
teristiken eine Curve umhiillen, sie immer eine Integralfliiche er- 
zeugen. Es ist zu bemerken, dass die Differential-Gleichung der Cha- 
rakteristiken : 
[(a@y2 dxzdydz)=0 

mit der partiellen Differential-Gleichung als aiquivalent aufzufassen ist; 
beide Gleichungen geben niamlich die analytische Definition des be- 
sprochenen Kegel-Systems. 
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8. Sei nun gegeben eine partielle Differential-Gleichung erster 
Ordnung D,, die zugehérige Differential-Gleichung der Charakteristiken 
f=0, und endlich dreifach unendlich viele Curven c, die ebenso 
‘=O geniigen. Betrachten wir hier eine beliebige Integralfliche 
U,, eine auf derselben gelegene Charakteristik &, und ferner eine 
Complex-Curve ¢,, die k, beriihrt, so behaupte ich, dass ¢, die Fliche 
U, dreipunktig beriihrt. 

Nennen wir niimlich die beiden gemeinsamen, unendlich nahen 
Punkte der Curven c, und k,, p, und p,, ferner die niichstfolgenden 
Punkte unserer Curven beziiglich 2 und p,, so ist es klar, dass der 
elementare Complex-Kegel, dessen Spitze in p, liegt, das Fliachen- 
Element (p, p, 2) enthilt. Nun beriihrt der Kegel die Integral-Fliche 
U, nach der Erzeugenden p, p,, und also gehért das Element (p, p, 2) 
zugleich der Fliiche U, an, welche somit den Punkt z enthilt. Unsere 
Behauptung ist also erwiesen. 

Dieser Satz liisst sich dahin verallgemeinern, dass wenn ¢, ” con- 
secutive Pankte mit der Charakteristik i, gemein hat, (» + 1) Schnitt- 
punkte von ¢, und der Integralfliche U, zusammenfallen. *) 

9. Die Forderung, dass eine Fliche z= F' (xy) in einem jeden 
Punkte drei consecutive Punkte mit emer Complex-Curve ¢ gemein 
haben soll, driickt sich durch eine Differential-Gleichung zweiter Ord- 
nung D,**) aus, und zwar sieht man leicht, dass einfach unend- 
lich viele ¢ immer eine Integralfliiche bilden. Man kennt somit das 
allgemeine zweite Integral der Gleichung D, mit zwei arbitriren 
Functionen. Nun sagt der Satz der letzten Nummer, dass auch die 
Integralflichen der Gleichung D, — die im Allgemeinen nicht von 
Complex-Curven ¢ erzeugt werden — in eimem jeden ihrer Punkte 
dreipunktig von einer c beriihrt werden, und also ist D, ein singu- 
lires erstes Integral unserer Differential-Gleichung zweiter Ordnung. 
Ich behaupte, dass es sonst kein weiteres singuldres Integral giebt. 

Sei nimlich # eine Integralfliiche der Gleichung D,, die nicht 
von Curven ¢ gebildet wird. Es gehen dann durch jeden Punkt der 
Fliche zwei zusammenfallende Curven c, die dieselbe in diesem Punkte 
beriihren. Hieraus folgt, dass der zugehérige elementare Complex- 
Kegel die Fliche beriihrt, dass also dieselbe der Gleichung D, ge- 
niigt. — Die beiden letzten Nummern geben die folgende bemerkens- 
werthe geometrische Interpretation partieller Differential-Gleichungen 
erster Ordnung zwischen drei Variabeln. 








*) Entsprechende Sitze gelten fiir einen Raum mit beliebig vielen Dimen- 
sionen. 
**) Diese Differential Gleichung hat die folgende Form: 
r+2Ns+Nt+M=0, 
wobei N und M von «x, y, 2, p, q abhingen. 
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Die Aufgabe: alle Flichen zu finden, die mit zweifach unendlich 
vielen Curven eines gegebenen Complexes jedesmal drei consecutive Punkte 
gemein haben, driickt sich durch eine partielle Differential-Gleichung 
erster Ordnung aus. Alle Complexe, deren Gleichungen einer gegebenen 
Relation: 

f (cyzdzdydz)=0 
geniigen, fiihren auf dieselbe partielle Gleichung, und zwar befriedigen 
die zugehorigen Charakteristiken die Gleichung f = 0. 

10. Corollar. Die Aufgabe: alle Flichen zu finden, deren zwei- 
fach unendlich viele Haupttangenten des einen Systems einem gegebenen 
Linien-Complexe gehiren, fiihrt auf eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, deren Charakteristiken von den Geraden des Complexes 
umhiillt werden. Die Charakteristiken sind in diesem Falle auf den 
Integralflichen*) Haupttangenten-Curven des einen Systems. 

Ich werde andeuten, wie man diesen Satz selbstiindig beweisen 
kénnte. 

Die partielle Differential-Gleichung erster Ordnung, deren Charak- 
teristiken von den Geraden eines Linien-Complexes umhiillt werden, ist 
bekanntlich der Ausdruck des folgenden Problems: die allgemeine 
Fliche zu finden, die in allen ihren Punkten den betreffenden Com- 
plex-Kegel beriihrt. Nun ist die Osculationsebene einer Curve, deren 
Tangenten einem Linien-Complexe angehéren, eine Tangentenebene des 
entsprechenden Complex-Kegels, und also beriihren in unserem Falle 
die Osculationsebenen der Charakteristiken jedesmal die zugehérigen 
Integralflichen. Die Charakteristiken sind folglich Haupttangenten- 
Curven. 

Ein jeder Linien-Complex bestimmt also dreifach unendlich viele 
Curven, die von Complex-Linien umhiillt werden und dabei die Eigen- 
schaft besitzen, Haupttangenten-Curven auf einer jeden Fliche zu sein, 
die einfach unendlich viele solche Curven enthilt, vorausgesetzt, dass 
immer zwei consecutive dieser Curven sich schneiden. Diese Curven, 
die in der Theorie der Linien-Complexe eine wichtige Rolle spielen 
werden (vergl. den dritten Abschnitt dieser Abhandlung), nenne ich 
die Haupttangenten-Curven des Linien-Complexes. 

Herr Klein hat mir die Bemerkung gemacht, dass die Complex- 
Linien, die Pliicker als singulire Linien des Complexes bezeichnet, 
Haupttangenten-Curven desselben sind. Wird der Complex von den 
Tangenten einer Fliche oder von den Linien, die eine Curve schnei- 
den, gebildet, so sind alle Complex-Linien singulire Linien und also 
zugleich die Haupttangenten-Curven des Complexes. 


*) Herr Darboux, dem ich diesen Satz im Sommer 1870 mittheilte, kannte 
damals denselben. Vergl. den Anfang und Schluss des zweiten Theiles. 
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§ 4. 
Das Gleichungs-System F (xyz XYZ) =0, F, (xyz XYZ)=0 
bestimmt eine Reciprocitét zwischen zwei Raumen. 


11. Wir beginnen (cfr. § 1.) nun ein Studium der riumlichen 
Reciprocitiit, die durch die beiden Gleichungen: 


(1) Fy (ayzXYZ)=0, Fy(@yzXVYZ)=0 


bestimmt wird, wenn (wyz) und (X YZ) als Punkt-Coordinaten zweier 
Riitume y und R*) interpretirt werden. 

Bezeichnet man als conjugirt zwei Punkte (wyz) und (XY Z), 
deren Coordinaten-Werthe den Gleichungen (1) geniigen, so kann man 
sagen, dass die einem Punkte (xyz) conjugirten Punkte (X Y Z) eine 
Curve C bilden; dieselbe wird durch (1) dargestellt, vorausgesetzt, dass 
man 2, y, # als Parameter, X, Y, Z dagegen als laufende Coordinaten 
auffasst. Den Punkten des Raumes y entsprechen somit dreifach un- 
endlich viele Curven C, und ebenso tritt im Raume r ein Curven-Com- 
plex auf, dessen Curven ¢ in demselben Verhiltnisse zu den Punkten 
des Raumes R stehen. Die Punkte einer ¢ haben hierbei einen ge- - 
meinsamen conjugirten Punkt in R, und also gehen ihre entsprechen- 
den C durch diesen gemeinsamen Punkt. 

Die beiden Riiume r und R werden durch die Gleichungen (1) 
so auf einander bezogen, dass den Punkten des einen Raumes die Cur- 
ven eines Complexes im zweiten Raume entsprechen. Complex-Curven, 
die durch einen gegebenen Punkt gehen, bilden sich hierbei als die Punkte 
der dem gegebenen Punkte entsprechenden Complex-Curve ab. 

12. “Es lisst sich nun zeigen, dass die Gleichungen (1) eine all- 
gemeine Reciprocitiit zwischen Gebilden der beiden Riiume bestimmen, 
und zwar insbesondere zwischen Curven, die von Complex-Curven ¢ 
und C umhiillt werden. 

Wenn zwei Complex-Curven des einen Raumes einen gemeinsamen 
Punkt haben — was offenbar im Allgemeinen nicht der Fall ist —, 
so liegen ihre Bildpunkte auf einer Complex-Curve des zweiten Rau- 
mes; insbesondere ist zu bemerken, dass zwei unendlich nahen sich 
schneidenden Complex-Curven im anderen Raume Punkte entsprechen, 
deren infinitesimale Verbindungs-Linie eine Complex-Richtung ist. 
Man betrachte nun eine von einfach unendlich vielen ¢ umhiillte Curve 
6 und die den Punkten dieser letzten Curve entsprechenden C; es ist 
einleuchtend, dass jedesmal zwei consecutive C sich schneiden, dass 
also ihr Inbegriff eine Umhiiilungs-Curve 2 bestimmt. Fiihrt man die 


*) Gebilde des Raumes 7 werden mit kleinen Buchstaben bezeichnet; dagegen 
brauche ich grosse Buchstaben fiir Alles, was dem Raume FR angehért. 
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entsprechende Operation auf 2 aus, so erhiilt man eine von Com- 
plex-Curven ¢ umhiillte Curve o’, und zwar behaupte ich, dass 6’ eben 
die urspriingliche Curve @ ist. 

Um dieses zu beweisen, betrachte man einerseits ein von Complex- 
Curven ¢ gebildetes krummliniges Polygon, andererseits die den be- 
sprochenen Curven zugehérigen Bildpunkte, welche offenbar paarweise 
auf Complex-Curven C liegen, auf denjenigen niimlich, die den 
Ecken des gegebenen Polygons entsprechen. Dieses neue Polygon 
und das gegebene stehen also in einem vollstiindigen reciproken Ver- 
haltnisse. 

“Durch Grenz-Uebergang erhalt man zwei von Complex-Curven c 
und C umhiillte Curven, die in solcher gegenseitiger Bezichung stehen, 
dass den Punkten der einen diejenigen Complex-Curven entsprechen, 
welche die zweite wmhiillen. ' 

Eine jede von Complex-Curven umhiillte Curve bildet sich also 
fiir eine zweifache Auffassung ab als eine andere ebenso von Complex- 
Curven umbhii!ite Curve, die wir als die reciproke der gegebenen hin- 
sichtlich des Gleichungs-Systems (1) bezeichnen; und offenbar kann 
man, wenn die Gleichungen der einen Curve gegeben sind, diejenigen 
der reciproken durch einfache Operationen — Differentiation und Eli- 
mination — bestimmen. Es ist auch zu bemerken, dass die elemen- 
taren Complex-Richtungen (dx dy dz) und (dX dY dZ) sich paarweise 
als reciproke zusammenordnen, dass also zwei von Complex-Curven um- 
hiillte Curven, zwischen denen Beriihrung stattfindet, sich als eben 
solche Curven im zweiten Raume abbilden. 

13. Auch unter anderen Raumgebilden bestimmen die Gleichungen 
(1), und zwar fiir eine zweifache Auffassung, ein Entsprechen, welches 
aber im Allgemeinen keine vollstdndige Reciprocitit ist. 

Die elementaren Complex-Kegel, deren Spitzen auf einer Fiche 
f liegen, schneiden die entsprechenden 'Tangentenebenen jedesmal nach 
nm Geraden — mn bezeichnet die Ordnung der Complex-Kegel — und 
ordnen dadurch jedem Punkte der Fliiche » elementare Complex-Rich- 
tungen zu. Die contiuuirliche Aufeinanderfolge dieser Richtungen 
bilden eine die Fliche nfach bedeckende Schaar von Curven 6, die 
siimmtlich von Complex-Curven ¢ umhiillt werden. Die entsprechenden 
-reciproken Curven 2 erzeugen eine Fliche F, die wir als Bildfliiche 
der gegebenen auffassen. Dass das Reciprocitiits-Verhiiltniss nicht 
volistandig ist, liegt darin, dass durch jeden Punkt der Fliche F’ im 
Allgemeinen nur eine Curve 2 geht. Ausserdem liegen also auf F’ 
eine Schaar von Curven 2’, die ebenso von Complex-Curven C umhiillt 
sind, und zwar gehen (N — 1) &” durch jeden Punkt unserer Flache, 
vorausgesetzt, dass N die Ordnung der elementaren Complex - Kegel 
des Raumes R. bezeichnet. Die den Curven 2’ zugehdrigen reciproken 
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bilden eine Fliiche g, die gewissermassen der gegebenen Fliche f 
associirt ist. 

Durch jeden Punkt der Fliche f gehen, wie gesagt wurde, » Curven 
6, und also ist dieser Punkt das Bild einer Complex-Curve C, welche 
m Curven £ beriihrt; demzufolge beriihrt unsere C die Flaiche F' in 
m Punkten. Andererseits geht durch jeden Punkt der Fliche F’ nur 
eine X, dagegen (N — 1) ¥ und also ist unser Punkt das Bild einer 
Complex-Curve c, welche f in einem Punkte, gm dagegen in (N — 1) 
Punkten beriihrt. Fiihren wir nun — in Analogie mit der fiir Linien- 
Systeme gebriiuchlichen Terminologie — die Bezeichnungen _,,Curven- 
Congruenz* und , Brennflidche*) einer Curven-Congruenz* ein, so kénnen 
wir das Obenstehende folgendermassen zusammenfassen : 

Die Punkte einer Fliiche f bilden sich in R ab als zweifach un- 
endlich viele Complex-Curven C, als eine Curven-Congruenz, deren 
Brennfliiche F wir als Bildfliiche der gegebenen betrachten. Ebenso 
bilden die Punkte der Fliche F° sich als zweifach unendlich viele Curven 
c ab, und zwar enthilt die zugehirige Brennfliche die gegebene Fliche 
f als reductiblen Theil. 

14. Die vorstehenden Betrachtungen gelten auch, wenn f und F' 
Flichen-Elemente sind. Unsere Reciprocitit bestimmt ein Entsprechen 
zwischen Flichen-Elementen. Einem gegebenen Elemente des Raumes 
rv entsprechen n Elemente des zweiten Raumes; andererseits entsprechen 
jedem Elemente des Raumes J? N Elemente in rv. Sollen also die 
Gleichungen (1) eine vollstiindige Reciprocitaét, das heisst ein eindeu- 
tiges Entsprechen zwischen Flichen-Elementen bestimmen, so miissen 
die beiden Zahlen » und N gleich 1 sein. Hierher gehdrt, wie ich 
beiliufig bemerke, die Ampére’sche Transformation (cfr. § 7., 22.). 
Dagegen haben wir gefunden, dass das Entsprechen zwischen elemen- 
taren Complex-Richtungen im Allgemeinen ein eindeutiges ist, und 
in der That erhdlt man die klarste Vorstellung iiber unsere Recipro- 
citiit, wenn man eine jede Figur als von elementaren Complex- Rich- 
tungen gebildet auffasst. Beispielsweise kinnen wir sagen, dass die zwei- 
fach unendlich vielen clementaren Complex-Richtungen einer Fliiche [ 
sich als die elementaren Complex- Richtungen der entsprechenden Fiche 
F abbilden. 

Sei nun gegeben eine Curve k, die wir als eine Rohrenfliche von 
infinitesimalem Querschnitt auffassen. Alle elementaren Complex-Rich- 
tungen, die k schneiden, geben zweifach unendlich viele Complex- 
Richtungen (dX d Y dZ), deren Inbegriff im Allgemeinen. eine Fliche 


*) Definirt man eine Curven-Congruenz durch eine lineare partielle Differential- 
Gleichung erster Ordnung, so ist die Brennfliiche dasjenige, was man im Allge- 
meinen als das singuldre Integral der betreflenden Differential-Gleichung bezeichuet. 
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F bilden, welche das Bild von & ist. Diese Definition der Bildfliche 
ist mit den beiden folgenden fquivalent: F' enthilt einfach unendlich 
viele Curven C, die sich als die Punkte der Curve & abbilden. Alle 
Complex-Curven ¢, die k schneiden, bilden sich als die Punkte der 
Fliche F' ab. 

Die Gleichungen F, (xyz X YZ) = 0, F,(xyz X YZ) =0 fiihren 
somit beliebig gegebene Gebilde in neue iiber und sie kénnen also 
dazu dienen, geometrische Theoreme und Probleme zu transformiren. 
Im zweiten Abschnitte machen wir fiir eine particulire Form der 
Abbildungs-Gleichungen wichtige Anwendungen von diesem Trans- 
formations - Princip. 


§ 5. 


Bestimmung aller Raum-Transformationen, bei denen Berihrung eine 
invariante Beziehung ist. 


15. In der Theorie der partiellen Differential-Gleichungen spielen be- 
kanntlich Transformationen, die sich folgendermassen ausdriicken lassen : 
QQ) X=fl(eyepa), Y=f,(eyzpq), 4=—fy(ey2 pg) 
eine wichtige Rolle. Es sollen hier p und q, wie auch spiiter P und 
Q, die partiellen Derivirten a ; yy ‘ id ; ed bezeichnen. Bemerkens- 
werth ist insbesondere der Fall, dass aus den Gleichungen (1) sich 
Ausdriicke fiir P und Q, die ebenso nur von (xyz pq) abhiangen, her- 
leiten lassen. Alsdann besitzt unsere Transformation die Eigenschaft, 
Flichen, die sich beriihren, in eben solche iiberzufiihren, und zwar 
werde ich in diesem Paragraphen eine wie es scheint neue analytisch- 
geometrische Kintheilung dieser Transformationen in drei Classen geben. 

Die Gleichungen (1) ordnen einem beliebigen Fliichen- Elemente 
(cyzpq) einen Punkt (X Y Z) zu, und also entsprechen den Ele- 
menten einer Fliiche f alle Punkte einer Fliiche F, die freilich in eine 
Curve oder sogar in einen Punkt ausarten kann. Liisst man eine 
Fliche x variiren, in solecher Weise, dass ein F'liichen-Element der- 
selben ungeindert bleibt, so beriihren sich die entsprechenden TT in 
einem (oder mehreren) gemeinsamen Elementen E. Wenn TT in eine 
Curve ausartet, so enthiilt dieselbe, wie eine Continuitiits- Betrachtung 
zeigt, zwei consecutive Punkte des Elementes EH. Wird endlich TT eine 
Punkt-Kugel (unendlich kleine Kugel), so liegt dieselbe auf E. 

Man betrachte nun dreifach unendlich viele Flichen /, die ganz 
beliebig gewahlt sind, und die entsprechenden Gebilde F’ des zweiten 
Raumes, die entweder Flichen oder Curven oder Punkt-Kugeln sind. 
Eine Fliche » wird von zweifach unendlich vielen f umhiillt, und 
nach dem Vorstehenden beriihren dann die entsprechenden zweifach 
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unendlich: vielen F' die Bildfliche ©. Hierin liegt eine allgemeine 
geometrische Definition unserer Transformationen. 

16. Wahlen wir insbesondere als Flichen f alle Punkt-Kugeln 
des Raumes 7, so finden wir die analytische Definition der Gebilde F, 
indem wir zwischen den Gleichungen: 


X=f/(eyepq), Y=fA(eyepa), Z=—hleyepq) 

p und q eliminiren. Es sind hier drei Fille méglich; entweder existirt 
nur eine Relation zwischen (x yz X Y Z), und dann gehdrt die Trans- 
formation*) unter die von Pliicker aufgestellte allgemeine Recipro- 
citét; oder es finden sich zwei solche Relationen, was der von mir 
aufgestellten Reciprocitit entspricht; oder es existiren drei unabhangige 
Gleichungen zwischen den Punkt-Coordinaten der beiden Riume, was 
bei allen Punkt-Transformationen der Fall ist. 

Es giebt drei distincte Classen von Transformationen, bei denen Be- 
riihrung eine invariante Beziehung ist; die erste entspricht der Plicker’- 
schen Reciprocitiét des Raumes, und wird durch eine aequatio directrix: 

F(ayzX YZ)=0 

definirt; die zweite entspricht der von mir aufgestellten Reciprocitit; 
dieselbe wird durch zwei Gleichungen: 

Fyi(ayzX YZ=0, Fyj(c«yeX YZ)=0 
definirt; die dritte endlich umfasst alle Punkt- Transformationen; die- 
selbe wird durch drei Gleichungen: 
Fi(ayzX ¥Z)=0, Fi(«yzXYA=0, Fi(«yzX YA=—O0 
bestimmt **), 

Die beiden ersten Classen von Transformationen beruhen auf der 
Einfihrung eines neuen Raumelements, die letzte auf der Anwendung 
eines neuen Coordinaten - Systems. 


§ 6. 
Transformation partieller Differential-Gleichungen. 


17. Legendre***) hat eine allgemeine Methode gegeben, um 
— in der Sprache der modernen Geometrie — eine partielle Diffe- 
rential-Gleichung zwischen Punkt-Coordinaten x, y, # in eine zwi- 
*) Vergl. Du- Bois-Reymond, partielle Differential-Gleichungen. § 75—81. 
**) Fiir einen Raum mit n Dimensionen giebt es  distincte Classen von Trans- 
formationen, bei denen Beriihrung eine invariante Beziehung ist. Bezeichnet m 
eine beliebige ganze, positive Zahl, die nicht grésser als » ist, so kéunen wir 
sagen, dass eine jede Classe durch m Gleichungen zwischen den Coordinaten des 
neuen und des transformirten Raumes definirt wird. 
**t) Die hier gegebene allgemeine Auffassung der sogenannten Legendre’- 
schen Transformation gehért wohl Pliicker. Crelle IX. 1831. 
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schen Ebenen-Coordinaten ¢, w, v iiberzufiihren; hierbei kann man 
¢, w, v auch als Punkt-Coordinaten eines auf den gegebenen reciprok 
bezogenen Raumes betrachten. Ebenso ist es, wenn man die Curven 
oder Flichen eines Complexes als Raumelemente einfiihrt, miglich eine 
Differential-Gleichung in den Variablen x, y, 2 in eine gwischen den 
Coordinaten X, Y, Z des neuen Elementes zu transformiren. Auch 
hier ist zu bemerken, dass man in der neuen Gleichung X, Y, Z als 
Punkt-Coordinaten des Raumes F interpretiren kann, und zwar wird 
diese Auffassung die hervortretende in unserer Darstellung sein. 


Der analytische Beweis fiir die Wahrheit der vorstehenden Be- 
hauptung liegt darin, dass der besprochene Wechsel des Raumelements 
sich durch fiinf Relationen zwischen (% y z p q) und (X Y Z P Q) aus- 
driicken lisst. Wenn man aber in eine partielle Differential -Gleichung: 


TW(xyzpq)=90 


statt x, y, 2, p, q die Werthe dieser Gréssen durch X, Y, Z, P, Q 
einsetzt, so erhilt man eine neue partielle Differential -Gleichung 
erster Ordnung. Geometrisch kann man dasselbe in folgender Weise 
einsehen. 


Es sei gegeben eine partielle Differential-Gleichung erster Ord- 
nung TT(z yz pq) =O und alle Fliichen g, die ein sogenanntes voll- 
stiindiges Integral bilden; hierbei ist zu erinnern, dass eine jede andere 
Integralfliiche f von einfach unendlich vielen m umhiillt wird. Man 
betrachte ferner die zugehdrigen Bildflichen © und F; wir werden 
beweisen, dass jede F' von einfach unendlich vielen ® umhiillt wird. 
Aus den Entwickelungen des letzten Paragraphen folgt, dass wenn zwei 
_ Fitichen einander nach einer Curve beriihren, das heisst einfach un- 
endlich viele Flichen-Elemente gemein haben, die Bildfliichen in 
demselben gegenseitigen Verhiiltnisse stehen. Dieses vorausgesetzt 
betrachte man eine Integralfliiche f,, ferner alle einfach unendlich 
vielen g,, welche dieselbe nach einer Charakteristik beriihren und end- 
lich die entsprechenden Flichen F, und ®,. Es ist klar, dass jede 
®, die Fliche F, nach einer Curve beriihrt, dass also I’, die Um- 
hiillungsfliche der ®, ist. Wir sehen somit, dass unsere Transfor- 
mation alle Integralflichen einer partiellen Differential - Gleichung 
TT (ay zpq) =O in die Integralfliichen einer neuen partiellen Diffe- 
rential-Gleichung F'(X Y Z P Q) = 0 iiberfiihrt, und das war eben 
unsere Behauptung. 


18. Wir betrachten nun eine, durch zwei auf einander bezogene 
Curven-Complexe ¢ und C definirte Transformation; wenden wir dieselbe 
auf die dem Curven-Complexe ¢ zugehirige (§ 3., 9.) partielle Diffe- 
rential-Gleichung erster Ordnung an, so zerfillt die entsprechende Diffe- 
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rential-Gleichung zwischen X, Y, Z in zwei Gleichungen, unter denen 
die eine eben dem Curven- Complexe C entspricht. " 

Sei nimlich gegeben eine Fliche f, die in allen ihren Punkten 
die zugehérigen elementaren Complex-Kegel beriihrt. Diese Kegel 
bestimmen in jedem Flichen- Elemente (§ 4., 13.) » elementare Com- 
plex-Richtungen, unter denen jedesmal zwei zusammenfallen. Die auf 
f gelegenen Curven, die von Complex-Curven ¢ umhiillt werden, theilen 
sich also in zwei Schaaren: die Charakteristiken der Fliche f und eine 
Schaar, die dieselbe (n — 2) fach bedeckt. Die Punkte unserer Fliche 
bilden sich somit ab als zweifach unendlich viele Curven C, deren 
Brennfliche in zwei Flichen F', und F’, zerfallen ist, und zwar be- 
riihren die Curven C die Fliiche F’, in zwei zusammenfallenden Punkten, 
dagegen die Fliiche F’, in (n — 2) getrennten Punkten. Die Fliche 
F’, geniigt also nach § 3., 9. der den Complex-Curven C zugehérigen 
partiellen Differential-Gleichung erster Ordnung, wihrend F,, eine andere 
Differential -Gleichung befriedigt. Unsere Behauptung ist also erwiesen. 

Unser Satz ist mit den beiden folgenden identisch: 

Wenn ein Fliichen- Element des Raumes r einen elementaren Com- 
plex- Kegel beriihrt, so bildet dasselbe sich in R ab durch (n — 1) Ele- 
mente, unter denen das eine zweifach zihlt und dabei einen elementaren 
Complea- Kegel beriihrt*). 

Die Complex-Curven ¢ und C bestimmen zwei partielle Differential- 
Gleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken reciproke Curven 
hinsichtlich der Gleichungen F, = 0, F, = 0 sind. 

19. Die letzte Form unseres Satzes giebt die folgende Methode 
zur Transformation partieller Differential-Gleichungen erster Ordnung. 

Man bestimme die Differential-Gleichung /(x y z dx dy dz) = 0 
der Charakteristiken und wihle eine beliebige Relation: 


w(ayedxdydze X)=0, 
in welcher X eine Constante bezeichnet. Es seien: 
Fi(«@yeXY2A=0, Fy(c«yzXYZ)=—0 
die Integrale mit zwei arbitriiren Constanten Y und Z des simultanen 
Systems: 





*) Kinem Elemente des einen Raumes entsprechen im Allgemeinen ” beziiglich 
N Elemente des zweiten Raumes. Demzufolge ordnen die Elemente jedes Raumes 
sich in Gruppen auf » oder N zusammen, wir werden sagen als associirte Ele- 
mente. Wenn unsere Transformation durch zwei Gleichungen (/', = 0), (I, = 0) 
definirt wird, so giebt es nach den Entwickelungen des Textes in jedem RKaume 
vierfach unendlich viele Elémente, die mit einem associirten zusammengefallen 
sind, und zwar ist es bemerkenswerth, dass ein solches Element sich als ein ahn- 
liches im zweiten Raume abbildet. Der Satz des Textes gilt in dieser Form auch 
fiir Transformationen, die durch eine Gleichung F' (a yz X Y Z) = 0 definirt 
werden. 

Mathematische Annalen. V. 11 
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f=0, y=0. 
Die Gleichungen F’, = 0 und F’, = 0 geben durch Differentiation und 
Elimination ein Resultat : 


F,(X YZdXd¥dZ)=0, 


welche wir auffassen als bestimmend eine partielle Differential -Glei- 
chung: 


F(X ¥ ZS) =0, 


die sich nach gewohnlichen Methoden finden liisst. 

Die gegebene partielle Differential-Gleichung und die eben gefundene 
(F, = 0) sind dquivalente Probleme, in dem Sinne, dass die zuge- 
hirigen Charakteristiken reciproke Curven hinsichtlich des Systems F’, =0, 
F, = 0 sind. 

Es ist nicht schwer, die Wahrheit der beiden folgenden Behaup- 
tungen, die ich als Beispiele aufstelle, zu erkennen. 

Transformirt man nach der angegebenen Methode die einem Linien- 
Complexe (§ 3., 10.) zugehérige partielle Differential-Gleichung erster 
Ordnung, so ist die neue Gleichung 7’, 0 nur vom zweiten Grade. 
Dieses liegt darin, dass die Geraden einer Linien-Congruenz die Brenn- 
fliche in zwei Punkten beriihren*). 

Transformirt man dagegen die einem Kegelschnitt-Complexe zu- 
gehérige partielle Differential-Gleichung (§ 3., 9.), so ist die neue 
Ditferential-Gleichung im Allgemeinen vom dreissigsten Grade. Dieses 
liegt darin, dass wenn zweifach unendlich viele Kegelschnitte, eine 
Congruenz bilden, jeder Kegelschnitt die Brennfliche in sechs Punk- 
ten beriihrt. Demzufolge sind die neuen elementaren Complex- 
Kegel von sechster Ordnung und also von dreissigster Classe u. s. w. 

20. Hier mégen noch die folgenden Bemerkungen, auf deren 
Beweis ich nicht eingehe, ihren Platz finden. 

a. Wenn in der letzten Nummer f= 0 die Form: 

Xdz + Ydy+ Zdz =0*) 
besitzt, so sind die Charakteristiken der partiellen Differential -Glei- 
chung F', =O eben diejenigen Curven, die durch F, =0, F, =0 
dargestellt werden, wenn man & y z als Parameter auffasst. Wir kénnen 
hieraus als wesentliche Eigenschaft der Charakteristiken einer partiellen 
Differential-Gleichung erster Ordnung die folgende schliessen: 


*) Die hier angedeutete einfache Form, welche die einem Linien-Complexe 
zugehérige partielle Differential-Gleichung annehmen kann, griindet sich nach 
den Entwickelungen in § 2. (vergl. auch den dritten Abschnitt dieser Abhandlung) 
darauf, dass man die Geraden des betreffenden Linien-Complexes als Raumelemente 
einfiihrt. 

**) X, Y, Z sollen hier beliebige Funktionen von x y z bezeichnen. 
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Die Curven eines gegebenen Complexes sind Charakteristiken einer 
partiellen Differential-Gleichung erster Ordnung, wenn in einer beliebigen, 
diesem Complexe angehirigen Congruenz jede Curve*) die Brennfliche nur 
in einem Punkte beriihrt. Hierbei wird von der allen solehen Con- 
gruenzen miglicherweise gemeinsamen Brennfliche abgesehen. 

Wenn die elementaren Complex-Kegel beider Riume in ebene 
Strall-Biischel zerfallen, so liegen die dreifach unendlich vielen Com- 
plex-Curven jedes Raumes auf einfach unendlich vielen Flichen — 
das heisst, die Gleichungen: 

f(@yzdxdydz)=0, F,(X YZdXdYdZ)=0 
die hinsichtlich der Differentiale linear sind, kénnen integrirt werden. 
Dieser Satz ist, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen werde, 
von Bedeutung, wenn man insbesondere alle eindeutigen Transfor- - 
mationen sucht. : 

b. Alle Transformationen, bei denen Beriihrung eine invariante 
Beziehung ist, besitzen die charakteristische Kigenschaft, die Monge- 
Ampeére’sche partielle Differential-Gleichung zweiter Ordnung: 

A(rt— s*)+ Br+Cs+ Dt+ E=0 
in ene iihnliche Gleichung iiberzufiihren. Wenn die gegebene Glei- 
chung ein allgemeines erstes Integral zugiebt, so ist dieses offenbar 
auch mit der neuen der Fall. (Cfr. eine Abhandlung von Boole in 
Crelle-Borchardt’s Journal, Bd. 61.) 

c. Im Allgemeinen entsprechen bei unseren Transformationen 
einem gegebenen Elemente eine endliche Zahl Elemente des zweiten 
Raumes. Es giebt indessen Ausnahm-Elemente, die sich als unbe- 
grenzt viele Eiemente abbilden. Ohne auf eine vollstiindige Discussion 
dieser wichtigen Theorie einzugehen, bemerke ich, dass wenn ein 
Element einfach unendlich viele Complex - Richtungen enthilt, dasselbe 
ein Ausnahm-Element ist. Dieses liegt unmittelbar darin, dass 
ein Element sich im Allgemeinen in so viele Elemente transformirt, 
wie dasselbe Complex - Richtungen enthilt (§ 4, 13. und 14.). 
Wenn die elementaren Complex-Kegel des Raumes ry in ebene Biischel 
zerfallen sind, so erhalten wir also in diesem Raume dreifach unendlich 
viele Ausnahm- Elemente, deren Inbegriff den vierfach unendlich vielen 
Elementen entsprechen, welche siimmtliche elementare Complex - Kegel 
des Raumes F umhiillen. 


*) Jede Curve einer solchen Congruenz schneidet nur eine unendlich benach- 
barte Curve. 
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Zweiter Abschnitt. 


Die Plicker’sche Linien-Geometrie*) liisst sich in eine 
Kugel-Geometrie transformiren. 


In diesem Abschnitte betrachte ich einen besonderen Fall der friiher 
entwickelten allgemeinen Theorie, denjenigen niimlich, in welchem die 
beiden auf einander bezogenen Curven-Complexe Linien- Complexe sind. 
Doch ist es nur ein Degenerations- Fall, den ich einem niheren Studium 
unterwerfe. Indessen glaube ich, dass es Interesse darbieten wiirde, 
sowohl den allgemeinen Fall wie alle méglichen Special-Falle genau zu 
untersuchen. 


§ 7. 
Die beiden Curven-Complexe sind Linien-Complexe. 


21. Setzen wir voraus, dass die beiden Gleichungen der Reci- 
procitaét hinsichtlich (# y 2) und (X Y Z) linear sind: 


X(a,e + by + ¢2+d,) + Y(a,x + by + ¢,2 + dy) 
+ Z(a,% + byy + ¢,2 + ds) + (a,z+byy+e,2+d,)=0 
| X(ae+ Byy+ 72+ 9) + ¥(o.0 + Boy + 722 + 9) 
| +2Z(a,2+ Byy+732+ 95) + (a, 2+B,y+7,2+9,)=0, 


so bilden offenbar die einem gegebenen Punkte conjugirten Punkte 
des zweiten Raumes eine Gerade. Die beiden Curven-Complexe sind 
Pliicker’sche Linien-Complexe, und also bestimmen die Gleichungen 
(1) ein Entsprechen zwischen yr und FR, welches die folgenden EKigen- 
schaften besitzt : 

a) In jedem Raume findet sich ein Linien- Complex, dessen Gerade 
sich als die Punkte des zweiten Raumes abbilden. 

b) Wenn ein Punkt eine Complex-Linie beschreibt, so dreht sich 
die entsprechende Gerade um den Bildpunkt der durchlaufenen Linie. 

c) Curven, deren Tangenten bez. den beiden Complexen angehiren, 
ordnen sich paarweise als reciproke zusammen, dergestalt, dass die Tan- 
genten der einen sich als die Punkte der zweiten abbilden. 

d) Hiner Fliiche f wird fiir eine zweifache Auffassung eine Fliiche 
F zugeordnet. Einerseits ist F die Brennfliiche derjenigen Linien-Con- 
gruenz, deren Gerade den Punkten von f entsprechen; andererseits sind 


(1) 


*) Hinsichtlich der Theorie der Complexe setze ich als bekannt voraus: Pliicker, 
Neue Geometrie des Raumes... 1868, 69; Klein, Zur Theorie der Complexe... 
Math. Ann. II, 2. Herrn Battaglini’s Arbeiten iiber Linien-Complexe kann 
ich nich’, citiren, weil sie mir unzugiinglich sind. 
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die Punkte von F das Bild aller Tangenten der Fliche f, welche dem 
betreffenden Linien-Complexe angchiren*). 

e) Auf den eben besprochenen Fliichen ordnen sich alle Curven 
paurweise als conjugirte zusammen. Die Punkte einer solchen Curve 
transformiren sich in die Erzeugenden einer Linienfliche, welche die con- 
jugirte Curve enthilt und nach derselben die Fliche f oder F' beriihrt. 

f) Kiner Curve, deren Tangenten dem betreffenden Complexe ange- 
horen, entspricht als conjugirte eine ebenso von Complex- Linien umhiillte 
Curve und zwar eben diejenige, die wir als die reciproke der gegebenen 
bezeichnet haben. 

Der Beweis fiir die unter e) aufgestellte Behauptung liegt darin, 
dass eine Complex-Linie und ein auf derselben gelegener Punkt sich 
als ein Punkt und eine durch denselben gehende Complex-Linie abbilden. 

22. Eine jede der Gleichungen (1) bestimmt ein homographisches 
Entsprechen zwischen den Punkten und Ebenen der beiden Riume, 
und also liisst sich jeder unserer Complexe definiren als der Inbe- 
griff der Durchschnitts-Geraden von homographisch entsprechenden 
Ebenen oder der Verbindungs-Linien von homographisch zusammen 
gehdrenden Punkten. Der hierdurch bestimmte Linien-Complex zweiten 
Grades ist nach den Untersuchungen des Herrn Reye**) mit dem- 
jenigen Linien-Systeme identisch, welches Binet zuerst als den Inbe- 
griff stationiirer Umdrehungs-Axen eines materiellen Kérpers betrachtet 
hat, und welches spiiter mehrere Mathematiker, insbesondere die Herren 
Chasles und Reye, untersucht haben. 

Wenn die Constanten der Gleichungen (1) particularisirt sind, 
so kénnen die Complexe entweder eine specielle gegenseitige Lage 
erhalten — sie kénnen z. B. zusammenfallen, welchen Fall Herr Reye 
in seiner Geometrie der Lage betrachtet, indem er zugleich die hier 
untersuchte Abbildung des Complexes wie auch den unter b) angefiihrten 
Satz angiebt — oder selbst particularisirt werden. Ohne hier auf eine 
Discussion aller méglichen Fille einzugehen, hebe ich die beiden 
folgenden wichtigsten Degenerationen hervor***). 

Die beiden Complexe kénnen specielle lineare Complexe sein. 
Dieser Fall fiihrt auf die bekannte Ampére’sche Transformation, die 
also darauf beruht, dass man alle Geraden, die eine feste Gerade 


*) Dass die Reciprocitiit nicht vollstiindig ist, liegt darin, dass die Fliche 
F die vollstindige Brennfliche der zugehérigen Congruenz ist; dagegen umhiillen 
die Linien der zweiten Congruenz ausser f noch eine zweite Fliiche. 

**) Reye, Geometrie der Lage, II. Abtheilung 1868, p. 116—172. 

*!*) Lie, Repriisentation des Imaginaren, Acad. zu Christiania. Februar und 
August 1869. Die in dieser Abhandlung § 17., § 25., § 27.—29. betrachtete riium- 
liche Verwandtschaft ist mit unserer jetzigen identisch. In § 25, bespreche ich 
die erste der beiden Degenerationen. 
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schneiden, als Raumelement anstatt des Punkts oder der Ebene einfiihrt. 
Die Ampére’schen Transformations - Gleichungen: 
X=p, Y+y=0,Z+2+pr=0 
geben niimlich zwischen (a y 2 X Y Z) die beiden Relationen: 
Y+y=0; Z2+2+X2r#=0, 
welche offenbar eine particuliire und symmetrische Form der Glei- 
chungen (1) bilden. 

Der eine Complex kann in den Inbegriff aller Geraden, die einen 
festen Kegelschnitt schneiden, tibergehen; alsdann ist der zweite Com- 
plex ein allgemeiner linearer*). Diese Degeneration werde ich im 
Folgenden unter der Voraussetzung, dass der fundamentale Kegel- 
schnitt der unendlich weit entfernte imaginiire Kreis ist, niher unter- 
suchen. 

23. Wir wissen, dass die beiden Curven-Complexe Linien-Com- 
plexe sind, wenn die Gleichungen der Reciprocitaét hinsichtlich der 
beiden Systeme von Variabeln (x y 2) und (X Y Z) linear sind, und wir 
stellen uns nun die Frage, ob diese hinreichende Bedingung auch noth- 
wendig ist. Es ist dies, wie jetzt gezeigt werden soll, allerdings der 
Fall, wenn man die Bedingung hinzufiigt, dass das Entsprechen ein 
eindeutiges sein soll. Ich bemerke iibrigens, dass diese Frage, die an 
und fiir sich Interesse darbietet, fiir die folgenden Theorien keine 
Bedeutung hat. 

Wenn der eine Complex ein Linien-Complex ist, so miissen die 
elementaren Complex-Kegel des zweiten Complexes, der im Allgemeinen 
ein Curven-Complex ist, in eine Anzahl von Kegeln zweiten Grades 
zerfallen. Der Beweis dieses Satzes liegt darin, dass die Geraden einer 
allgemeinen Linien-Congruenz die Brennfliiche nur in zwei Punkten 
beriihren. Wird insbesondere der eine Complex von den Tangenten 
einer Fliche gebildet, so zerfallen die elementaren Kegel des zweiten 
Complexes in ebene Strahl-Biischel. Stellt man nun die Forderung, 
dass die Abbildung eine eindeutige sein soll, so sind nur noch die 
drei folgenden Fille méglich: 1) Die beiden Linien-Complexe sind 
allgemeine Complexe zweiten Grades. 2) Der eine Complex ist ein 
specieller Complex zweiten Grades, der zweite ein allgemeiner linearer. 


*) Herr Néther hat diese Abbildung des linearen Complexes, die ich tibrigens 
selbstiindig gefunden habe, bereits gelegentlich gegeben. (Gitting. Nachr. 1869: 
Zur Theorie der algebraischen Functionen.) Die fiir uns fundamentale Auffassung, 
dass die beiden Riume einen Complex enthalten, dessen Linien sich als die Punkte 
des zweiten Raumes abbilden, ist in der besprochenen Note nicht angedeutet. Ich 
méchte ferner hinzufiigen, dass ich die Idee, ein Entsprechen zwischen den Fliichen- 
Elementen zweier Riiume auf die Abbildung eines Complexes zu _begriinden, 
nirgendwo ausgesprochen gefunden habe. 
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3) Die beiden Complexe sind specielle lineare. Wir deuten an, wie 
sich hieraus herleiten lisst, dass die Gleichuwngen (1) die allgemeinste 
eindeutige gegenseitige Abbildung zweier Linien-Complexe definiren, 
wobei jedoch der Fall, dass beide Linien- Complexe specielle lineare sind, 
nicht vollstindig in Betracht genommen ist*) 

Wenn die beiden Complexe allgemeine Complexe zweiten Grades 
sind, so kénnen die zugehérigen Singularititenfliichen, wie man leicht 
findet, keine krummen Flichen sein. Von jedem Punkte der Singula- 
rititenfliche gehen niaimlich zwei ebene Strahlen-Biischel aus, deren 
Gerade sich im zweiten Raume als die Punkte einer Geraden abbilden. 
Alle Geraden des einen Biischels transformiren sich hierbei in einen ein- 
zigen Punkt. Der Inbegriff aber aller Geraden, die keine selbststandige 
Abbildung haben, kann nicht ein Complex, héchstens eine Anahl von 
Congruenzen sein. Da jedoch alle ebenen Strahl-Biischel, deren Spitzen 
auf einer krummen Fliche liegen, nothwendigerweise einen Complex 
bilden, so muss die Singularititenfliiche aus Ebenen bestehen, und 
hieraus liisst sich schliessen, dass die beiden Complexe zweiten Grades 
solche sind, wie sie Binet zuerst betrachtet hat. 

Wenn ein specieller Complex zweiten Grades und ein allgemeiner 
linearer auf einander abgebildet sind, so wiiren a priori zwei Fille 
denkbar. Die Linien des Complexes zweiten Grades kénnten einen 
Kegelschnitt schneiden oder eine Fliiche zweiten Grades umbhiillen. 
Durch Betrachtungen, auf welche ich hier nicht eingehe, habe ich 
bewiesen, dass nur der erste Fall stattfindet.. 


, § 8. 


Reciprocitét zwischen einem linearen Complexe und dem Inbegriff aller 
Geraden, die den imaginiren unendlich weit entfernten Kreis schneiden. 


24. Wir wenden uns nun zu den Gleichungen: 
(1) —Ze2=ux—(X+iY), (X—iY)ze=—y—-Z, 
die, wie man sieht, hinsichtlich (w y z) und (X Y Z) linear sind, 
welche somit ein Entsprechen zwischen zwei Linien-Complexen be- 
stimmen. Zuerst suchen wir die Gleichungen dieser Complexe in 
Pliicker’schen Linien-Coordinaten. 

Pliicker schreibt die Gleichungen der geraden Linie in der Form: 

rZ=Z£—@O se=y—se. 

*) Man stelle ein eindeutiges Entsprechen fest zwischen den Ebenen zweier 
linearen Biischel. Man beziehe darnach die Geraden jeder Ebene dualistisch auf 
die Punkte der entsprechenden Ebene. Man erhiilt hierdurch eine gegenseitige 
Abbildung zweier specieller lmearer Complexe, die allgemeiner als diejenige ist, 
welche durch die Ampére’schen Gleichungen bestimmt wird. 


¢ 
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und betrachtet dabei die fiinf Gréssen r, s, @, 6, (r6 — se) als Linien- 
Coordinaten. Also stellen die Gleichungen (1), wenn man in denselben 
X, Y, Z als Parameter auffasst, ein System von Geraden dar, deren 
Coordinaten den folgenden Relationen geniigen: 
=—Z, o=X+iY, s=X-iY, =Z, 

aus denen: 
(2) rt+o=0 
hervorgeht. Der Linien-Complex im Raume r ist somit ein linearer, 
und zwar ein allgemeiner linearer Complex, der die unendlich weit 
entfernte Gerade*) der xy-Ebene enthilt. 

Um den Complex des Raumes Ff zu bestimmen, ersetze man das 
System (1) durch das fquivalente: 


eT... 1 at ees y 

wlet+3)2—¥— [2-4], 
welches bei Vergleichung mit den allgemeinen Gleichungen einer Ge- 
raden: 


(3) RZ=X—P SZ=—=Y-— rf 


die folgenden Relationen giebt: 
> ai. 1 1 y 
ae 1 a. | 
ada i [e+4] r=7;|2 4 


und somit finden wir als Gleichung des besprochenen Complexes: 





(4) R+8+1=0. 
Nun geben die Relationen (3): . 
dX 
R=qz, 8=% 


und also kann (4) auch in der folgenden Form geschrieben werden: 
dX?+dY?+dZ?=0. 
Der Linien-Complex des Raumes R wird von den imaginiiren Geraden, 
deren Linge gleich Null**) ist, gebildet. 
Die Gleichungen (1) beziehen die beiden Riiume so aufeinander, 
dass den Punkten des Raumes r die imaginiren Geraden, deren Liinge 


*) Diese Gerade tritt bei der Abbildung als Fundamental-Gebilde auf. Ich 
bezeichne diese Gerade zuweilen als die Fundamental-Gerade des Raumes r. 

**) Indem ich der bequemen franzisischen Terminologie folge, bezeichne ich 
als Gerade von der’ Lénge Null eine jede Linie, die den unendlich weit ent- 
fernten imaginiiren Kreis schueidet, 
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gleich Null ist, entsprechen, wihrend die Punkte des Raumes R sich 
als die Linien des linearen Complexes r +- 6 = 0 abbilden. 

Es ist zu bemerken, dass wenn ein Punkt eine Linie des Com- 
plexes r + 6 =() durchliuft, die entsprechende Bildlinie eine infini- 
tesimale Kugel, eine Punkt-Kugel beschreibt. 

25. Nach der allgemeinen Theorie reciproker Curven (§ 4., 12.) 
lisst sich, wenn eine Curve bekannt ist, deren Tangenten dem einen 
Complexe gehéren, die von Geraden des zweiten Complexes umhiillte 
Bildeurve durch einfache Operationen — Differentiation und Elimi- 
nation — bestimmen. Nun hat Lagrange die allgemeinen Glei- 
chungen aller Curven gefunden, deren Tangenten den imaginiiren 
Kreis schneiden, und somit ist es auch méglich die allgemeinen Glei- 
chungen derjenigen Curven hinzuschreiben, deren Tangenten einem linearen 
Complexe gehiren. 

Um uns nicht von unserem Ziele zu entfernen, gehen wir auf die 
einfachen geometrischen Relationen, die zwischen reciproken Curven 
der beiden Complexe stattfinden, nicht niher ein*). 

Das durch die Gleichungen (1) bestimmte Entsprechen zwischen 
Flichen der beiden Riume besitzt einige Eigenthiimlichkeiten, die ich 
kurz angeben werde, indem ich sonst auf die allgemeinen Entwicke- 
lungen des Paragraphen 4. verweise. 

Wenn die Fliiche f eine allgemeine Lage in r hat, so umhiillen 
die Tanyenten derselben, die dem linearen Complexe gehéren, ohnedies 
eine zweite Fliiche gy. Die auf diesen beiden Flichen gelegenen Curven, 
deren Tangenten Complex-Linien sind, nennen wir 6, und 6g. Die 
entsprechenden reciproken Curven X; und 2» erzeugen dieselbe Filiche 
F, die das Bild der gegebenen Fliiche f, wie auch dasjenige der 
Fliche op ist. 

Nimmt man dagegen eine beliebige Fliche ® des Raumes R, so 
umhiillen die Complex-Linien, welche ® beriihren, keine andere Fliche. 
Die von Complex-Linien umbhiillten Curven £ unserer Fliche bilden 
‘eine irreductible Schaar, die ® zweifach bedeckt. Die reciproken 
Curven 6 erzeugen die Bildfliche, die keine weiteren Curven enthiilt, 
deren Tangenten dem linearen Complexe gehéren. 

Endlich méchte ich aussprechen, dass unsere Abbildung die beiden 
folgenden Probleme in einander iiberfiihrt: Auf der Brennfliche einer 


*) Ich méchte darauf aufmerksam machen, dass einer Spitze der einen Curve 
eine stationiire Tangente im zweiten Raume entspricht. Ueberhaupt treten statio- 
nire Tangenten als regelmédssige Singularitiéten auf, wenn man Curven als Linien- 
Gebilde, das heisst als von den Geraden eines gegebenen Complexes umhiillt, 
auffasst. 
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Congruenz , deren Linien einem linearen Complexe gehiren , die Riickkehr- 
kanten der Developpablen zu bestimmen; und: auf einer gegebenen Fliiche 
die geodiitischen Curven, deren Léinge gleich Null ist, aufzufinden. 

26. Ich werde mich spiiter zuweilen auf die beiden folgenden 
Sitze stiitzen: 

a. Kine Fliche F n' Ordnung, die den unendlich weit entfernten, 
imagindren Kreis als p-fache Linie enthilt, ist das Bild einer Con- 
gruenz, deren Ordnung und Classe gleich (n — p) sind. 

Eine imaginire Linie, deren Linge gleich Null ist, schneidet 
nimlich F' in (n — p) im endlichen Raume gelegenen Punkten und 
also gehen ebensoviele Geraden der besprochenen Congruenz durch 
jeden Punkt des Raumes ry. Bei einer Congruenz, die einem linearen 
Complexe gehért, ist aber bekanntlich die Classe gleich der Ordnung. 

b. Eine Curve C n' Ordnung, die den imaginiren Kreis in p 
Punkten schneidet, bildet sich als eine Linienfliiche (2n — p) Ord- 
nung ab. 

Kine Gerade des linearen Complexes r + 6 =0 schneidet nimlich 
die besprochene Linienfliiche in eben so vielen Punkten, wie die Curve 
C und eine infinitesimale Kugel gemein haben, wobei jedoch die un- 
endlich weit entfernten Punkte nicht mitzuzihlen sind. 


§ 9. 


Die Plicker’sche Linien-Geometrie lisst sich in eine Kugel-Geometrie 
transformiren. 


27. In diesem Paragraphen begriinde ich einen fundamentalen Zu- 
sammenhang zwischen der Pliicker’schen Linien-Geometrie und einer 
Geometrie, deren Element die Kugel ist. 

Die Gleichungen (1) des letzten Paragraphen transformiren die Ge- 
raden des Raumes r in die Kugeln des zweiten Raumes, und zwar in 
zweifacher Auffassung. Einerseits gehen diejenigen Linien des linearen 
Complexes r + 6 = 0), die eine beliebige Gerade /, und also zugleich 
die ihr hinsichtlich des-Complexes zugeordnete reciproke Polare 1, 
schneiden, ‘hach einem friiheren Satze (26. a.) in die Punkte einer Kugel 
iiber; andererseits transformiren die Punkte der Linien 7, und /, sich 
in die geradlinigen Erzeugenden dieser Kugel (26. b.). 

Durch folgende analytische Betrachtungen findet man die Rela- 
tionen, welche zwischen den Coordinaten der Linien J, und /,, und 
andererseits den Mittelpunkts-Coordinaten X’, Y’, Z’ und dem Radius 
H’ der entsprechenden Kugel stattfinden. Sind: 


re=L2—Q, Sé=y—G 








re = cw 
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die Gleichungen der Geraden /; oder /,, und erinnert man sich, dass die 
Linien des Complexes r-++-o=0 sich folgendermassen darstellen lassen: 


—Ze=ua—(X+iY), (X—iY)e—y—-Z, 


so siekt man, dass man zwischen diesen vier Gleichungen x, y, 2 
eliminiren muss, um die Geraden (1) der Bedingung zu unterwerfen, 
1, zu schneiden. In dieser Weise findet man, dass die Coordinaten 
X, Y, Z unserer Complex-Linien, oder was auf dasselbe hinauskommt, 
dass die Coordinaten X, Y, Z der entsprechenden Bildpunkte die 
Relation : 


[X—(e+s)?+[¥ —t(—e)P+[Z2—C@—n”)P=—[6+7P 
befriedigen. Unsere friihere Behauptung ist hierdurch analytisch be- 
wiesen; zugleich erhalten wir die folgenden Formeln: 


(2) X=o+s; tY’=e-—s; Z=o-—r; +H —c6+r 
oder die iiquivalenten : 
na a Leen. ser 1 sm , 

e=Z(X'+iY); s=5(X-iY); o-=>Z+H); 
3) A 
intact: (4+ H’), 
in denen man die Accente ohne Weiteres weglassen kann; [fiir unsere 
Auffassung ist niimlich der Punkt des Raumes R eine Kugel, deren 
Radius unendlich klein ist. 

Die Formeln*) (2) und (3) zeigen, dass eine gegebene Gerade des 


Raumes ¢ in eine vollstiindig bestimmte Kugel iibergeht; dagegen bildet 
eine gegebene Kugel [X, Y, Z, H*| sich ab durch zwei Linien: 


“ (X, ¥,Z,+H), (X, Y,Z,—4H4), 
welche reciproke Polaren hinsichtlich des linearen Complexes: 
+H=r+6=0 


sind. Jene Gleichungen bestimmen offenbar, wenn man H gleich Null 
setzt, die eindeutige Beziehung zwischen den Punkt-Kugeln des Raumes 
R und den Geraden des Complexes H = 0. 

Eine Ebene, das heisst eine Kugel, deren Radius unendlich gross 
ist, transformirt sich nach den Gleichungen (2) in zwei Linien J, und 
1,, welche die unendlich weit entfernte Gerade der xy- Ebene ‘schneiden. 
Dabei sind nach dem Vorstehenden die Punkte der Linien J, und 
1, das Bild aller Geraden unserer Ebene, welche durch die zuge- 
hérigen imaginiren Kreispunkte gehen. Insbesondere bildet eine 





*) Aus diesen Formeln in. Verbindung mit dem auf dieselben analytisch be- 
griindeten Satze der niichsten Nummer liisst sich, wie mir Herr Klein bemerkte, 
die Relation zwischen Linien- und Kugel-Geometrie unmittelbar herleiten. 
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Ebene, die den imaginiren Kreis beriihrt, sich als eine mit der ry- 
Ebene parallele Complex - Linie ab. 

28. Zwei sich schneidende Gerade | und 2 bilden sich als Kugeln 
ab, zwischen denen Beriihrung stattfindet. , 

Denn die reciproken Polaren der gegebenen Geraden hinsichtfich des 
Complexes H = 0 schneiden einander auch, und also enthalten die Bild- 
Kugeln zwei gemeinsameGeraden, die verschiedenen Erzeugungen gehéren. 
Wenn aber der Durchschnitt zweier Flichen zweiten Grades in einen 
Kegelschnitt und ein Geraden-Paar zerfillt, so beriihren die Flichen 
einander in drei Punkten, den Doppelpunkten der Schnittcurve 'niamlich. 
Die beiden Kugeln haben also drei Beriihrungs-Punkte, unter denen 
indessen zwei, welche imaginiir und unendlich entfernt sind, nicht in 
Betrachtung kommen. Analytisch beweist man unser Theorem in 
folgender Weise. Die Bedingung des Schneidens der beiden Geraden: 
tial 7,4 == 2 — Oy 
wird durch: 1% —~¥—% en 

(7, — 12) (6, — 6.) — (8, — 82) (Q, — Q) = 9 
dargestellt, und diese Gleichung geht durch Anwendung der Formeln 
(3) in: 
(X, — X,)? + (Y, — ¥,)? + (4, — 4,)? = (A, + 1) 
das heisst in die Bedingung der Beriihrung der beiden Bild-Kugeln iiber. 

Zwei Kugeln, die sich beriihren, transformiren sich in zwei Linien- 
Paare, deren gegenseitige Lage eine solche ist, dass jede Linie des einen 
Paares eine Gerade des zweiten schneidet. 


§ 10. 
Verschiedene Abbildungen. 


29. Man betrachte die Geraden eines ebenen Strahlen - Biischels im 
Raume r, ferner die zugehérigen reciproken Polaren hinsichtlich H = 0, 
die ebenso einen ebenen Strahlen-Biischel bilden, und endlich die ent- 
sprechenden Bild-Kugeln. Es ist leicht zu erkennen, dass alle diese 
Kugeln zwei gemeinsame Gerade enthalten, diejenigen nimlich , welche 
den Scheiteln der beiden Strahlen-Biischel entsprechen, und also be- 
riihren unsere Kugeln sich in dem Durchschnittspunkte dieser beiden 
Linien. Die Geraden eines ebenen Strahlen-Biischels bilden sich als 
alle Kugeln ab, die einander in einem gemeinsamen Punkte beriihren. 
Hieraus folgt, dass eine Fliche f und alle ihre Tangenten in einem 
gegebenen Punkte sich als eine Fliche und alle dieselbe in einem 
Punkte beriihrende Kugeln abbilden (§ 5., 15.). Dies findet seinen 
einfachsten Ausdruck in dem folgenden Satze: 

Alle Flichen- Elemente des Raumes r, die zwei consecutive Punkte 
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einer Geraden enthalten, gehen bei unserer Abbildung in die Elemente 
der entsprechenden Bild- Kugel iiber. 

Eine auf der Fliche f gelegene Gerade, welche also dieselbe in 
unendlich vielen Punkten beriihrt, wird eine Kugel, welche die Bild- 
fliche unendlich oft, das heisst nach einer Curve beriihrt. Hieraus 
liisst sich schliessen, dass eine Linienfliiche in eine Kugel-Enveloppe 
(eine Réhrenfliiche) iibergeht. Eine developpable Fliche transformirt 
sich in die Umhiillungsfliche von einfach unendlich vielen Kugeln, die 
der Bedingung unterworfen sind, dass jedesmal zwei consecutive ein- 
ander beriihren. Man erhilt also die von Monge betrachteten imagi- 
niren Linienflichen, deren beide Schaaren von Kriimmungslinien in die 
geradlinigen Erzeugenden zusammengefallen sind. Aus der Bemerkung, 
dass eine Linienfliiche in eine Kugel-Enveloppe iibergeht, folgt, dass 
eine Fliche zweiten Grades, die ja bekanntlich zwei Schaaren von Ge- 
raden enthiilt, sich in eine Fliche transformirt, die auf zwei Weisen 
als Kugel -Enveloppe aufgefasst werden kann, und zwar erhalten wir die 
allgemeinste Fliche — die Dupin’sche Cyclide, — welche diese Kigen- 
schaft besitzt. 

30. Aus einem friiheren Satze folgt unmittelbar, dass alle Geraden, 
die eine feste Gerade schneiden, sich als die eine gegebene Kugel be- 
riihrenden Kugeln abbilden, und wir kennen somit die Abbildung des 
speciellen linearen Complexes. 

Die Gleichung des allgemeinen linearen Linien- Complexes ist nach 
Plicker: 

(1) (ro — soe) + mrt no+ pe+qs+t=0 
und hieraus geht als Gleichung des entsprechenden linearen Kugel- 
Complexes: 

(C+ Y?+ 7?— H*)4+MX4+NY4+ PZ4+ QH+4+T7T=0%) 
hervor. Es bezeichnen hier M, N, P, Q, T Constanten, die von m, 
n, p, 7, t abhingen, wihrend X, Y, Z, H als nicht homogene Kugel- 
Coordinaten aufzufassen sind. 

Die letzte Gleichung bestimmt, wie man leicht sieht, alle Kugeln, 
die eine feste Kugel: 

(+ Y24+77)4+MX+NVY4+ PZ4+T=0 
unter constantem Winkel schneiden, und zwar ist diese Kugel das 
Bild aller Geraden, die zugleich dem gegebenen Complexe (1) und 
H =O gehdren. Wenn die simultane Invariante dieser beiden Com- 
plexe gleich Null ist, wenn dieselben also in Involution liegen, so ist, 
wie man sich leicht iiberzeugt, der betreffende constante Winkel 
gleich 90°. 

*) Diese Gleichung liisst sich auch folgendermassen schreiben: 

(X — X,)? + (Y — ¥)? + (Z— Z,)? + (iH — iH,)? = Const, 
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Die eine gegebene Kugel unter constantem Winkel schneidenden 
Kugeln transformiren sich in die Geraden zweier linearer Complexe, die 
einander hinsichtlich H = 0 conjugirt sind. Insbesondere sind die 
Orthogonal- Kugeln einer gegebenen Kugel das Bild der Geraden eines 
linearen Complexes, der mit H = 0 in Involution liegt. 

Kine Gleichung der Form: 

(2) ar+be+co+ds+e=—0 

giebt eine lineare Gleichung zwischen den Kugel-Coordinaten X, Y, 
Z, H, wad also wird der betreffende Kugel-Complex von allen Kugeln 
gebildet, die eine gegebene Ebene unter constantem Winkel schneiden. 
Dieses kénnte man auch daraus schliessen, dass der Complex (2) die 
unendlich weit entfernte Gerade der xy-Ebene enthiilt, dass also die 
Complexe (2) und H =O einander nach einer linearen Congruenz 
schneiden, deren Directricen mit der xy-Ebene parallel sind. — Wenn 
endlich die Complexe (2) und H = 0 in Involution liegen, so erhiilt 
man alle Kugeln, deren Mittelpunkte in einer festen Ebene liegen. 

Die vier Complexe: 

X=O0=—e+s; itY=0=—e-—s 
4=0=6-—-r; H=0=64r 
liegen, wie man leicht erkennt, paarweise in Involution, und enthalten 
dabei eine gemeinsame Gerade, die unendlich weit entfernte in der 
ay-Ebene niimlich. Fs bilden also die fiinf Complexe: 
X=0, Y=0, Z=0, H=0O, Const. —0 
indem man den letzten, der als specieller Complex mit sich selbst in In- 
volution ist, doppelt zdhlt, ein System, welches als eine Degeneration der 
sechs Fundamental-Complexe des Herrn Klein aufzufassen ist. Es ist 
einleuchtend, dass man die vier Kugel-Coordinaten X, Y, Z, H zu- 
gleich als nicht homogene Linien-Coordinaten auffassen kann. 

Bemerkenswerth ist endlich auch, dass jeder unter den einfach 

unendlich vielen Linien-Complexen, die sich durch die Gleichung dar- 


stellen lassen: 
H = Const. 


sich als alle Kugeln einer gegebenen Griésse abbilden. Diese Complexe 
beriihren einander nach einer gemeinsamen speciellen Congruenz, deren 
beide Directricen in die unendlich weit entfernte Gerade der xy- Ebene 
zusammengefallen sind. Die Geraden dieser Congruenz bilden sich 
alle als Ebenen ab, welche den unendlich weit entfernten imaginiiren 
Kreis beriihren. 

31. Es ist bekanntlich eine unmittelbare Consequenz der Pliicker’- 
schen Auffassung, dass wenn /, = 0 und 1, = 0 die Gleichungen zweier 
linearer Complexe sind, die Gleichung: 


l, + ul, =0, 
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in welcher « einen Parameter bezeichnet, eine Schaar linearer Com- 
plexe darstellt, die eine gemeinsame lineare Congruenz enthalten. Unsere 
Abbildung transformirt diesen Satz in den folgenden: 

Die Kugeln K, welche ewei feste Kugeln 8, und 8S, unter ge- 
gebenen Winkeln V, und V, schneiden, stehen in demselben Verhiiltnisse 
zu unendlich vielen Kugeln S. Es giebt, den Directricen der be- 
sprochenen Congruenz entsprechend, zwei S, die von allen K_ beriihrt 
werden. 

Der variable Linien-Complex 1, + ul, = 0 schneidet den Com- 
plex H =O nach einer linearen Congruenz, deren beide Directricen 
eine Fliiche zweiten Grades — die Durchschnitts-Fliche der drei Com- 
plexe 1; = 0, 1, = 0, H = 0 — beschreiben, und also umbhiillen 
die genannten Kugeln S eine Dupin’sche Cyclide, die freilich in 
einen diesen Kugeln gemeinsamen Kreis ausgeartet ist. 

Hier méchte ich auch darauf aufmerksam machen, dass unsere 
Abbildung gegebene interessante, discontinuirliche Linien-Gruppen in 
entsprechende Kugel-Gruppen iiberfiihrt. Beispielsweise schliessen wir 
aus der bekannten Theorie der 27 Geraden auf der Filiiche dritten 
Grades die Existenz einer Gruppe, bestehend aus 27 Kugeln, deren jede 
zehn andere Kugeln der Gruppe beriihrt. Andererseits gehen Kugel- 
Configurationen in eigenthiimliche Geraden-Configurationen iiber. 


§ 11. 


Entsprechen zwischen Aufgaben, die sich auf Kugeln, und solchen, 
die sich auf. Linien beziehen. 


$2. -In diesem Paragraphen erledigen wir einige bekannte, sehr 
einfache Aufgaben, welche sich auf Kugeln beziehen, die gewissen Be- 
dingungen unterworfen sind, indem wir die entsprechenden Linien- Pro- 
bleme_ betrachten. 

a. Wie viele Kugeln beriihren vier gegebene Kugeln? 

Die vier Kugeln transformiren sich in vier Linien-Paare (i, 4,) 
(1,45) (lg 43) (1,44). Nehmen wir nun eine Gerade aus jedem Paare und 
fassen die so erhaltenen vier Linien zu einer Gruppe zusammen, so 
sucht man nach den beiden Transversalen dieser Gruppe. Wir finden 
16 verschiedene Gruppen, die indessen paarweise, wie z. B.: 

l, Ay ls Ly A, ly Ay a, 
hinsichtlich H =O conjugirt sind. Offenbar sind die beiden Trans- 
versalen - Paare: 
t, ty bd ie | 
zweier solchen Gruppen selbst conjugirt, und bilden sich also nur als 
zwei Kugeln ab. Es giebt 16, in 8 Paaren geordnete Kugeln, die vier 
gegebene Kugeln beriihren. 
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b. Wie viele Kugeln giebt es, die vier gegebene Kugeln unter ge- 
gebenen Winkeln schneiden? 

Kugeln, die eine gegebene Kugel unter demselben Winkel schnei- 
den, bilden sich ab als die Geraden zweier linearen Complexe, die 
einander hinsichtlich H = 0 conjugirt sind. Wir miissen also vier 
Paare linearer Complexe (1, 4,) (2, 4,) (1; 45) (U, 44) betrachten und dieselben 
zunichst auf alle mégliche Weisen in Gruppen zu vier ordnen, der- 
gestalt, dass niemals zwei Complexe einer Gruppe denselben Index 
haben, zweitens alle Linien finden, die den vier Complexen einer jeden 
Gruppe angehdren. Vier lineare Complexe enthalten zwei gemeinsame 
Gerade und also erhilt man, indem man wie im ersten Probleme ver- 
fahrt, als Lésung unserer Aufgabe 16 in 8 Paare gruppirte Kugeln. 

Unser Problem vereinfacht sich, wenn ein oder mehrere der ge- 
gebenen Winkel gleich 90° sind, indem die Orthogonal-Kugeln einer 
Kugel sich als die Geraden eines Complexes, der mit H = 0 in In- 
volution liegt, abbilden. Sind endlich alle vier Winkel gleich 90°, so 
fragt man nach den gemeinsamen Geraden von vier linearen Complexen, 
die mit H =O in Involution liegen. Die erhaltenen beiden Geraden 
sind hinsichtlich H = 0 conjugirt, und es giebt also nur eine Kugel, 
die vier gegebene Kugeln orthogonal schneidet. 

c. Alle Kugeln zu ‘construiren, die fiinf gegebene Kugeln unter 
demselben Winkel schneiden. 

Unsere Abbildung fiihrt diese Aufgabe darauf zuriick, fiinf ge- 
gebene Paare von Geraden (I, 4,) (1, 4,)...(l,4,) auf alle mégliche Weisen 
in Gruppen zu 5 zu ordnen, doch mit. der Beschrinkung, dass niemals 
zwei Gerade einer Gruppe denselben Index haben diirfen, und sodann 
alle linearen Complexe zu finden, welche jedesmal alle Linien einer 
Gruppe enthalten. Es giebt 32 verschiedene Gruppen, die paarweise 
hinsichtlich H = 0 conjugirt sind. Dem entsprechend erhalten wir 32 
paarweise conjugirte lineare Complexe, die sich als 16 lineare Kugel- 
Complexe abbilden. Die 16 Kugeln, deren jede von den Kugeln eines 
solchen Complexes unter constantem Winkel geschnitten werden, sind 
die Lésungen unserer Aufgabe. 

Zwei Linien- Gruppen wie: 


l, A, A; l, l, h a, A, l, A, 


enthalten vier gemeinsame (rerade (I, 4, 4, 1,), und also schneiden die 
entsprechenden linearen Complexe einander nach einer linearen Con- 
gruenz, deren Directricen d,, d, die beiden Transversalen der vier be- 
sprochenen Linien sind. Der Complex H = 0 schneidet diese Con- 
gruenz nach einer F'liche zweiten Grades, die das Bild eines Kreises 
ist, des Durchschnitts-Kreises zweier der. gesuchten Kugeln, zugleich 
aber der beiden Kugeln, welche d, und d, entsprechen. Diese letzten 
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Kugeln lassen sich nun auch dadurch definiren, dass sie vier der 
fiinf gegebenen beriihren, und also kann man auf jeder unter den 
sechszehn Kugeln, welche fiinf gegebene unter demselben Winkel 
schneiden, fiinf Kreise bestimmen, vorausgesetzt, dass man die Ku- 
geln, welche vier gegebene beriihren, construiren kann. 


§ 12. 


Unsere Abbildung fihrt die Haupttangenten-Curven einer Fliche / in 
die Kriimmungslinien der Bildfliche F' iiber. 


33. Die in den letzten Paragraphen betrachtete Abbildung erhiilt 
ein grosses Interesse durch den folgenden merkwiirdigen Satz: 


Die Kriimmungslinien einer Fliche F transformiren sich in Linien- 
fltichen, die die Bildfliiche f nach Haupttangenten-Curven beriihren. 

Die Tangenten der F'liiche f verwandeln sich in Kngeln, die F 
beriihren, und somit liegt der Gedanke nahe, dass die Haupttangenten 
der ersten Fliche sich als die Haupt-Kugeln der letzten abbilden. Dies 
ist in der That der Fall. Die Fliche f wird niimlich von einer Haupt- 
tangente in drei zusammenfallenden Punkten geschnitten, und somit 
beriihren drei consecutive auf der Bild-Kugel gelegene Gerade die 
Fliche F. Die Schnittcurve dieser Flichen hat also im _ betreffenden 
Punkte eine Spitze, und in Folge dessen ist die Kugel eine Haupt- 
Kugel. Bemerkt man nun ferner, dass die Richtung dieser Spitze die 
Tangente einer Kriimmungslinie .ist, so sieht man, dass zwei conse- 
eutive Punkte einer Haupttangenten-Curve sich als zwei imaginire 
Gerade abbilden, welche F' in consecutiven Punkten einer Kriimmungs- 
linie beriihren, dass also alle Punkte der Haupttangenten-Curve sich 
in die Erzeugenden einer Linienfliche transformiren, welche F’ nach 
einer Kriimmungslinie beriihrt. Hieraus folgt aber unser Theorem 
(§ 7., 21¢.). 

Die beiden folgenden Beispiele bestiitigen unseren Satz. Eine 
Kugel transformirt sich in eine lineare Congruenz, als deren Brenn- 
fliiche die beiden Directricen aufzufassen sind. Nun ist bekanntlich 
jede auf einer Kugel gelegene Curve éine Kriimmungslinie, und in der 
That sind auch die Directricen einer linearen Congruenz Haupt- 
tangenten-Curven auf einer jeden dieser Congruenz zugehdrigen 
Linienfliche. Andererseits wissen wir, dass ein Hyperboloid f sich als 
eine Dupin’sche Cyclide abbildet. Es sind nun die Linienflichen des 
Complexes H = 0, die f nach seinen Haupttangenten-Curven — den 
geradlinigen Erzeugenden — beriihren, selbst vom zweiten Grade, 
und also finden wir den bekannten Satz wieder, dass die Kriimmungs- 
linien der Dupin’schen Cyclide zwei Kreisschaaren sind. 


Mathematische Annalen. V. 12 
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Als eine interessante Anwendung unseres Satzes ist die folgende 
zu betrachten. 


Die Kummer’sche Fliche vierter Ordnung mit sechszehn Knoiten- 
punkten hat algebraische Haupttangenten-Curven sechszehnter Ordnung, 
die den vollstiindigen Beriihrungs- Durchschnitt der Fliiche mit Linien- 
fltichen achter Ordnung bilden.*) 

Die Kummer’sche Fliche vierter Ordnung mit sechszehn Knoten- 
punkten ist bekanntlich die Brennfliiche der allgemeinen Congruenz 
zweiter Ordnung und Classe. Dieses Linien-System (§ 8. 26a.) bildet 
sich, wenn es H =O angehort, als eine Fliche vierter Ordnung F, 
ab, und hierbei enthilt 2’, den unendlich weit entfernten imaginiren 
Kreis als Doppel-Kegelschnitt. Nun haben die Herren Darboux und 
Moutard gefunden, dass die Kriimmungslinien einer solchen Fliiche F, 
Curven achter Ordnung sind; dieselben schneiden den imaginiiren 
Kreis in acht Punkten, und also (§ 8. 26b.) sind ihre Bildflichen 
Linienfliichen achter Ordnung, deren Erzeugende Doppeltangenten der 
Kummer’schen Fliiche sind. Hieraus folgt unser Satz unmittelbar. 

Es ist einleuchtend, dass auch die Degenerationen der Kummer’- 
schen Fliche, z. B. die Wellenfliche, die Pliicker’sche Complex- 
Fliche, die Steiner’sche **) Fliche vierter Ordnung und dritter Classe, 
einige Linienfliichen vierter Ordnung mit zwei Doppellinien, die zu- 
sammenfallen kénnen, die Linienfliiche dritter Ordnung u. s. w. alge- 
braische Haupttangenten-Curven haben. 

34. Herr Darboux hat gezeigt, dass man auf einer jeden Fliiche 
im Allgemeinen eine im endlichen Raume gelegene Kriimmungslinie 
angeben kann, die Beriihrungs-Curve niimlich mit der imaginiren 
Developpablen, die der gegebenen Fliiche und dem imaginiiren Kreise 
zugleich umgeschrieben ist. 

Dem entsprechend liisst sich im Allgemeinen auf der Brennfliiche 
einer jeden Congruenz, die einem linearen Complexe angehirt, eine Haupt- 
tangenten-Curve angeben, der geometrische Ort niimlich aller Punkte, 
fiir welche die Tangentenebene zugleich die dem betreffenden Punkte 
durch den linearen Complex szugeordnete Ebene ist. 

’ Die unendlich kleinen Kugeln, die eine Fliiche F' beriihren, thei- 
len sich niimlich in zwei Systeme, erstens die Punkte der Fliche, 
zweitens die Punkte der oben genannten imaginiiren Developpablen. 


*) Herr Klein, dem ich mittheilte, dass die Haupttangenten-Curven alge- 
braisch sind, fand, dass dieselben mit einem Curven-Systeme, welches er schon friiher 
unter einem anderen Gesichtspunkt betrachtet hatte, identisch sind (diese Annalen 
Il. p. 219), Vergleiche unsere gemeinsame Note in den Monats-Berichten der Ber- 
liner Akademie. Decbr. 1870. 

**) Herr Clebsch hat die Haupttangenten-Curven der Steiner’schen Fliche 
gefunden; es sind Curven vierter Ordnung (Borchardt’s Journal Bd. 67). 
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Also zerfallen auch die Linien des linearen Complexes H = 0, welche 
die Bildfliche f beriihren, in ein System Doppeltangenten und den 
Inbegriff aller Geraden, die f in den Punkten einer Curve ¢ beriihren. 
Diese Curve ist aber als das Bild einer imaginiren Linienfliiche, die 
F' nach einer Kriimmungslinie beriihrt, eine Haupttangenten-Curve 
auf f. Diese Bestimmung wird jedoch illusorisch, wenn nicht die Con- 
gruenz, sondern ihre Brennfliiche — oder eigentlich ein reductibler 
Theil derselben — allgemein gegeben wird. Auf einer Fliche findet 
sich yimlich im Allgemeinen nur eine endliche Zahl von Punkten, 
deren Tangentenebene dem betreffenden Punkte durch einen linearen 
Complex zugeordnet wird. — Das Vorstehende findet seinen einfachsten 
Ausdruck in folgendem Satze: 

Wenn eine Fliiche ihre ecigene reciproke Polare hinsichtlich eines 
linearen Complexes ist, so enthiilt dieselbe eine Haupttangenten-Curve, 
deren Tangenten dem Complexe angehiren. Diese ausgezeichnete Curve 
kann durch Differentiation und Elimination bestimmt werden.*) 

Bemerkt man, dass eine jede Linienfliiche, deren Erzeugende einem 
linearen Complexe gehéren, ihre eigene reciproke Polare hinsichtlich 
des Complexes ist, so liisst sich der folgende Satz aussprechen: 

Auf einer jeden Linienfliche, die in einem linearen Complexe ent- 
halten ist, liegt eine im Allgemeinen krumme Haupttangenten-Curve**), 
deren Tangenten dem Complexe gehdren. Dieselbe kann immer ohne 
Integration gefunden werden. 

Herr Clebsch hat nun gezeigt (Borchardt’s Journal Bd. 68.), 
dass wenn auf einer Linienfliiche eine Haupttangenten-Curve ausser 
den Erzeugenden bekannt ist, sich die Bestimmung der iibrigen auf 
eine Quadratur zuriickfiihren lisst. Also hiingi die Auffindung der 
Haupttangenten-Curven auf einer Regelfliiche, die einem linearen Com- 
plexe gehirt, nur von einer Quadratur ab. 

Indem wir unsere Transformations-Methode auf dieses Theorem 
des Herrn Clebsch, wie auch auf die aus demselben angefiihrte 
Consequenz anwenden, erhalten wir die beiden folgenden Siitze: 

Wenn auf einer Rohrenfliche (Kugel-Enveloppe) cine nicht kreis- 
firmige Kriimmungslinie bekannt ist, so kinnen die tibrigen durch Qua- 
dratur .gefunden werden. 

Wenn einfach wnendlich viele Kugeln eine Kugel S unter con- 


*) Diese Curve ist, nach einer Bemerkung von Herrn Klein, zugleich eine 
Curve vierpunktiger Beriihrung fiir die Fliche. 

**) Kine interessante Anwendung dieses Satzes ist die folgende. Die Geraden 
einer linearen Congruenz gehéren nach Pliicker einfach unendlich vielen linearen 
Complexen an. Demzufolge enthdlt eine jede Regelfliche, deren Linien zwei feste 
Gerade schneiden, einfach unendlich viele algebraische Haupttangenten-Curven, 
unter denen jede von den Geraden eines linearen Complexes umhiillt wird (verg). 
auch Cremona, Annali di mat. Ser. II. t. 1), 

2 














180 Sornus Lr. 





stantem Winkel schneiden, so kann man auf der Umhiillungs- Fliche 
zuerst cine Kriimmungslinie durch Differentiation und Elimination finden 
und darnach die iibrigen durch Quadratur bestimmen. 

Dass man eine Kriimmungslinie auf der betrachteten Rohren- 
fliche finden kann, schliesst man auch unmittelbar daraus, dass diese 
Fliiche und die Kugel S einander unter constantem Winkel schneiden. 
Die Durchschnitts-Curve ist nun eine Kriimmungslinie auf der Kugel 
S, und steht also nach einem bekannten Satze in demselben Verhiilt- 
nisse zu der Réhrenfliiche. e 


§ 13. 
Entsprechen zwischen Transformationen der beiden Raiume. 


35. Unsere Abbildung driickt sich bekanntlich (§ 5.) durch Glei- 

chungen aus, die eine jede Grésse aus einer der Gruppen 
(cyzpq), (XYZ PQ) 

als Function der Gréssen in der zweiten Gruppe bestimmen. Wird nun 
der eine Raum z. B. r einer Transformation unterworfen, bei welcher 
Flichen, die sich beriihren, in eben solche iibergehen, so besitzt die 
entsprechende Umformung des zweiten Raumes dieselbe Eigenschaft. 
Die besprochene Transformation driickt sich niimlich durch fiinf Glei- 


chungen zwischen (x, ¥, 2, p, q,) und (a, ¥, 2 p,q.) aus — die beiden 
Indices beziehen sich auf die beiden Zustiinde des Raumes r — und 


diese Relationen werden mittelst der Abbildungs-Gleichungen in fiinf 
Relationen zwischen (X,Y,Z,P,Q,) und (X,Y,Z, P,Q.) iibergefiihrt, 
womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Beschriinken wir uns auf lineare Transformationen des Raumes +, 
so finden wir unter den entsprechenden Umformungen des zweiten 
Raumes: alle Bewegungen (Translation, Rotation und Schrauben- 
Bewegung), Parallel-Transformation*) — darunter den Uebergang 
von einer Fliiche zu einer Parallelfliiche verstanden —, eine von Herrn 
Bonnet angegebene reciproke Transformation, eine reciproke Umfor- 
mung hinsichtlich einer Cyclide ... u. s. w., welche alle, als, linearen 
Transformationen des Raumes r entsprechend, die Kigenschaft be- 
sitzen, Kriimmungslinien in Kriimmungslinien der transformirten Fliiche 
iiberzufiihren. Ich beweise endlich, dass diese Transformationen des 
Raumes F die einzigen sind, bei denen Fliichen, die sich nach einer 
Kriimmungslinie beriihren, in eben solche iibergehen. 

36. Betrachten wir nun zuniichst diejenigen linearen Punkt- 
Transformationen des Kaumes r, denen lineare Umformungen des 
zweiten Raumes entsprechen, so ist es klar, dass wir nur solche 


*) Herrn Bonnet’s Dilatation. 
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lineare Transformationen des Raumes FR treffen kénnen, bei denen 
der. unendlich weit entfernte imaginiire Kreis seine Lage behilt, und 
umgekehrt erhalten wir diese auch alle. Kine solche Transformation 
fiihrt niimlich einerseits Gerade, die den imaginiren Kreis schneiden, 
in eben solche Linien iiber, andererseits Kugeln in Kugeln, und also 
ist die entsprechende Umformung des Raumes r zugleich eine Punkt- 
und Linien-Transformation, das heisst eine lineare Punkt-Transformation, 
was zu beweisen war. 

Die allgemeine lineare Transformation, bei welcher der imaginiire 
Kreis seine Lage behilt, enthiilt sieben wesentliche Constanten, und 
liisst sich bekanntlich aus Translationen, Rotationen und Aehnlichkeits- 
Transformationen zusammensetzen, Die entsprechende Umformung des 
Raumes r, die ebenso von 7 Constanten abhiingt, kann dadurch cha- 
rakterisirt werden, dass sie den linearen Complex H = 0 und eine 
Gerade desselben (Const. =) in sich iiberfiihrt. Diese Transforma- 
tion ist zugleich die allgemeinste, die eine specielle lineare Congruenz 
in sich transformirt. 

Durch analytische Betrachtungen findet man in folgender Weise 
die einer Translation des Raumes R entsprechende lineare Punkt- 
Transformation des Raumes r. Kine Translation driickt sich, als 
Kugel- Transformation aufgefasst, durch die Gleichungen: 

X,=X,+4, Y= Y,4+B, 4.=2,4+C, H =H, 
aus; und dieselben geben durch Benutzuny der Formeln (2) in § 9.: 

mr=rm+a, 5 =8,+b, Y=Oe+H+e, 6,—6,+4d. 

Bei Kinsetzung dieser Ausdriicke in die Gleichungen einer geraden 
Linie: - 
Yer s— Qh, Aes 
findet man als Definition der besprochenen Transformation : 
A= %, =X, a%y+e, y=y,+be,+d. 

Ebenso ist es leicht, die einer Aehnlichkeits-Transformation ent- 
sprechende Umformung des Raumes r zu bestimmen. Die Gleichungen: 
X,=mX,; Y,=—myY,; 2,—mZ,; H,=—mH, 

geben niimlich durch Anwendung der Formeln (2) des § 9.: 
Y, = MP, 8S; =MS,, 0, = MOQ, 6, = My, 
welche Gleichungen eine Transformation definiren, die auch durch: 
2, = 2, 2% = MI, Y, = MY, 
bestimmt werden kann. Die letzten Gleichungen definiren eine lineare 
Punkt-Transformation, bei welcher die Punkte zweier Geraden ihre 
Lage behalten. 

Durch geometrische Betrachtungen werde ich beweisen, dass auch 

Rotations- Bewegungen des Raumes Fi in Transformationen der eben 
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besprochenen Art iibergehen. Sei A die Rotations-Axe, M, N seien 
die beiden Punkte des imaginiiren Kreises, die bei der Rotation nicht 
verschoben werden. Es ist dann einleuchtend, dass alle imaginiiren 
Geraden, die A schneiden, und zugleich durch M oder N gehen, 
wihrend der Rotation ihre Lage behalten, und demzufolge bleiben auch 
die diesen Geraden zugehérigen Bildpunkte, die auf zwei Geraden lie- 
gen, wahrend der entsprechenden Umformung des Raumes r ungeiindert. 

37. Transformation durch reciproke Radien des Raumes R trans- 
formirt Punkte in Punkte, Kugeln in Kugeln und endlich Gerade, die 
den imaginiren Kreis schneiden, in iihnliche Linien, und also ist die 
entsprechende Umformung des Raumes yr eine lineare Punkt-Trans- 
formation, die den linearen Complex H = 0 in sich iiberfiihrt. Be- 
merkt man ferner, dass jede Transformation durch reciproke Radien die 
Punkte und geradlinigen Erzeugenden einer Kugel ungeindert lisst, 
so sieht man, dass bei der entsprechenden reciproken Punkt-Trans- 
formation des Raumes r die Punkte zweier Geraden ihre Lage be- 
halten. Herr Klein hat darauf aufmerksam gemacht, dass diese 
Transformation sich aus zwei reciproken Transformationen hinsichtlich 
zweier in Involution liegender linearer Complexe zusammensetzen liisst, 
und zwar ist in unserem Falle H = 0 der eine Complex, wiihrend der 
andere sich als das System solcher Kugeln abbildet, welche die bei 
der Transformation durch reciproke Radien zu Grunde gelegte recht- 
winklig schneiden. re 

Eine Fliche F, die bei einer Transformation durch reciproke Ra- 
dien in sich selbst tibergetiihrt wird, bildet sich somit im Raume r 
als eine Congruenz ab, die ihre eigene reciproke Polare hinsichtlich 
eines mit H = 0 in Involution liegenden linearen Complexes ist. Die 
zugehérige Breunfliiche ist ihre eigene reciproke Polare hinsichtlich eines 
jeden der beiden in Involution liegenden Complexe und demzufolge 
zerfillt das System ihrer Doppeltangenten in drei Congruenzen, von 
denen die eine dem Complexe H =O gehért, wihrend die zweite in 
dem zweiten Complexe enthalten ist. 

38. Man betrachte die allgemeinste Linien-Transformation des 
Raumes r, bei welcher Schneiden zwischen Geraden eine invariante 
Beziehung ist, und andererseits im Raume R die entsprechende Um- 
formung, die offenbar Kugelu in Kugeln, Kugeln, die sich beriihren, 
in eben solche iiberfiihrt. Bei der besprochenen Linien -Transforma- 
tion transformiren alle Tangenten einer Fliiche sich in diejenigen einer 
zweiten, und dabei entsprechen insbesondere die Haupttangenten der 
beiden Flichen einander, und zwar sowohl, wenn die betreffende Trans- 
formation eine lineare Punkt-Transformation, als wenn sie eine linear- 
dualistische Umformung ist. Bei der entsprechenden Transformation 
des Raumes R gehen alle dreifach unendlich viele Kugeln, die eine 
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Fliche F', beriihren, in alle Kugeln iiber, die in demselben Verhiilt- 
nisse zu einer anderen Fliiche F, stehen, und insbesondere entsprechen 
die Haupt-Kugeln der beiden Flichen einander. Hieraus folgt, dass 
die Kriimmungslinien der Flichen einander in dem Sinne entsprechen, 
dass wenn eine Gleichung: 

(1) F(X, Y, 2, P,Q) =0 

fiir alle Punkte einer Kriimmungslinie auf F’ stattfindet, auch die 
Gleichung, die man erhilt, indem man in (1) statt (X, Y, Z, P, ,) 
die Werthe dieser Gréssen durch (X,Y, Z,P,Q,) setzt, fiir alle Punkte 
einer Kriimmungslinie auf F’, gilt. 

Ich werde nun beweisen, dass wir alle Transformationen erhalten, 
bei denen einerseits Beriithrung eine invariante Bezichung ist, anderer- 
seits Kriimmungslinien covariante Curven sind, wenn wir unsere Ab- 
bildung auf alle linearen Punkt- Transformationen (oder linear - dualisti- 
schen Umformungen) des Raumes r anwenden. 

Zum Beweise bemerke ich, dass es zwei Arten von Flichen giebt, 
deren simmtliche Curven Kriimmungslinien sind: die Kugeln und die 
imaginiiren Developpablen, die den unendlich weit entfernten imagi- 
niiren Kreis enthalten. Es ist klar, dass die gesuchte Transformation 
eine jede solche Fliche in eine, die ebenso einer dieser beiden Kate- 
gorien gehdrt, iiberfiihten muss, und zwar liegt die Vermuthung nahe, 
dass insbesondere Kugeln in Kugeln iibergehen miissen. Dies ist auch 
der Fall. Die besprochenen imaginiiren Developpablen geniigen nim- 
lich der partiellen Differential -Gleichung: 

L+P+@=0, 
und also befriedigen die entsprechenden Fliichen in r auch eine par- 
tielle Differential-Gleichung erster Ordnung : 

PF (wyzpq)=%. 
Unter den Integralfliichen derselben kénnen sich héchstens dreifach 
unendlich viele Kugeln finden, und also kéunen Kugeln im Allgemei- 
nen nicht in imaginiire Developpable iibergehen. 

Unsere Transformation ist also ee Kugel-'Transformation und 
zwar nach unserer Voraussetzung eine, bei welcher Kugeln, die sich 
beriihren, in eben solche iibergehen. Die entsprechende Umformung 
des Raumes r ist also eine Linien-Transformation, bei welcher Schnei- 
den zwischen Geraden eine invariante Bezichung ist, und dies ist be- 
kanntlich nur fiir die linearen Punkt-Transformationen und die linear- 
dualistischen Umformungen der Fall. 


Bemerkt man, dass alle Punkt-Transformationen, bei denen Kriim- 
mungslinien covariante Curven sind, infinitesimale Kugeln in infinitesi- 
male Kugeln iiberfiihren, und dass in Folge dessen diese Umformun- 
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gen zugleich die allgemeinsten Punkt-Transformationen sind, bei denen 


Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen beibehalten wird, so kann man 
den folgenden Satz aufstellen: 

Alle linearen Transformationen des Raumes r, die den linearen 
Complex H = 0 in sich iiberfiihren, gehen durch unsere Abbildung in 
alle Punkt-Transformationen tiber, bei denen Achulichkeit in den klein- 
sten Theilen beibehalten wird. 

Zugleich finden wir, mit Beriicksichtigung unserer friiheren Sitze, 
ohne Schwierigkeit das folgende, zuerst von Herrn Liouville bewiesene 
Theorem wieder: 

Eine jede Punkt- Transformation, bei welcher Aehnlichkeit in den 
kleinsten Theilen beibehalten wird, lisst sich aus einer Transformation 
durch reciproke Radien und einer Bewegung zusammensetzen. 


39. Parallel- Transformation — darunter verstanden den Ueber- 
gang von einer Fliiche zu einer Parallelfliche — fiihrt bekanntlich - 


Kriimmungslinien in Kriimmungslinien iiber, und in der That ist es 
leicht, zu erkennen, dass dieselbe das Bild einer linearen Transforma- 
tion des Raumes r ist. Den Gleichungen 

X,=X,, Y= Y¥,, 4=—=4, H=—H,+A4 
entsprechen niimlich (36) Relationen der folgenden Form: 

a= %, t= %,+am%+b, y= %+en+4, 
womit meine Behauptung erwiesen ist. 


Herr Bonnet hat mehrmals eine Transformation betrachtet, die 
er durch die Gleichungen: 


Z,=iZ,V1+ P?+ 47; X= X+P,2,; Y.=¥,4+ 02, 
definirt. Herr Bonnet zeigt, dass diese Transformation eine reci- 
proke ist, dass die Kriimmungslinien in Kriimmungslinien iibergefiihrt 
werden, dass endlich die Relationen : 

(1) 6£,=—tH,, H, =— i, 

stattfinden, vorausgesetzt, dass H, und H, Kriimmungs-Radien ent- 
sprechender Punkte bezeichnen, dass ferner , und £ die z-Ordinaten 
der zugehérigen Kriimmungs-Centren sind. 

Die Bonnet’sche Transformation ist, wie wir sogleich beweisen 
werden, das Bild einer reciproken Umformung des Raumes r hinsicht- 
lich des linearen Complexes 

Z+iH=0. 

Nach Herrn Klein geniigen niimlich die Coordinaten zweier Ge- 
raden (X, Y,2Z,H,), (X,Y,Z,H,), die einander hinsichtlich dieses 
Complexes conjugirt sind, den Relationen: 

X,=X,, Y= Y, 2Z,=—i,, H,=—idZ,. 
Diese Gleichungen aber bestimmen, wenn X, Y, Z, H als Kugel- 
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Coordinaten aufgefasst werden, ein Entsprechen zwischen allen Kugeln 
des Raumes und zwar dasselbe wie die Bonnet’sche Transformation.*) 


Unter den linearen Transformationen des Raumes spielen bekannt- 
lich die reciproken Umformungen hinsichtlich Flichen zweiten Grades 
eine fundamentale Rolle, und es liegt somit nahe, die entsprechenden 
linearen Kugel-Transformationen zu betrachten. Dieselben beziehen 
; sich jedesmal auf die beiden Kugel-Gruppen einer Dupin’schen Cyelide, 
und zwar in der folgenden Weise. Eine gegebene Kugel Q, beriihrt 
zwei Kugeln aus jeder Gruppe, S,, S, und 2, 2; es giebt nun bekannt- 
lich ausser Q, fiinfzehn Kugeln, welche diese S und Z beriihren, und 
unter denselben wihlt man diejenige Q,, die Q, in dem bekannten 
Sinne zugeordnet ist. Durch die betreffende Kugel-Transformation 
sind Q, und Q, einander zugeordnet. Bemerkenswerth ist insbesondere 
der Fall, dass die Erzeugenden des einen Systems auf der urspriinglich 
angenommenen Fliche zweiten Grades dem linearen Complexe H = 0 
angehéren. Alsdann reducirt sich die Cyclide auf einen Kreis; ferner 
ist die Kugel-Transformation eine Punkt-Transformation. Wir finden 
also hier eine ausgezeichnete conforme Punkt-Transformation, bei wel- 
cher ein im endlichen Raume gelegener Kreis als Fundamental-Gebilde 
auftritt. 


Die wichtigsten Ergebnisse dieses Paragraphen resumire ich fol- 


gendermassen: 
Durch meine Abbildung entsprechen sich: 

a. alle linearen Punkt-Transformatio- a. alle Transformationen, bei denen 
nen und linear-dualistischen Umformun- | Beriihrung lings Kriimmungslinien eine 
gen des Raumes; invariante Bezichung ist ; 

b. alle co" linearen Transformationen, b. alle conformen Punkt - Transforma- 


bei denen ein linearer Linien- Complex | tionen des Rawmes; 
in sich dibergefiihrt wird; 

c. alle om’ linearen Transformationen, c. alle conformen Punkt-Transforma- 
die eine specielle lineare Congruenz in | tionen, die homographische Transforma- 
sich tiberfiihren. tionen sind, bet denen der wnendlich 
weit entfernte imaginire Kreis seine 
Lage behilt. 


Diese Entwickelungen geben zu wichtigen Theorien Veranlassung. 
Beispielsweise sei angefiihrt: 





*) Die Bonnet’sche Transformation ordnet den Punkten des Raumes Kugeln 
zu, deren Centra in einer Ebene liegen. Ersetzt man hier die Kugel jedesmal 
durch den Durchschnittskreis derselben mit jener Ebene, so findet man einen 
interessanten Zysammenhang zwischen der Bonnet’schen Transformation und 
einer von Mébius herriihrenden Idee (Abhandlungen der Siichs. Akad. 1854). 
Es bietet sich hier die Idee,.als Element einer Geometrie mit drei Dimensionen 
den Kreis in der Ebene, und als Coordinaten Centra-Coordinaten und Radius des- 
selben anzuwenden. 
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Alle Transformationen, bei denen Gerade, dic sich schneiden, in eben 
solche iibergehen, kinnen nach einer Bemerkung des Herrn Klein aus 
reciproken Umformungen hinsichtlich linearer Complexe zusammengesetat 
werden. Dementsprechend findet man, dass alle unsere Transformatio- 
nen, bei denen Kriimmungslinien covariante Gebilde sind, sich aus 
Transformationen durch reciproke Radien und ie as nn a eee 
(Dilatationen) zusammensetzen lassen. 

Betrachtet man, wie Herr Klein es vorgeschlagen hint, die Linien- 
oder Kugel-Geometrie mit Zugrundelegung der Coordinaten X, Y, Z, H 
als eine metrische Geometrie zwischen vier Variabeln, so findet man 
leicht, dass meine lineare Kugel-Transformation eben mit dem Inbe- 
griff aller conformen Punkt-Transformationen dieses Kugel-Raumes 
identisch sind.*) 

Uebrigens hoffe ich in einer anderen Abhandlung, deren Gegen- 
stand iiberhaupt die Geometrie eines Raumes mit » Dimensionen sein 
wird, eine erschépfende Darstellung dieser letzten Theorien, und zwar 
fiir einen jeden Raum geben zu kénnen.**) 


*) Den entsprechenden Satz habe ich in den Géttinger Nachrichten (1871. 
Nr. 7.) fiir einen Raum mit » Dimensionen aufgestellt. Weiter sei bemerkt, dass 
alle conformen Punkt-Transformationen eines Raumes RF, sich aus Bewegungen, 
Aehnlichkeitstransformationen und ‘Transformationen durch reciproke Radien zu- 


sammensetzen lassen, Hiermit in Verbindung steht der Satz, dass wenn a, #2... 2%, 


als solche Functionen von y, y,...y, gegeben sind, dass Sda?= O(y,.. y,) Zdy? 
ist, auch eine Gleichung der Form gilt: 


‘8 +-T | 


5, (2, — 2)* = TH(y --- yy) TMT (yy --- yy) 2 MY: — y;). 


**) Ich fiihre noch an, dass jeder Satz der Linien- oder Kugel-Geometrie sich 
in interessanter Weise transformiren liisst in einen Satz iiber Fliichen, die aus 
einer beliebig gewihlten durch Anwendung aller Translationen und Parallel- 
Transformationen hervorgehen. Wichtig sind auch die heiden folgenden Bemer- 
kungen, die sich mir zu spit darbieten, um im Texte Platz finden zu kénnen. 
1) Im Linien-Raume r giebt es bekanntlich zweierlei Transformationen, bei denen 
Gerade, die sich schneiden, in eben solche iibergehen. Die entsprechenden Trans- 
formationen des Raumes R zerfallen nicht in zwei Classen, wenn Punkt-Coordi- 
naten zu Grunde gelegt werden. 2) Linien-Transformationen, bei denen (Const. = 0) 
ihre Lage behiilt, geben siimmtliche Transformationen von R, bei denen Flichen 
mit gemeinsamem sphiirischen Bilde in eben solche Flichen iibergehen. Das neue 
sphirische Bild entsteht aus dem alten durch eine conforme Punkt-Transforma- 
tion der Bild-Kugel. Hierher gehért die Bonnet’sche Transformation. 


Christiania, 10. October 1871. 
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II. 


Im ersten Theile dieser Abhandlung habe ich, wie ich glaube, 
die erste vollstiindige analytisch-geometrische Interpretation aller Raum- 
Transformationen gegeben, bei denen Beriihrung eine invariante Be- 
ziehung ist. Ich betrachtete insbesondere eine derartige Verwandt- 
schaft — ich bezeichne dieselbe zuweilen der Kiirze wegen als eine 
Kugel- Abbildung —, welche die Geraden eines Raumes r in die 
Kugeln des Raumes JF iiberfiihrte, was so zu verstehen war, dass alle 
Fliichen-Elemente, welche zwei consecutive Punkte einer Geraden ent- 
hielten, in die Elemente einer Kugel iibergingen. Ich begriindete 
hierauf einen genauen und nach meiner Auffassung fundamentalen 
Zusammenhang zwischen Linien-Geometrie und Kugel-Geometrie und 
demzufolge zwischen mehreren projectivischen und metrischen Theorien. 
Insbesondere zeigte es sich, dass die Haupttangenten-Curven einer 
Fliche f sich in dje Kriimmungslinien der Bildfliche /’ transformirten. 

Wenn ich eben das Wort Kugel-Geometrie benutzt habe, so muss 
ich bemerken, dass meines Wissens eine solche Geometrie seither noch 
nicht existirte, ob auch viele particuliire Probleme und Theorien, die sich 
auf Kugeln beziehen, schon erledigt waren. Nachdem ich aber Herrn 
Darboux*) die folgende Abhandlung, die, in etwas anderer Form, das 
erste Mal in den Berichten der Akademie zu Christiania, Sommer 
1871, erschien, zugeschickt habe, erfahre ich, dass er 1868 bei 
der Pariser Akademie eine noch nicht veréffentlichte Abhandlung ein- 
reichte, in welcher er sich mit solchen Kugel-Systemen. beschiiftigte, 
die ich als Kugel-Complexe bezeichnat habe. Bei derselben Gelegen- 
heit theilfe er mir mit, dass er eben eine Note vorbereite, in welcher 
er mehrere Probleme behandeln wiirde, die ich in den Paragraphen 
15., 24. meiner jetzigen Abhandlung betrachtet habe. Wo ich dazu 
im Stande bin, werde ich im Folgenden hierauf beziigliche Citate 
machen, indem ich im. Uebrigen auf Herrn Darboux’s Arbeiten, die 
hoffentlich bald erscheinen werden, verweise. 

Wenn aber sowohl eine Kugel-Geometrie wie eine Linien-Geometrie 
schon existirten, so scheint doch der eigenthiimliche Zusammenhang 
zwischen diesen beiden Disciplinen zuerst von mir bemerkt zu sein. 
Pliicker, dem man iiberhaupt die Idee verdankt, eine sinnliche Dar- 
stellung einer Algebra mit vier oder mehreren Variabeln zu geben, 
wihlte die Gerade als Element des Raumes Rf. Diese Wahl ist ohne 
Zweifel gut; es wiirde aber nach meiner Auffassung ebenso zweck- 
missig sein, die Kugel zu benutzen. Freilich besitzt die Linien- 


*) Wiihrend der Correktur erfahre ich neue Bezichungen zwischen Darboux’s 
und meinen Arbeiten. Vergl. deu Schluss. 
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Geometrie Vorziige, die der Kugel-Geometrie fehlen; das Umgekehrte 
ist aber auch wahr. Dies liegt darin, dass sowohl die Gerade wie die 
Kugel sich in eigenthiimlicher Weise der Anschauung darbieten, an- 
dererseits auch darin, dass es einen einfachen Cyclus von Kugel- 
Transformationen giebt, die denjenigen Linien-Transformationen ent- 
sprechen, bei denen Schneiden eine invariante Beziehung ist. Ls 
wird daher fruchtbar sein, die Linien-Geometrie und die Kugel-Geome- 
trie, wie ich es begonnen habe, neben einander zu entwickeln, indem 
man immer die Resultate der einen Geometrie durch meine Abbildung 
fiir die andere Geometrie verwerthet. Wenn es mir zuweilen gelungen 
ist, schwierige Probleme zu erledigen, so liegt dies wesentlich darin, 
dass ich abwechselnd an Linien- und Kugel-Vorstellungen ankniipfe. 
Diese Methode, die fiir mich der Weg der Entdeckung gewesen ist, 
habe ich in meiner jetzigen Darstellung beibehalten, obgleich ich fiirch- 
ten muss, dass der hiiufige Wechsel des geometrischen Bildes dem 
Leser Schwierigkeiten bereiten wird. 


Dritter Abschnitt. 


Zur Theorie partieller Differential -Gleichungen zwischen 
drei Variabien. 


In diesem Abschnitte werde ich versuchen, einerseits die von 
Pliicker in seinem letzten Werke eingefiihrten geometrischen Begriffe, 
andererseits die eben besprochenen Entwickelungen fiir die Theorie 
partieller Differential-Gleichungen zu verwerthen. Man erkennt leicht, 
dass eine partielle Differential-Gleichung beliebiger Ordnung, deren 
Charakteristiken Haupttangenten-Curven auf den Integralfliichen sind, 
durch die obengenannte Transformation in eine Differential-Gleichung 
derselben Ordnung, deren Charakteristiken Kriimmungslinien sind, 
iibergefiihrt wird. Es griindet sich hierauf ein interessanter Paral- 
lelismus zwischen mebreren wichtigen Classen partieller Differential- 
Gleichungen. An die Seite derselben stellen sich, wie wir spiiter 
sehen werden, gewisse Differential-Gleichungen, deren Charakteristiken 
geodiitische Curven sind. 

Die folgenden Entwickelungen werden gewissermassen einen par- 
ticuliiren Charakter haben, insofern ich mich nur mit besonderen Classen 
von Differential-Gleichungen beschiiftige. Doch méchte ich hervorheben, 
dass der hier eingeschlagene Weg: niimlich die Behandlung von par- 
tiellen Differential-Gleichungen an erweiterte geometrische Begriffe an- 
zukniipfen, eine Methode zu sein scheint, aus welcher man iiberhaupt 
Fortschritte in der von Monge eingeschlagenen Richtung erwarten darf. 
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Ueber einige partielle Differential-Gleichungen erster Ordnung. 


Zunichst betrachte ich drei in einander transformirbare Classen par- 
tieller Differential-Gleichungen erster Ordnung, die ich der Kiirze wegen 
mit den Symbolen D,,, D,,, D,, bezeichnen werde. 

1) D,,. Die Charakteristiken sind Haupttangenten-Curven auf 
den Integralflichen. Die Gleichungen D,, entsprechen, wie ich spiiter 
zeigen werde, gewissermassen den Linien-Complexen und Linien-Con- 
gruenzen. 

2) D,,. Die Charakteristiken sind Kriimmungslinien. Eine jede 
D,, entspricht entweder einem Kugel-Complex oder einer Kugel-Con- 
gruenz. 

3) D,,. Die Charakteristiken sind geodiitische Curven. Bezeichnet 
H eine beliebige, bekannte Function von x, y, 2 und wie gewodhnlich 
p, q die partiellen Derivirten von z hinsichtlich x und y, so lisst eine 
jede D,, sich folgendermassen schreiben: 


oH H H rT ee eee oF eee ) HY? 2 o Hy 
geet 559— Se -Vite te - VG+G)+G)—) 
Diese Gleichungen sind, wie zu bemerken ist, nur vom zweiten Grade 
hinsichtlich p und q. 

Aus dem Inhalte des folgenden Capitels hebe ich noch hervor, 
dass die Bestimmung der geodiitischen Curven einer Fliche gewisser- 
massen darauf hinauskommt, eine particuliire D,, oder D,, zu inte- 
griren. Demzufolge liisst sich die bisherige Theorie geodiitischer 
Curven fiir die neue Theorie der Pliicker’schen Complexe verwerthen. 





§ 14. 


Partielle Differential-Gleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken 
Haupttangenten-Curven. auf den Integralflichen sind. 


40. Wir haben gefunden (§ 3., 10.), dass wenn die charakteri- 
stischen Curven einer partiellen Differential-Gleichung erster Ordnung 
von den Geraden eines Linien-Complexes umbhiillt werden, die Charak- 
teristiken Haupttangenten-Curven auf den Integralfliichen sind.*) Es 
ist andererseits leicht zu erkennen, dass einer jeden Linien-Congruenz 
eine lineare partielle Differential-Gleichung erster Ordnung entspricht, 
deren zweifach unendlich viele Charakteristiken — die Geraden der 
Congruenz nimlich — als Haupttangenten-Curven auf den Integral- 


*) Herr Darboux, dem ich im Sommer 1870 in einem Gespriiche mit- 
theilte, dass jeder Linien-Complex eine partielle Differential-Gleichung erster Ord- 
nung bestimmt, deren Charakteristiken Haupttangenten-Curven sind, kannte damals 
diesen Satz. 
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flichen auftreten. Umgekehrt werden wir beweisen, dass es keine 
weiteren partiellen Differential-Gleichungen erster Ordnung giebt, 
welche die besprochene Kigenschaft besitzen, als die genannten beiden 
Arten. 

Schreiben wir eine allgemeine partielle Differential-Gleichung 
erster Ordnung in der Form: 

F (wyzpq)=9, 

so miissen wir F, als Function von 2, y, 2, p, q aufgefasst, in all- 
gemeinster Weise so bestimmen, dass in einem beliebigen Punkte 
einer Integralfliche die Richtung der Charakteristik mit derjenigen 
der Trajectorie zusammenfillt. Die beiden besprochenen Richtungen 
liegen nimlich hinsichtlich der beiden entsprechenden Haupttangenten 
harmonisch, und wenn sie also zusammenfallen, so werden sie zugleich 
mit der einen Haupttangente identisch. Nach Monge bestimmen aber: 


ee dy — $= iz =(Q, C= +5) da + (+952) dy=0 
beziiglich die Richtungen der Charakteristik und der Trajectorie, und 
also kommt unser Problem darauf hinaus, das allgemeine Integral der 
partiellen Differential-Gleichung: 
(1) ce oF +p A) +% 
zu eg ” Diese Gleichung thest “sich sail den gewodhnlichen 
Methoden integriren; da wir jedoch hierdurch die Lésung in einer 
Form erhalten, die sich nicht unmittelbar interpretiren liisst, so wird 
es vortheilhafter sein, einen indirecten Weg einzuschlagen. 

41. Setzen wir nun zuniichst voraus, dass die gesuchte partielle 
Differential-Gleichung F' = 0 keine lineare ist, so entsprechen der- 
selben bekauntlich dreifach unendlich viele Charakteristiken, und also 
befriedigen diese Curven nur eine Gleichung von der Form: 

[(xy2dxdydz)=0. 
Setzen wir hier statt y und ¢ die iiquivalenten Ausdriicke: 
2 — Se TS adz—(xdz—zdz) 
sien dz sale dz a 

so erhilt die Gleichung der Charakteristiken (f=) die Form: 

alda, dy, dz, (edz —ezdz), (ydx — xdy), py (z)| =0 
und zwar wissen wir, dass wenn g (#) eine Constante ist, und nur 
dann, die Charakteristiken von den Geraden eines Linien- Complexes 
umhiillt werden. Indem man nun nach den gewdhnlichen Regeln 
unter den Gleichungen: 


2=0, Xaz= OP, Nay= O09, his = — O 
die Gréssen da, dy, dz eliminirt, wobei @ wegfillt, erhilt man die 
urspriingliche partielle Differential-Gleichung (#’ = 0) in der Form: 








oF oot q2*) — —0 
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a [xyes pq (x)|=9, 
und zwar fragt es sich hier, ob der Ausdruck 2 der Gleichung (1) in 
anderen Fillen geniigen kann, als wenn (x) eine Constante ist. 

Fiihrt man auf 2 die durch (1) angegebenen Operationen aus, so 
bleibt nach einer Reduction, die sich darauf griindet, dass 2 in dem 
angegebenen Falle die Gleichung (1) befriedigt, nur zuriick: 

dx dx dg on te 
dp dq dx 
eine Gleichung, die in drei zerfallt: 
Ox On og 
=” 0; was 0; ae 7 O- 
Ist erstens & gleich Null, so kommt p gar nicht in der Gleichung 
a = 0 vor, und also liisst sich dieselbe auf die lineare Form: 
q= O(xy2) 
bringen; diesen Fall haben wir aber beiliinfig ausgeschlossen. Die 
Gleichungen ae = 0 und ig = 0 sagen beziiglich, dass a nicht die 
Grésse g enthilt, und dass @ eine Constante ist, und somit ist meine 
anfiingliche Behauptung, insofern sie sich auf nicht-lineare Gleichun- 
gen bezog, erwiesen. 

Wir gehen nun zu dem Falle iiber, dass / = 0 eine lineare 
partielle Differential-Gleichung ist. Es giebt alsdann zweifach unend- 
lich viele Charakteristiken, und es ist leicht zu erkennen, dass die- 
selben gerade Linien sein miissen, wenn die fragliche Eigenschaft ein- 
treten soll. Betrachten wir niimlich einen Punkt p, die durch den- 
selben gthende Charakteristik ¢ und endlich eine variable, unendlich 
nahe Charakteristik ¢. Es ist klar, dass die Tangentenebene der ent- 
sprechenden Integralfliche im Punkte p mit ¢’ variirt; es soll aber 
diese Ebene die Curve ¢ in diesem Punkte osculiren, und also muss ¢ 
die Kigenschaft besitzen, dass ihren Punkten eine unbestimmte Oscu- 
lationsebene entspricht. Dieses ist aber nur fiir die gerade Linie 
der Fall. 

Die hiermit abgeleiteten Resultate lassen sich folgendermassen zu- 
sammenfassen : 

Es giebt zwei distincte Classen partieller Differential - Gleichungen 
erster Ordnung, deren Charakteristiken Haupttangenten-Curven auf den 
Integralfliichen sind; die eine besteht aus linearen Differential-Glei- 
chungen, deren geradlinige Charakteristiken eine Congruenz bilden. Die 
zweite Classe entspricht den Pliicker’schen Linien-Complexen, in dem 
Sinne, dass dic Charakteristiken einer solchen Differential-Gleichung 
von den Geraden eines Complexes umhiillt werden. Alsdann kommt die 
Aufgabe der Integration darauf hinaus: die allgemeinste Fliiche zu 


- 
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finden, deren zweifach unendlich viele Haupttangenten des einen Systems 
einem gegebenen Linien-Complexe angehiren. Den Inbegriff dieser beiden 
Classen bezeichnen wir mit dem Symbole D,,.*) 

Entspricht die D,, einer Linien-Congruenz, so ist die zugehdrige 
Brennfliche das singuliire Integral. In dem zweiten Falle finden sich 
unter den Integralfliichen, wie mir Herr Klein bemerkt, die Develop- 
pablen der singuliren Linien, wie auch die Singularitiitenfliiche des ~ 
betreffenden Linien- Complexes. 


42. In Verbindung mit dem Inhalte dieses Paragraphen steht der 
folgende Satz: 

Auf einer Flaiche liegen einfach unendlich viele Curven, deren 
Tangenten einem gegebenen Linien-Complexe gehéren. Haben diese 
Curven eine Umhiillungs-Curve, was im Allgemeinen nicht stattfindet, 
so sind zwei Fille méglich. Entweder beriihren diejenigen Complex- 
Kegel die Fliiche, deren Spitzen auf der Umhiillungs-Curve liegen, und 
dann ist dieselbe eine Haupttangenten-Curve; oder die Tangenten der 
Umbhiillungs-Curve sind Doppelkanten des betreffenden Complex-Kegels, 
in dem letzten Falle liasst sich nichts schliessen. 

Es war durch Anwendung dieses Satzes, dass ich die Haupt- 
tangenten-Curven der tetraedral-symmetrischen Flichen (Gétting. Nachr. 
Jan. 1870) bestimmte. [Durch eine andere Methode war Herr Clebsch, 
wie ich spiter erfahren habe, schon friiher auf diese Bestimmung 
gefiihrt worden, ohne indess etwas hieriiber veréffentlicht zu haben. 
Spiiter (Bulletin, Novbr. 1870, p. 8) erhielt Herr Darboux dasselbe 
Resultat als Corollar einer allgemeineren Bestimmung.] Jede tetrae- 
dral-symmetrische Fliche steht in der besprochenen Beziehung zu jedem 
Linien-Complexe, dessen Gerade das der Fiche zugehérige Funda- 
mental-Tetraeder nach constantem Doppel-Verhiltnisse schneiden. 


§ +15. 


Partielle Differential-Gleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken 
Kriimmungslinien auf den Integralflachen sind. 


43. Wir wissen, dass unsere Kugel-Abbildung die Elemente einer 
Flaiche f in die Elemente einer Fliche F iiberfiihrt. Es wird hierbei 
offenbar ein paarweises Zusammengehiéren zwischen allen Curven der 
beiden Flichen festgestellt, und zwar entsprechen sich insbesondere 





*) Herr Klein macht mich darauf aufmerksam, dass die Resultate dieses 
Paragraphen sich leicht und iibersichtlich durch geometrische Betrachtungen be- 
weisen lassen. 
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die Haupttangenten-Curven auf f und die Kriimmungslinien auf F. 
Hieraus folgt, dass zwei Flichen f, und f,, die einander nach einer 
Haupttangenten-Curve beriihren, im Allgemeinen in Flichen F, und 
F, iibergehen, die in demselben gegenseitigen Verhiltnisse lings einer 
Kriimmungslinie stehen, Dieser Satz erleidet jedoch eine wichtige 
Ausnahme (die freilich im Folgenden nicht in Betracht kommt), und 
um Alles méglichst klar zu stellen, gehe ich hierauf etwas niher ein.*) 

Nach § 6., 18. 20. wissen wir, dass wenn die beiden Riume r 
und F durch ein Gleichungs -System: 

Fi (xyz XYZ)=0, F,(c«yzXVYZ)=0 
reciprok auf einander bezogen sind, sich ein Flichen-Element des 
einen Raumes, welches einen elementaren Complex- Kegel beriihrt, im 
anderen Raume als ein ihnliches Element abbildet. Nun giebt es offen- 
bar im Allgemeinen in jedem Raume vierfach unendlich viele Elemente 
von dieser ausgezeichneten Lage. Wenn aber die elementaren Com- 
plex- Kegel des Raumes + ebene Strahl-Biischel sind, so giebt es in + 
nur dreifach unendlich viele solche Elemente — ich bezeichne sie mit 
dem Buchstaben e —, welche den vierfach uwnendlich vielen ausge- 
zeichneten Elementen FE des Raumes Ft entsprechen. Einem Elemente 
e entsprechen alsdann einfach unendlich viele Elemente E. 

Dies tritt insbesondere bei unserer Kugel-Abbildung ein. Durch 
jeden Punkt in r geht nur ein ausgezeichnetes Element, dasjenige 
nimlich, welches dem betreffenden Punkte durch den linearen Com- 
plex H =O zugeordnet wird. Andererseits sind die ausgezeichneten 
Elemente EF diejenigen, welche der Gleichung: 

‘ I+ P+ e=0 
geniigen, wo P und @ wie friiher die partiellen Derivirten von Z hin- 
sichtlich X und Y bezeichnen sollen. Wie eine geometrische Be- 
trachtung zeigt, sind es jedesmal die einfach unendlich vielen Elemente 
E, die sich an eine Gerade von der Liinge Null anschliessen, welche 
demselben Elemente e des Raumes r entsprechen. 

44. Nach den obenstehenden Entwickelungen kénnen wir den 
folgenden Satz aussprechen: 

Wenn zwei Flichen f, und f, einander nach einer Hawpttangenten- 
Curve beriihren, und die Tangenten dieser Curve nicht dem linearen 
Complexe H = 0 angehiren, so beriihren die Bildflichen F, und F, ein- 
ander nach einer Kriimmungslinie. In dem ausgeschlossenen Falle ge- 
hiren alle Tangenten der Flichen f, und f,, die durch einen Punkt der 





*) Es muss einer anderen Arbeit vorbehalten sein, eine eingehende Discus- 
sion aller Eigenthiimlichkeiten zu geben, die bei der Néther’schen Abbildung 
des linearen Complexes und meiner darauf begriindeten Kugel-Abbildung hin- 
sichtlich der Fundamental-Gebilde der beiden Riume stattfinden. 
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gemeinsamen Haupttangenten-Curve gehen, dem Complexe H = 0 an, und 
alsdann kann man nur schliessen, dass die Bildfliichen F, und F, in 
eine gemeinsame Developpable, welche den unendlich entfernten imagi- 
niiren Kreis enthiilt , eingeschrieben sind (§ 26, 84b.). 

Beriicksichtigt man indessen, dass es keine partielle Differential- 
Gleichung giebt, deren krummlinige Charakteristiken saimmtlich von 
Geraden des linearen Complexes H = 0 unhiillt werden, so liisst 
sich schliessen ($ 6., 17.), dass unsere Kugel-Abbildung eine jede D,, 
in eine partielle Differential-Gleichung,, deren Charakteristiken Kriim- 
mungslinien sind, iiberfiihrt. Andererseits erhalten wir in dieser Weise 
alle Differentiai-Gleichungen von dieser Eigenschaft, weil der folgende 
Satz ohne Ausnahme gilt: 

Zwei Flichen F, und F,, die einander nach einer Kriimmungs- 
linie beriihren, geben in r Bildflichen, die sich nach einer gemein- 
samen Haupttangenten-Curve beriihren. 

Es gehen also die im vorangehenden Paragraphen erhaltenen 
Resultate in die folgenden iiber. 

Es giebt zwei distincte Classen partieller Differential-Gleichungen 
erster Ordnung, deren Charakteristiken Kriimmungslinien auf den In- 
tegralflichen sind. Gleichungen der ersten Classe kinnen dadurch cha- 
rakterisirt werden, dass sie als vollstiindiges Integral den Inbegriff' von 
aweifach unendlich vielen Kugeln — eine Kugel-Congruenz — gestatten. 
Das allgemeine Integral wird also von Rohrenfliichen gebildet, und 
deren kreisfirmige Kriimmungslinien sind die Charakteristiken. Die 
zweite Classe entspricht den Kugel-Complexen. Die Aufgabe, eine solche 
Differential-Gleichung zu integriren, kommt geometrisch darauf hinaus: 
die allgemeinste Fliche zu finden, deren zweifach unendlich viele Haupt- 
Kugeln des einen Systems einem gegebenen Complexe angehiren. Den 
Inbegriff dieser beiden Classen werde ich mit dem Symbole D,, be- 
zeichnen.*) 

45. In seinem Werke: Partielle Differential-Gleichungen pag. 
127—129 stellt Herr Du Bois-Keymond die Aufgabe, die wir eben 
erledigt haben. Er macht darauf aufmerksam, dass, wenn die Charak- 
teristiken Kriimmungslinien sind, dieses auch mit den Trajectorien der 
Fall ist. Alsdann schneiden aber Charakteristiken und Trajectorien 
einander orthogonal und dadurch wird das besprochene Problem (§ 14., 
40.) aos! Sa sag , die partielle eager Gleichung: 


ze +20 ap t+%Gq)|— ay lon +? Cap +254)| + oe [Poa ~2ep 








*) Herr Darboux theilt mir mit, dass er auch bemerkt hat, dass die Auf- 
gabe, eine Fliche durch eine Eigenschaft der Haupt-Kugeln zu bestimmen, in 
gewissem Sinne nur auf eine partielle Ditferential-Gleichung erster Ordnung fiihrt. 
(Vergl. das auf Darboux beziigliche Citat in § 24.) 





- 









nm nna ee. ai ee 




















Partielle Differential-Gleichungen und Complexe. 195 


zu integriren. Herr Du Bois-Reymond fiihrt diese Integration in 
einigen sehr einfachen Fallen*) aus, und fussert dabei die Vermuthung, 
dass auch der allgemeine Fall keine erheblichen analytischen Schwierig- 
keiten bieten wiirde. Jedenfalls hat die vorstehende Lisung ein eigen- 
thiimliches Interesse. 

Hier mag auch die Bemerkung ihren Platz finden, dass, wenn 
zwei Flichen f, und f, mit einander eine Beriihrung n' Ordnung 
nach einer Haupttangenten-Curve haben, die Bildfliichen im Allgemei- 
nen in demselben gegenseitigen Verhiltnisse lings einer Kriimmungs- 
linie stehen. Demzufolge wird eine partielle Differential-Gleichung 
ne Ordnung, deren Charakteristiken des einen Systems Haupttan- 
genten-Curven auf den Integralflichen sind, durch unsere Kugel- 
Abbildung in eine Gleichung derselben Ordnung iibergefiihrt, deren 
Charakteristiken des einen Systems Kriimmungslinien sind. 


46. Ich werde hier kurz andeuten, wie sich einige metrische 
Theorien verallgemeinern lassen. 

Der Begriff der Kriimmungslinien einer Fliche erweitert sich be- 
kanntlich folgenderweise. Es seien gegeben vierfach unendlich viele 
Flichen U, eine beliebige Fliiche F' und ein Punkt p derselben. Es 
giebt immer einige U, die eine stationire Beriihrung mit F in p 
haben, und also F' in einer Curve mit Spitze schneiden. Betrachtet man 
die Tangente dieser Spitze als eine dem Punkte p zugeordnete Rich- 
tung, so bildet die continuirliche Aufeinanderfolge einander schnei- 
dender zugeordneter Richtungen Curven, welche ich als die U-Kriim- 
mungslinten der Flaiche F' bezeichnen werde. 

Bemerkenswerth ist der Fall, dass alle U aus einer gewissen Fiche 
U, durch Anwendung aller Translationen und Parallel-Transformatio- 
nen hergeleitet werden kénnen. Alle Theorien iiber Kriimmungslinien 
und insbesondere die in dieser Abhandlung gegebenen erweitern sich 
in gewissem Sinne auf diesen Fall (§ 13., Schluss). Es ist alsdann 
beispielsweise immer méglich, alle Flichen zu finden, deren U-Kriim- 
mungslinien die Eigenschaft besitzen, dass die in ihren Punkten 
errichteten Flichen-Normalen mit einer Ebene parallel sind. Diese 
Aufgabe entspricht nimlich durch eine gewisse Transformation der 
von Herrn Bonnet gelésten: alle Flichen mit ebenen Kriimmungs- 
linien zu finden. Es gelten ferner die Siitze: a) Wenn eine Fliche 
nach der gewohulichen Methode auf einer Kugel abgebildet wird, so 





*) Die beiden ersten Arten D,, des Herrn Du Bois-Reymond: die um 
eine Fliiche umgeschriebenen.Developpablen, und die einer gegebenen Axe zuge- 
hérigen Rotationsfliichen, entsprechen Congruenzen eines linearen Kugel-Complexes. 
Die geometrische Bedeutung seiner dritten Art sehe ich im Augenblick nicht. 
15* 
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gehen die U-Kriimmungslinien in eine Schaar orthogonaler Curven 
iiber. b) Die Bestimmung der U-Kriimmungslinien einer Fliiche F' 
lisst sich darauf zuriickfiihren, die Kriimmungslinien einer gewissen 
anderen Fliiche ® zu finden. Sind insbesondere U, und F' Minimal- 
flichen oder Parallelflichen solcher, so ist auch ® eine derartige Fliche, 
und dann kénnen also die U-Kriimmungslinien von F' bestimmt werden. 

Auch der Fall, dass alle Fliichen U iihnlich und ihnlich gelegen 
sind, verdient eine besondere Untersuchung. Alsdann haben die einem 
.Punkte zugehiérigen Richtungen der U-Kriimmungslinien paarweise 
eine harmonische Lage hinsichtlich der Haupttangenten der Fiche, 
wie hinsichtlich der Haupttangenten der stationiir beriihrenden U. 

Setzt man endlich voraus, dass alle U unendlich diinne Cylinder, 
das heisst gerade Linien sind, so werden die U-Kriimmungslinien mit 
den Haupttangenten-Curven der betreffenden Fliiche identisch. 


§ 16. 


Partielle Differential-Gleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken 
geoditische Curven auf den Integralflichen sind. 


47. Die Entwickelungen dieses Paragraphen lassen sich auf den 
bekannten Satz griinden: Wenn zwei Flichen ZJ und U mit einander 
eine Beriihrung n' Ordnung nach einer Kriimmungslinie haben, so 
stehen ihre Centerfliichen C; und C, in demselben gegenseitigen Ver- 
hiltnisse hinsichtlich einer gemeinsamen geodiitischen Curve. 

Betrachtet man nun einerseits die Integralfliichen I einer D,, 
und unter denselben die Fliichen U eines vollstandigen Integrals, an- 
dererseits die zugehérigen Centerfliichen C; und C,, so sieht man leicht 
(§ 6., 17.), dass die Flachen C; einer partiellen Differential-Gleichung 
erster Ordnung D,, geniigen, deren Charakteristiken geodiitische Cur- 
ven sind, und hierbei bilden die Flichen C,, ein vollstiindiges Integral. 

Allgemein kénnen wir sagen, dass den Integralflichen einer par- 
tiellen Differential-Gleichung n'*" Ordnung D,.2, deren Charakteristiken 
des einen Systems Kriimmungslinien sind, Centerfliichen entsprechen, 
welche einer Differential-Gleichung derselben Ordnung D, 3 geniigen, 
und zwar sind die Charakteristiken des einen Systems geoditische 
Curven. *) 

Nach dem Obenstehenden entspricht jeder D,2 eine Differential- 
Gleichung, deren Charakteristiken geodiitische Curven sind; das Umge- 


*) Einer jeden Differential-Gleichung n'** Ordnung entsprechen Integralfliichen, 
deren Centerfliichen einer gewissen Gleichung (n + 1)" Ordnung geniigen, Ausser 
den Centerfliichen besitzt die letzte Gleichung im allgemeinen Falle noch andere 
Integralfliichen. 
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kehrte ist dagegen nicht wahr, und demzufolge sind die D, 3 nicht die 
einzigen partiellen Differential-Gleichungen, welche die Eigenschaft be- 
sitzen, dass thre Charakteristiken geodiitische Curven sind. 

48. Zur Bestimmung der allgemeinen Form der Gleichungen D,, 
schlagen wir einen anderen Weg ein, indem wir uns auf die im ersten 
Abschnitte. entwickelte Theorie reciproker Curven-Complexe stiitzen. 

Sei nimlich im Raume yr ein beliebiger Linien-Complex und in 
R der entsprechende Kugel-Complex gegeben, die sich beide durch eine 
Gleichung: 

F(X YZH)=0 

darstellen lassen; hierbei muss man X, Y, Z, H einerseits als Linien- 
Coordinaten (§ 10., 30.) hinsichtlich vier paarweise in Involution lie- 
gender linearer Complexe, andererseits als Kugel-Coordinaten auffassen. 
Indem wir nun den Mittelpunkt (X Y Z) einer beliebigen Kugel 
(X YZH) des besprochenen Kugel-Complexes als das Bild der Geraden 
(XY ZH) auffassen, erhalten wir eine Abbdildung des Linien-Com- 
plexes F (XY ZH) = 0 im Punktrawme R, bei welcher einer jeden 
Complex-Linie ein bestimmter Punkt entspricht, wahrend es eine Anzahl 
von Complex-Geraden giebt, die sich als derselbe Punkt abbilden — so 
viele niimlich, wie der Grad der Gleichung F' (X Y Z H) = 0 hinsicht- 
lich H betriigt. Den Complex-Linien, die durch einen Punkt gehen, 
entsprechen die Punkte einer Curve C, und es ist einleuchtend, dass alle 
C einen Curven-Complex bililen, der zu unserem Linien- Complexe in 
der reciproken Bezichung steht, die wir im ersten Abschnitte betrachtet 
haben. Hierbei miissen wir erinnern, dass die zwei reciproken Curven- 
Complexen zugehérigen partiellen Differential-Gleichungen erster Ord- 
nung in dem Sinne mit einander fiquivalent sind, dass die Lésung der 
einen diejenige der anderen giebt. 

Setzt man (§ 9., 27.) in die Gleichungen einer Geraden: 

r2=2—Q0, Se=y—G 


e=—4(X+iY), s= 4(X—iY), 
o—4(Z4+H), r=—-}$2 FH) 
ein, so bestimmen die hervorgehenden Relationen: 
—(Z4+ H)z=—2e4—(X+ iY) 
(X —iY)z=—2y— (2+ 4H) 
in denen man H als die durch F(X YZH) =O bestimmte Fune- 


tion von X, Y, Z auffasst, die eben besprochene Abbildung der beiden 
Riume. Indem man nun (§ 3., 6.) hinsichtlich X, Y, Z differentiirt: 
—(dZ +dH)z =— (dX 4+ idY) 
(dX —idY)z=—(dZ+dH), 
und zwischen diesen beiden (und den urspriinglichen) Gleichungen 


die Werthe: 
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x, y, # el‘minirt, erhilt man die Differential-Gleichung des Curven- 
Complexes in R: 
dX?+dY?+d7+ (idHyY =—0, 
oder, wie man auch schreiben kann: 
dX’?+dY?+dZ=—dH’, 

eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung ist, dass die beiden Ku- 
gen (XYZH) und (X+ AX, Y+ AY, Z+ AZ, H+AH) ein- 
ander beriihren, dass also die entsprechenden Geraden sich schneiden. 
Die elementaren Complex - Kegel : 


aX? 4 d¥?+ az =(2%ax+ Hay + Haz) 


beriihren, wie ihre Gleichung zeigt, den unendlich weit entfernten, 
imaginiren Kreis in den beiden Durchschnittspunkten desselben mit 


der Ebene: 


H H 
ox dX + ¢ 4 yIYt+ G 7 =0, 


und also sind sie Sndedidliectiuad: en Axe die Richtungs-Cosinus: 


es ; io) OF 4 besitzt. Wir erhalten somit die folgende iibersichtliche 


Vorstellung von diesem Curven-Complexe: 

Die. elementaren Complex-Kegel, deren Scheitel auf einer beliebigen 
Fliche aus der Schaar H = Const. liegen, sind Umdrehungs - Kegel, 
deren Axe die entsprechende Normale der* genannten Fliche ist. Die 
Winkel-Oeffnung dieser Kegel variirt, wic die Gleichung: 

dX?+dY?+dZ=dH? 

zeigt, in solcher Weise, dass die unendlich nahen Flichen H = C 
und H=C-+ AC auf den Erzeugenden dieser Kegel Segmente der- 
selben Grosse abschneiden. Hieraus folgt, wie wir sogleich zeigen werden, 
dass die Flichen H =C die Integralfliichen unserer D,, noch dqui- 
distanten Curven schneiden; hierbet sind die zugehirigen orthogonalen 
Curven bekanntlich geodiitische Linien und zugleich Charakteristiken hin- 
sichtlich der D,,. Diese geometrische Interpretation einer D,, giebt leicht 
als allgemeine Form derselben: 


x P+ FF 0- GNF PFE V/V OO+GQ+E 


welche Gleichung wir spiiter durch eine analytische Methode al 
werden. 

Man betrachte eine beliebige auf H = C gelegene Curve i 
und die den Punkten derselben zugehérigen elementaren Complex- 
Kegel, deren infinitesimale Durchschnitts-Curven mit der Fliche 
H=C-+ AC zwei Umhiillungs-Curven i’ bestimmen, unter denen 
wir die eine wihlen; bekanntlich gehért der zwischen & und k’ ge- 
legene Flichen-Streifen einer Integralfliche an. Durch Wiederholung 
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dieser Operation findet man auf den successiven Flichen H = C 
eine Schaar Curven k, deren Inbegriff eine Integralfliiche bildet, und 
dabei folgt aus dem Vorstehenden, dass alle k iiquidistante Curven sind. 
Nun stehen immer die Tangente einer k und die Axe des zugehérigen 
Complex-Kegels senkrecht auf einander, und also beriihrt dieser Kegel 
die betreffende Integralfliiche nach einer Richtung, die ebenso die Tan- 
gente von k orthogonal schneidet. Die Charakteristiken und die Curven k 
bilden, wie friiher behauptet, ein Orthogonal-System. Die Curven k sind 
aber ‘iquidistant, und also finden wir den Satz wieder, dass die Cha- 
rakteristiken einer D,, geodiitische Curven auf den Integralflichen sind. 
Um die der Differential-Gleichung: 


W=dX?4+ d¥? pdr? — (22 ax+ oy aY + a dZ)=0 


zugehérige partielle Differential-Gleichung zu bestimmen, muss man 
unter den Gleichungen: 

sxaeP, Fy=ee, Fz——e 
die Gréssen dX, dY, dZ eliminiren, und hierbei findet man als all- 
gemeine Form der partiellen Differential-Gleichungen D,,: 
ms ) — 2 a 2 y,) 2 
ox lt py @— jz VIF PFC GR) + Gy + Ga)— bs 
vorausgesetat, dass H cine beliebige bekannte Function von X, Y, Z 
bezeichnet. 

Aus unseren friiheren Entwickelungen (§ 6., 18.) folgt, dass die 
Integration einer D,, auf die Bestimmung der Haupttangenten-Curven 
des entsprechenden Linien-Complexes zuriickgefiihrt werden kann. Die 
betreffenden Charakteristiken sind ja reciproke Curven hinsichtlich der 
Abbildungs - Gleichungen : 

—(Z+ A)z=2e—(X+ iY) 
(X—i¥)e=2y—-(Z +H), 
und wenn man also die allgemeine Gleichung des einen Curven- 
Systems kennt, so findet man diejenige des anderen durch Differen- 
tiation und Elimination. Wenn wir andererseits sagen, dass die Inte- 
gration einer D,, mit derjenigen einer D,, aiquivalent ist, so kommt 
dies, geometrisch aufgefasst, darauf hinaus, statt eine Fliche durch 
eine Kigenschaft der Haupt-Kugeln zu bestimmen, die entsprechende 
Centerfliche zu suchen. Herr Bonnet benutzt eine solche Trans- 
formation bei seiner Bestimmung aller Flichen mit ebenen oder sphi- 
rischen Kriimmungslinien. 

Die obenstehende Form einer D,, theilte ich der Akademie zu 
Christiania (October 1870) in einer Note mit, in welcher ich unter 
anderem die drei Classen D,,, D,,, D,, aufstellte. Eine symmetrische 

























200 Sornus Liz. 
Form erhilt man, wenn man die Aufgabe folgendermassen stellt: Es 
soll eine Gleichung ®(X Y ZH) = 0 gefunden werden, die, mit der- 
jenigen des betreffenden Kugel-Complexes TT (X Y ZH) = 0 verbunden, 
Z als die verlangte Function von X und Y giebt. Diese Bemerkung, 
oder eigentlich eine damit iiquivalente, verdanke ich Herrn Klein, 
der darauf durch seine liniengeometrischen Untersuchungen gefiihrt 
wurde (vergl. dessen zweite, hier folgende Arbeit). Andererseits theilt 
Herr Darboux mir eben (October 1871) mit, dass er eine entsprechende 
Form durch Untersuchungen iiber Kugel-Complexe gefunden hat. 


Die wichtigsten Resultate der drei vorangehenden Paragraphen 
fasse ich folgendermassen zusammen: 

Partielle Differential-Gleichungen n'' Ordnung, deren Charakte- 
ristiken Haupttangenten-Curven oder Kriimmungslinien sind, und eine 
Classe, deren Charakteristiken geoditische Linien sind, bilden dquiva- 
lente Probleme in dem Sinne, dass sie gegenseitig in einander trans- 
formirt werden kinnen. Ist insbesondere n gleich 1, so entsprechen 
diesen Problemen Untersuchungen iiber Congruenzen und Complexe, deren 
Elemente gerade Linien oder Kugeln sind. 

Hier soll auch darauf aufmerksam gemacht werden, dass ebenso wie 
es einen Cyclus von Verwandtschaften giebt, welche die Gleichungen 
D,; in Gleichungen derselben Art iiberfiihren, alle linearen Punkt- 
Transformationen nimlich zusammen mit allen dualistischen Umfor- 
mungen des Raumes, es auch einen Cyclus von Verwandtschaften giebt, 
welche beziiglich die Gleichungen D,. und D,; ihren Charakter be- 
halten lassen. 


§ 17. 


Ueber Linien-Complexe, welche infinitesimale lineare Transformationen 
in sich selbst besitzen.*) 


49. Linien-Complexe, die sich durch eine Gleichung der Form: 
F(X YZ) =0 


darstellen lassen, bilden sich als die Kugeln ab, deren Mittelpunkte 
auf der Fliche F(X YZ)=0O liegen. Dieser Kugel-Complex wird 
nun offenbar durch eine beliebige Parallel-Transformation, oder was auf 
dasselbe hinauskommt, durch eine infinitesimale solche in sich selbst 
iibergefiihrt, und also kénnen wir nach § 13., 38. den Linien-Complex 


*) Cfr. Sur wne certaine famille de courbes et de surfaces par Klein et Lie, 
Comptes rendus 1870. Ueber vertauschbare lineare Transformationen von Klein 
und Lie, Math. Ann. Bd. 4. 
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F(X YZ) =O dadurch charakterisiren, dass er eine infinitesimale 
Transformation von der Form: 

oh X= a+ a%+b; Y—Yy +e +d 
gestattet. 

Nun ist es bekannt, dass die Aufgabe, die allgemeine Fiche zu 
finden, deren Kriimmungs-Centra des einen Systems auf einer gege- 
benen Fliche liegen, darauf hinauskommt, die geoditischen Curven 
dieser Flache zu finden. Unsere friiheren Theorien geben also den 
folgenden interessanten Satz: Die Bestimmung der Haupttangenten- 
Curven des Linien-Complexes F(X YZ) =0 und die Auffindung der 
geodiitischen Curven auf der Fliiche F(X YZ) =0 sind dquivalente 
Probleme. Es ist zu bemerken, dass der Grad des Linien-Complexes 
gleich der Ordnung der Fliche ist; wihrend aber die Flaiche eine be- 
liebige ist, muss der Complex die besprochene infinitesimale Trans- 
formation in sich selbst besitzen. 

Unter den linearen Tangential-Complexen des Kugel-Complexes 
F(X YZ) =O betrachte ich den folgenden: 

ex (X— X) + SY —¥) + (4-4) =0, 

dessen Kugeln eine Tangential-Ebene der Fliche F(X YZ) = 0 
orthogonal schneiden (§ 10., 30.), Hine beliebige Parallel-Transfor- 
mation fiihrt sowohl den gegebenen Complex wie den Tangential- 
Complex in sich selbst tiber, und also sehen wir, dass diese Complexe 
einander in einfach unendlich vielen gemeinsamen Kugeln beriihren. 
Der Complex F(X YZ) = (0 lisst sich in Folge dessen als Enve- 
loppe-Gebilde von zweifach unendlich vielen linearen Complexen auf- 
fassen. Wenden wir uns zu den Linien-Vorstellungen, so kénnen wir 
den entsprechenden Linien-Complex definiren als Enveloppe-Gebilde 
von zweifach unendlich vielen linearen Complexen, die mit einem gege- 
benen linearen Complexe H = 0 in Involution liegen, und ausserdem 
eine gemeinsame Gerade desselben (die Fundamental-Gerade des Rau- 
mes 7) enthalten (cfr. § 10., 30.). 

Zweifach wnendlich viele lineare Complexe, die mit einem gegebenen 
in Inwolution liegen wnd ausserdem eine Gerade dieses letzten Complexes 
enthalten, wmhiillen einen Linien-Complex, dessen Haupttangenten-Curven 
sich dadurch bestimmen lassen, dass man die geoditischen Curven einer 
gewissen Fliiche aufsucht. 

Im niachsten Abschnitte werde ich auf den Inhalt dieser Nummer 
zuriickkommen. 

50. Durch die Entwickelungen der vorangehenden Nummer wird 
man darauf gefiihrt, sich die Frage zu stellen, ob die Bestimmung 
der Haupttangenten-Curven sich immer vereinfachen lisst, wenn der 
betreffende Linien-Complex eine infinitesimale lineare Transformation 
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yestattet. Die Antwort liegt unmittelbar in den obengenannten Ar- 
beiten von Herrn Klein und mir (vergl. besonders diese Annaleu 
Bd. 4. p. 80.), Wir haben niimlich iiberhaupt die Aufmerksamkeit 
darauf gerichtet, dass wenn bei einem Gebilde eine infinitesimale Trans- 
formation bekannt ist, sich die Bestimmung von anderen Gebilden, die 
mit dem gegebenen in einer durch die betreffende Transformation un- 
zerstérbaren Beziehung stehen, im Allgemeinen durch passende Coor- 
dinaten-Wahl vereinfachen lisst. 

Hierbei muss man diejenigen Curven anwenden, die den geome- 
trischen Ort bilden fiir die infinitesimalen Wege, welche alle Punkte 
des Raumes wiihrend der besprochenen Transformation beschreiben. 
Setzen wir insbesondere voraus, dass die bekannte Transformation eine 
lineare ist, so werden diese Curven eben die von Herrn Klein und 
mir unter der Bezeichnung Raum-Curven W untersuchten. Man ordne 
die betreffenden, zweifach unendlich vielen Curven W auf zwei Weisen 
zusammen in Fliichen-Schaaren : 

U,=A; U,=B. 
Ks geht alsdann jede Fliiche U, oder U, durch die zugehérige Transforma- 
tion in sich iiber. Man wile ferner eine dritte Schaar: diejenigen Flichen 
V=C 
niimlich, die aus einer beliebig gewiihlten durch continuirliche An- 
wendung der betreffenden Transformation hervorgehen, und _hierbei 
soll C der Parameter der Transformation sein. 

Fiihrt man nun U,, U, und V als Punkt-Coordinaten ein, so 
nimmt beispielsweise die Gleichung einer jeden Fiche, die jene Trans- 
formation gestattet, die Form an: 

F(U, U,) = 0. 
Ebenso kann eine partielle Differential-Gleichung erster Ordnung, deren 
Inbegriff von elementaren Complex-Kegeln durch die Transformation 
ungeiindert bleibt, folgenderweise geschrieben werden: 
eV av 
F(U,U: 59- 30,) =9 
was bekanntlich ein Schritt vorwiirts ist. Dieses ist insbesondere der 
Fall mit der D,, eines Linien-Complexes, der selbst ungeiindert bleibt. 

Betrachten wir z. B. die vier paarweise in Involution liegenden 
linearen Complexe X = 0, Y=O0, Z=0, H =O und einen Linien- 
Complex, dessen Gleichung die folgende ist: 

XYZ 
Fu an) 
so ist es einleuchtend, dass eine jede Transformation unter den un- 
endlich vielen: 


X,=mX,, Y,=myY,, Z,—mZ,, H, = mH, 
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unseren Complex in sich iiberfiihrt, und also nimmt die zugehérige 
D,, die obenstehende Form an. Hierher gehért, wie im niichsten 
Abschnitte gezeigt werden soll, ein Complex zweiten Grades mit 17 
Constanten, und zwar ist derselbe der allgemeine Complex zweiten 
Grades, dessen Singularititen-Fliche eine Regelfliche ist. Die Com- 
plexe zweiten Grades mit 18 und 19 Constanten gestatten keine in- 
finitesimale lineare Transformation. *) 

51. Ebenso ist es fiir die Untersuchung von riumlichen Gebilden, 
welche zwei infinitesimale und permutable lineare Transformationen 
gestatten, vortheilhaft, eime besondere Coordinaten-Wahl zu machen. 
Erstens nimmt man die einfach unendlich vielen Flichen 

V= A, 
die durch unsere Transformationen ungeandert bleiben. Man wihle 
ferner zwei distincte infinitesimale Transformationen 6, y aus unserem 
geschlossenen Systeme und endlich zwei Filichen B, und C,. Durch 
continuirliche Anwendung der Transformationen 6 und y auf diese 
Flichen erhilt man zwei Flichen-Schaaren: 
U,=B, U,=C, 
wo B und C Transformations-Constanten bezeichnen. Wiahlt man nun 
V, U, und U, zu Punkt-Coordinaten, so nimmt die D,, eines Linien-Com- _ 
plexes, der durch unsere Transformationen ungeindert bleibt, die Form: 
oV eV 
F(V fy, gu) =9- 
Die Integration dieser Gleichung lisst sich bekanntlich auf eine Qua- 
dratur zuriickfiihren. 

Wir treffen somit eine Classe Complexe, deren Haupttangenten- ~ 
Curven wir bestimmen kénnen. Hierher gehért z. B. der Complex 
zweiten Grades, dessen Singularitiiten-Fliche in zwei Flichen zweiten 
Grades zerfallen ist, welche dann nothwendig vier Erzeugende gemein 
haben. 


as XY Z ; : 
* i ee om lisst . 
) Der Linien-Complex F GF i A) = 0 liisst sich auch definiren als 


Enveloppe-Gebilde von zweifach unendlich vielen linearen Complexen, die mit zwei 
gegebenen linearen Complexen in Involution liegen. Unter den Haupttangenten- 
Curven eines solchen Complexes giebt es einfach unendlich viele ausgezeichnete 
Schaaren, Jede besteht aus einfach unendlich vielen Complex-Curven eines linea- 
ren Complexes X?-+ Y* + Z*? — H? = Const. Das eben ausgesprochene Theorem 
ist zu gleicher Zeit eine Transformation und Verallgemeinerung des bekannten 
Satzes: Unter den geodiitischen Curven einer Fliche giebt es einfach unendlich 
viele, deren Tangenten den imaginiiren Kugel-Kreis schneiden. Die hier betrach- 
teten Linien-Complexe besitzen die charakteristische Eigenschaft, dass ihre Sin- 
gularititen-Flichen Regelflichen mit zwei geraden Leitlinien sind. Jede krumme 
Haupttangenten-Curve einer solchen Regelfliche wird auch von Geraden eines 
linearen Complexes X? + Y? + Z? — H® = Const. umhiillt. 
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Man erhilt hier beispielsweise eine allgemeine Bestimmung der 
geoditischen Curven auf einer jeden Schraubenfliiche. Der Inbegriff 


‘aller Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer solchen Fiche liegen, ge- 


stattet niimlich zwei permutable infinitesimale Transformationen in sich 
selbst: eine Schrauben-Bewegung und eine Parallel-Transformation, 
und nach § 13. entsprechen solche Umformungen des Kugel-Raumes 
R linearen Punkt-Transformationen des Linien-Raumes r. Es gehért 
also diejenige D,,, deren Integration mit der Bestimmung jener geo- 
diitischen Curven iquivalent ist, in die in N. 51. besprochene Kategorie, 
womit meine Behauptung erwiesen ist. 

Sucht man die geoditischen Curven auf einer Fliiche, die eine 
infinitesimale lineare Punkt-'Transformation gestattet, bei welcher der 
imaginiire Kugel-Kreis seine Lage behilt, so kann man nach der in 
N. 50. auseinander gesetzten Methode dieses Problem darauf zuriick- 
fiihren, eine gewohnliche Differential-Gleichung erster Ordnung zwischen 
zwei Variabeln zu integriren. Die Kriimmungslinien und Haupttan- 
genten-Curven dieser Flichen kénnen bestimmt werden. (Vergl. die 
citirte Arbeit Math. Ann. Bd. 4. p. 84.) 


52. Als letztes Beispiel betrachte ich endlich die bekannte Auf- 
gabe: alle Flichen zu finden, deren Normalen einem gegebenen Linien- 
Complexe angehéren.*) Herr Abel Transon hat gezeigt, dass dieses 
Problem, welches unmittelbar auf eine Gleichung der Form: 

F (xyzpq)=0 
fiihrt, immer eine Vereinfachung zuliisst.**) Dieselbe kann auf die 
folgende einfache Bemerkung des Herrn Darboux (Bulletin, Novbr. 
1870, p. 3) gestiitzt werden: Die Parallelflichen einer Integralfliche 
sind selbst Integralflichen. Der Inbegriff aller Integralflichen gestattet 
also eine infinitesimale Parallel-Transformation, und somit gehért die 
Gleichung F = 0 in die Kategorie der Nummer 50. 

Setzen wir nun weiter voraus, dass der Linien-Complex eine in- 
finitesimale Bewegung zulisst, so wird /’ —0 integrabel. Dies ist 
insbesondere der Fall, wenn der Complex durch Rotation einer Linien- 
Congruenz um eine feste Axe beschrieben werden kann. Hierher ge- 
hort der lineare Complex, und es ist in der That auch bekannt, obgleich 


*) Es ist vielleicht nirgendwo ausgesprochen worden,.dass diese Aufgabe in 
gewissem Sinne mit der folgenden ‘quivalent ist: alle Fliichen zu finden, die eine 
Schaar geodiitische Curven enthalten, deren Tangenten einem gegebenen Linien- 
Complexe angehéren. Sieht man ab von den Developpablen des betreffenden Linien- 
Complexes, so driickt sich das eben besprochene Problem unmittelbar durch eine 
partielle Gleichung erster Ordnung aus. 

**) Journal de l'Ecole Polytechnique 1861. 
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es vielleicht nirgendwo explicite ausgesprochen worden ist, dass alle 
Schraubenflichen, die einer gewissen Schrauben-Bewegung entsprechen, 
der betreffenden Gleichung F’' = 0 geniigen.*) Hierher gehdért ferner 
ein Complex zweiten Grades, dessen Singularitiiten-Fliche aus einer 
Kugel und zwei parallelen Tangenten-Ebenen derselben besteht, endlich 
auch der bekannte Complex, dessen Gerade ein Tetraeder nach con- 
stantem Doppel-Verhiiltnisse schneiden, unter der Voraussetzung, dass 
zwei ‘Tetraeder-Ecken auf dem imaginiiren Kugel-Kreise liegen. 

Herr Darboux findet mittelst seiner obenstehenden Bemerkung, 
dass es eine andere homographische Particularisation dieses Complexes 
giebt, die von Binet und Chasles betrachtete niimlich, dessen zu- 
gehérige =O sich integriren lisst. Dies liesse sich auch daraus 
schliessen, dass man in diesem Falle, wie Herr Reye bemerkt hat, 
zweifach unendlich viele Fliichen zweiten Grades angeben kann, deren 
Normalen Complexlinien sind. 2 - 


§ 18. 
Trajectorie-Kreis. Trajectorie-Curve. 


53. Auf jeder Kugel eines Kugel-Complexes liegt ein ausgezeich- 
neter Kreis, der gewissermassen als Repriisentant der benachbarten 
Kugeln aufzufassen ist. Um den Sinn dieser Behauptung zu erkliren, 
um ferner dic Gleichung dieses Kreises zu finden, wird es vortheilhaft 
sein, sich auf die Linien-Geometrie zu stiitzen. 

Nach Pliicker giebt es einfach unendlich viele lineare Complexe, 
die einen gegebenen Complex /’(X Y ZH) =O in einer Geraden 
(X, Y, Z) Hy) desselben beriihren; dies ist so zu verstehen, dass die 
unendlich benachbarten Geraden allen diesen Complexen gemein sind. 
In unserem Coordinaten-Systeme ist ein Tangential-Complex ausge- 
zeichnet, der folgende nimlich: 


, HA, 0H, Hy 
H— By = 53" (X— X) + Gecy— ¥,) + He 44). 


Derselbe besteht, wenn wir zu den Kugel-Vorstellungen pale a 
aus allen Kugeln, welche die Ebene: 


— Hy =F (X— X) + Se (Y — %) + FZ — 4%) 








*) Ein linearer Complex gestattet zwei infinitesimale und permutable Be- 
wegungen. In Folge dessen besitzt die zugehérige F — 0 drei infinitesimale 
und permutable Transformationen in sich selbst. Die entsprechende partielle 
Differential-Gleichung des Linien-Raumes r gestattet drei solche Transformationen, 
die lineare Punkt-Transformationen sind. Hieraus liisst sich z. B. schliessen, dass 
eine jede Schrauben-Bewegung zweifach unendlich viele Schraubenfliichen giebt, 
auf denen die betretfenden Schraubenlinien Kriimmungslinien sind, 
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unter demselben Winkel schneiden, wie die Kugel: 
H,? = (X — X)? + (¥ — ¥Y%)? + (4 — 4)’. 

Man sieht, dass die beiden letzten Gleichungen oder der durch 
dieselben dargestellte Kreis die benachbarten Kugeln definirt. Insbe- 
sondere wird die Kugel (X, Y, Z,H,) in den Punkten dieses Kreises 
von einfach unendlich vielen benachbarten Kugeln beriihrt. Man kann 
bemerken, dass unser Kreis zugleich auf dem der Kugel H, zuge- 
hérigen elementaren Complex - Kegel: 

(X — X)? + (¥— ¥%P + (4 — 4)? 
— [22 (XX) + He) + AZZ} 
liegt, und dies ist geometrisch evident, indem dieser Kegel alle Rich- 
tungen definirt, nach denen man aus dem Punkte (X, Y, Z,) gehen 
muss, wenn die zugehérige Kugel die urspriingliche (X, Y, Z, H,) be- 
riihren soll. 

Erinnert man nun die geometrische Bedeutung des Problems: 
die einem Kugel-Complexe zugehiérige D,, zu integriren, so sieht man, 
dass jede Integralfliche, die eine stationire Beriihrung mit der Kugel 
H, hat, dieselbe in einem Punkte jenes Kreises beriihrt; hierbei ist, 
wie ich sogleich beweisen werde, die zugehérige T'angente PT (siehe 
die Figur) des Kreises jedesmal die entsprechende Trajectorien-Richtung 
der Integralfliche. 

Die Gerade PO — O ist der 

Mittel-Punkt unserer Kugel — be- 

rihrt naimlich in O eine auf der 

Centerfliche unserer Integralfliche 

gelegene geodiitische Curve, deren 

as Tangenten die Integralfliche in den 


sei 
? bor. 7 mungslinie) treffen. Bezeichnet nun 


P 
Ps P’ einen von diesen Punkten, der 
o P unendlich nahe liegt, so osculirt 
die Ebene OPP’ die besprochene 
geoditische Curve in O, und steht 


in Folge dessen senkrecht auf der 
Ebene OPT, die zugleich den ele- 
itn waa mentaren Complex - Kegel 
(X — X)? + (Y — Yi)? + (4 — 4) 

H, H, H Pane 

= [2% (x— x) + Hey —¥) + ee — zy 
nach der Geraden OP und die Centerfliiche im Punkte O beriihrt. 
Die elementare Linie PT schneidet also die Kriimmungs-Richtung 


Punkten einer Charakteristik (Kriim- 
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PP orthogonal — PT ist die Trajectorien-Richtung. Es soll darum 
unser Kreis der Trajectorien- Kreis der Kugel H, heissen. 

Jede Kugel eines Kugel-Complexes wird in den Punkten eines ge- 
wissen Kreises von benachbarten Kugeln des Complexes beriihrt. Alle 
Integralfliichen der zugehorigen D,,, fiir welche die Kugel Haupt-Kugel 
ist, beriihren dieselbe in einem Punkte jenes Kreises, und hierbei ist die 
entsprechende Tangente des Kreises jedesmal die Trajectorien- Richtung. 
Dieser Kreis, den ich als Trajectorien-Kreis der Kugel bezeichne, spielt 
eine bedeutende Rolle in Untersuchungen tiber Kugel- Complexe. 

Alle Kugeln des Raumes, die eine gegebene Kugel eines Com- 
plexes in den Punkten des Trajectorien -Kreises beriihren, bilden eine 
Kugel-Congruenz, die das Bild derjenigen speciellen linearen Linien- 
Congruenz ist, welche allen einer Complexlinie zugehérigen linearen 
Tangential-Complexen gemein ist. 

54. Eine sinnliche Vorstellung des Problems, eine gegebene D,, 
zu integriren, erhailt man folgenderweise. Eine jede partielle Diffe- 
rential-Gleichung ersten Grades: 

F(xyzpq)=0 
scheidet aus den fiinffach unendlich vielen Flichen-Elementen des 
Raumes vierfach unendlich viele aus. Die einer D,, entsprechenden 
Flichen-Elemente vertheilen sich insbesondere in dreifach unendlich 
viele Schaaren, deren jede von einfach unendlich vielen Elementen 
gebildet ist, die auf einer Kugel des gegebenen Complexes liegen und 
sich an den Trajectorien-Kreis derselben anschliessen. 

Hier mag die Bemerkung ihren Platz finden, dass man aus der 
Gleichung eines Kugel-Complexes H = F(X Y Z) folgendermassen die 
Differential-Gleichung zwischen X Y Z dX dY dZ finden kann, welche 
die Trajectorien der zugehérigen D,, befriedigen. Aus den beiden 
Gleichungen des Trajectorien- Kreises: 


Migie 4 X,)?> + (Y—Y)+ ideal Mla 7m H,? =0 
V= Hy + Sx! (K—X) + $2 (¥ —¥,) + $7" Z— 4) =—0 
und den tance eon ow 
dX +5 0 d¥ +3 oaZ = 0) 
WV ax 4 oF y aY¥+ Pigg 


elimicirt man X, ms Z,, und es nai die omit Gleichung hervor. 
Um endlich die partielle Differential-Gleichung D,, selbst aus der 

Gleichung des Kugel-Complexes zu finden, kénnte man in folgender 

Weise vorgehen. Der Trajectorien-Kreis geniigt der Gleichung: 


(1) Hy t+ $X° (X— X) + Sy (YY) + 778 Z— 4) =0, 












































(2) 
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ferner gelten fiir die Flichen-Elemente unserer Kugel, die sich an 
diesen Kreis anschliessen, welche somit der Gleichung D,, geniigen, 
die folgenden Relationen : 

HP _ es = aN Site. Se 
arms EE 3 Pere moran Vi+ P+ Q: 
Bei Einsetzung dieser Werthe in (1) findet man: 

eee oH, eH 
Vi+P4+¢+4+P; xt Of az, =9, 

und in diese Gleichung muss man statt X,Y, Z, setzen die aus (2) 
genommenen Werthe dieser Gréssen, aungedictiels durch X, Y, Z, 
P und Q. 

In den letzten analytischen Entwickelungen dachten wir uns immer 
H, als eine gegebene Function von X, Y, Z. 

55. Unter den elementaren Oninption -Kegeln einer D,,, deren 
Scheitel in einer Ebene liegen, giebt es einfach unendlich viele, welche 
diese Ebene beriihren. Der Ort der betreffenden Scheitel ist eine 
Curve ¢, deren Tangente (als Trajectorien-Richtung) jedesmal senkrecht 
steht hinsichtlich der Beriihrungs-Richtung des entsprechenden Com- 
plex-Kegels (die Richtung der Charakteristik). Die Curve ¢ liesse sich 
auch definiren als geometrischer Ort aller Flichen- Elemente unserer 
Ebene, welche der gegebenen D,, geniigen. 

Man kénnte ebenso alle elementaren Complex-Kegel, deren Scheitel 
auf einer beliebigen Kugel liegen, betrachten und den Ort der Punkte 
suchen, deren zugehériger Kegel die Kugel beriihrt. Ich behaupte, 
dass auch die Tangente dieser Curve und die entsprechende Beriih- 
rungs-Richtung des Kegels orthogonal sind. Zum Beweis ist nur er- 
forderlich, eine Transformation durch reciproke Radien auszufiihren, 
in solecher Weise namlich, dass die Kugel in eine Ebene, der Kugel- 
Complex in einen neuen Kugel-Complex iibergeht. Die besprochene 
Curve nennen wir die Trajectorien-Curve unserer Kugel, und es ist 
klar, dass wenn die Kugel dem Complexe gehért, dass dann die Tra- 
jectorien-Curve in den Trajectorien-Kreis und eine zweite Curve zerfiallt. 
Wir kénnen auch sagen, dass die Trajectorien-Curve einer Kugel der 
geometrische Ort fiir alle Flichen-Elemente derselben ist, welche der ge- 
gebenen Dy» geniigen. 

Wenn die Kugel infinitesimal wird, so umbhiillen diejenigen 
Flichen-Elemente derselben, die sich an die Trajectorien-Curve an- 
schliessen, den betreffenden elementaren Complex - Kegel. 

Der Kegel, dessen Spitze im Centrum einer beliebigen Kugel liegt 
und welcher die Trajectorien-Curve derselben enthilt, geht, wenn die 
Kugel infinitesimal wird, in den entsprechenden Normalen-Kegel iiber, 
das heisst in denjenigen Kegel, dessen Erzeugende Normalen aller 
Integralflichen sind, die durch den betreffenden Punkt gehen. 
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Denkt man sich beispielsweise, dass man eine D,, kennt, deren siimmt- 
liche Trajectorien-Curven Kreise sind, so liisst sich schliessen, dass alle 
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‘Normal-Kegel und also zugleich alle elementaren Complex-Kegel Um- 


drehungs-Kegel sind. Alsdanu hat unsere D,, die folgende Form: 


Ueber einige partielle Differential-Gleichungen zweiter Ordnung. 


Partielle Differential-Gleichungen zweiter Ordnung theilen sich 
bekanntlich in zwei Gruppen, indem durch jeden Punkt einer Integral- 
fiiche entweder nur eine oder auch zwei Charakteristiken gehen kénnen. 
Unter ,den Gleichungen der ersten Gruppe betrachte ich diejenigen, 
deren Charakteristiken Haupttangenten-Curven oder Kriimmungslinien 
sind. Diese Gleichungen haben die folgende Form, vorausgesetzt, dass 
F eine beliebige Function von xyz pq bezeichnet: 


r+2Fs+ F2t=0 (D1) 
[rt — 8°] F?—[(1 + p?)t—2pgs+ +e?) Vit+r+e¢e.F 
+U+r?+ 7)? =0. (Diz) 


Die Integration einer D3, kommt geometrisch darauf hinaus: alle 
Flichen zu finden, deren Haupttangenten des einen Systems nach 
irgend einem Gesetz durch die Lage des Flaichen-Elementes (x y z p q) 
bestimmt werden. Andererseits ist die geometrische Bedeutung einer 
Dt’. die folgende: alle lichen zu finden, deren Haupt-Kugeln des 
einen Systems durch das Fliichen- Element bestimmt werden. 

Ebenso betrachte ich unter den Gleichungen der zweiten Gruppe 
alle, deren beide Schaaren von Charakteristiken Haupttangenten-Curven 
oder Kriimmungslinien sind. Die Form derselben ist: 


ri—_st=F (Dy) 
poe $F, (SED ew " 
7 Pa Ss + Pq Fs Ft O. (Dos 


Eine D%, bestimmt jedesmal alle Flichen, deren Kriimmungs-Mass von 
der Lage des Fliichen-Elementes nach einem gegebenen Gesetze ab- 
hingt. Endlich kommt die Integration einer D2, darauf hinaus, alle 
Flichen zu finden, auf denen die Richtungen der Kriimmungslinien 
durch das Fliichen- Element bestimmt werden. 

Diese vier wichtigen Gleichungen, die durch meine Abbildung 
paarweise einander entsprechen, sind, wie man sieht, Specialfille der 
bekannten Differential - Gleichung: 

(1) (vt —s*)+ Ar+ Bs+Ctit+D=0. 
Man weiss, dass Gleichungen dieser Art zuweilen ein oder zwei all- 


gemeine erste Integrale besitzen, und es existirt sogar eine allgemeine 
14 
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Methode, um zu entscheiden, ob dies bei einer gegebenen Gleichung 
der Fall ist. Dagegen hat man sich, so viel ich weiss, nicht damit 
beschiiftigt, die allgemeinste Form der Gleichungen (1) anzugeben, | 
welche ein erstes Integral, beziiglich zwei allgemeine erste Integrale 
znlassen. Hs ist mir gelungen, diese Bestimmung fiir die Gleichungen 
Dy, Dx, Do, Ds durchzufiihren, und ich michte sogleich hervor- 
heben, dass die Lisung dieser Fragen eine sehr einfache Form erhiilt, 
wenn man die Begriffe Linien-Complex, Linien-Congruenz, Kugel-Com- 
plex und Kugel-Congruenz anwendet. *) 


$ 19. 


Partielle Differential-Gleichungen zweiter Ordnung, deren Integral- 
flichen nur eine Schaar von Charakteristiken enthalten, und zwar solche, 
welche Haupttangenten-Curven oder Kriimmungslinien sind. 


56. Zuniichst bestimme ich die allgemeine Form aller partiellen 
Differential-Gieichungen zweiter Ordnung, deren Integralflichen nur 
eine Schaar von Charakteristiken enthalten, welche zugleich die Haupttan- 
genten-Curven des einen Systems der betreffenden Fliche sind. Bezeichnet 

F(ayzpqrst) =0 

die allgemeine partielle Differential-Gleichung zweiter Ordnung, und 
ferner, wie gewohnlich, R, S, 7’ die partiellen Derivirten von F' hin- 
sichtlich +, s und ¢, so ist bekanntlich 

Rdy — Sdydx+ Td2z? =0 
die Differential-Gleichung der beiden Charakteristiken. Andererseits 
bestimmt 

rdz*+2sdady+tdy = 
die Richtungen der beiden Haupttangenten, und also driickt 
(1) Rr+Ss+ Ti=0 
die Forderung aus, dass die beiden Charakteristiken tiberall hinsicht- 
lich der entsprechenden Haupttangenten harmonische Lage haben sollen. 
Es sagt ferner 
(2) 4RkRT—-S=0, 
aus, dass die beiden Charakteristiken immer zusammenfallen. Gelten also 
sowohl (1) als (2), so fallen die beiden Richtungen der Charakteristiken 
iiberall mit der einen Haupttangente zusammen, und das war unsere 
urspriingliche Forderung. 





*) Es ist einleuchtend, dass Gleichungen zweiter Ordnung, deren Charak- 
teristiken des einen Systems Kriimmungslinien sind, durch meine Abbildung mit 
denen iiquivalent sind, deren Charakteristiken des einen Systems Haupttangenten- 
Curven sind u. s. w. 



































Partielle Differential-Gleichungen und Complexe. 


Die Gleichung (1) zeigt, dass J’ die Form: 
rs 
F(ayepq 7 “)=0 
: . + 1: va r t 
besitzt, und bezeichnen wir hier der Kiirze wegen — und — durch g und 
t, so geht (2) in die folgende iiber: 
6F oF @F , dF) 
40" C~ (¢ t- 
(3) €e@0ot *~ €@ + ot 
eine Gleichung, die sich nach den allgemeinen Methoden integriren 
liisst. Man findet so als allgemeine Form der Gleichungen D’,, 
y+2Ns+ N*t=—0 *), 

und hierbei geniigt die Richtung der Charakteristik der Gleichung: 

dy 

dx 
Aus dem Vorstehenden folgt, dass eine jede D’,, der analytische Aus- 
druck des folgenden Problems ist: die allgemeine Eliche zu finden, deren 
Haupttangenten des einen Systems nach einem gegebenen Gesetz durch 
die Lage des entsprechenden Fliichen-Elements (x y 2 p q) bestimmt 
werden **), 
57. Es ist bekannt, dass wenn eine Differential-Gleichung: 


= N(wyz pq). 


(1) ar+bs+ct+d=0 
ein allgemeines erstes Integral: 
(2) u— f(r) =0 


besitzt, auf einer Fliiche, welche (2) und also auch (1) geniigt, die 
Charakteristiken hinsichtlich (2) zugleich Charakteristiken des einen 
Systems hinsichtlich (1) sind. Es folgt hieraus (§ 14.), dass wenn cine 
D’,, ein erstes Integral u=0 ezugiebt, dasselbe eine D,, sein muss, 
und hierbei muss man erinnern, dass es zwei distincte Classen D,, giebt. 

*) Das singuliire Integral der Gleichung (3) giebt die bekannte Dilferential- 
Gleichung: . 

rt—s?=0 

Dieselbe besitzt bekanntlich ein allgemeines erstes Integral. 

**) Schon friiher habe ich gesagt, dass es vortheilhaft sein wird, die erwei- 
terten geometrischen Begriffe der modernen Geometrie bei der Behandlung par- 
tieller Differential-Gleichungen anzuwenden. Als weiteres Beispiel deute ich im 
Folgenden eine Theorie an, die ich eben (wiihrend der Correktur) finde, und welche 
mir wichtig scheint. Zuniichst bemerke ich, dass eine jede Gleichung 
(I) rt—s-+ Ar+ Bs+Ct+ D=0 
bei passender Wahl des Raumelements zu der linearen Form r + As + Bt+C=0 
gebracht werden kann. Besitzt nun die Gleichung nur eine Schaar Charakteristiken, 
so ist dieselbe der analytische Ausdruck eines Problems, welches sich ganz in 
derselben Weise auf vierfach unendlich viele Raumcurven bezieht, wie die Glei- 
chung + -+ 2Ns-+ N?=0 auf alle Raumgerade. Hieraus folgt, wenn ich nicht 
irre, dass jede Gleichung (1) mit intermediiirem Integrale und einer Schaar Cha- 
rakteristiken sich in dem von Boole angegebenen Sinne auf einem Flachen-Com- 
plexe bezieht. 

14* 
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Wir wissen, dass eine D’,, oder die iiquivalente Gleichung = N 


jedem Fiiichen- Element eine Richtung zuordnet. Betrachten wir nun 
die Elemente einer Ebene, so bildet die continuirliche Aufeinander- 
folge dieser Richtungen eine Curven-Schaar c, die in diesem Para- 
graphen eine wichtige Rolle spielen wird. 

Man denke sich, dass unserer D’,, als particulires Integral eine 
D,, entspricht, und zwar eine, deren Charakteristiken die Geraden 
einer Congruenz sind. In jeder Ebene EF des Raumes liegt eine oder 
einige Gerade | dieser Congruenz, und offenbar miissen dieselben in 
der dieser Ebene zugehérigen Curven-Schaar ¢ enthalten sein. Unter 
den Integralfliichen unserer D,, giebt es nimlich unbegreuzt viele, die 
l enthalten und dabei die Ebene F in einem beliebig gegebenen Punkte 
p dieser Geraden beriihren. Auf allen diesen Fliichen ist nun / eine 
gemeinsame Haupttangente, und also ist die Richtung, welche unsere 
D’,, dem Fliichen-Elemente (p) zugeordnet, mit dem betreffenden 
Linien- Elemente von / identisch; hiermit ist meine Behauptung -er- 
wiesen. 

Man setze andererseits voraus, dass unsere D’,, als particulires 
Integral eine D,,, welche einem Linien-Complex entspricht, zugiebt. 
In einer beliebigen Ebene liegen einfach unendlich viele Complex- 
Linien, welche eine Curve / umbhiillen. Es ist einleuchtend, dass / 
eine von den Curven ¢ dieser Ebene sein muss. 

Kinfach unendlich viele Linien-Complexe bestimmen in jeder Ebene 
des Raumes eine Schaar Complex-Curven k. Man wihle, was immer 
moglich ist, die Function N in soleher Weise, dass diese Curven k 
eben die zugeordneten Curven ¢ sind. Alsdann erhiilt man eine D’,,, 
die ein erstes Integral mit arbitriiren Constanten besitzt. Es ist an- 
dererseits leicht zu erkennen, dass eine D’,, héchstens einfach unend- 
lich’ viele erste Integrale dieser Art besitzen kann. Man _ betrachte 
niimlich in einer beliebigen Ebene unter den einfach unendlich vielen 
Curven ¢ eine bestimmte, ferner eine Tangente g derselben und end- 
lich eine zweite Ebene E’, welche ebenso die Gerade g enthilt. In 
FE’ liegen einfach unendlich viele Curven c’, und unter denselben wiihle 
man eine, welche g beriihrt. In dieser Weise kann man nun unbe- 
grenzt weiter gehen, und wir finden somit, dass eine gewiihlte Curve 
e zur Construction des betreffenden Linien-Complexes hinreicht, vor- 
ausgesetzt natiirlicherweise, dass diese Construction méglich ist. Meine 
Behauptung ist also erwiesen: Soll eine Gleichung von der Form 

r+2Ns+ N2t=0 
ein erstes Integral besitzen, welches keine .lineare partielle Differential- 
Gleichung ist, sich also nicht auf eine Liniencongruenz begiebt, so kann 
dasselbe zwar eine arbitrdre Constante, dagegen keine arbitrdére Function 
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enthalten. Es ergiebt sich dieses Integral durch die Integration einer 
gewohnlichen Differentialgleichung zwischen zwei Variablen. 

58. Wenn die Curven ¢ krumme Linien sind, so kénnen nur erste 
Integrale der eben besprochenen Art auftreten. Sind dagegen alle ¢ 
gerade Linien, so existirt zuweilen ein allgemeines erstes Integral. 
Dies ist der Fall, wenn die allen Ebenen zugeordneten Geraden-Schaaren 
einen Complex, und nicht den Inbegriff aller Geraden des Raumes, 
bilden. Alsdann ist jede in dem betreffenden Complexe enthaltene 
Linienfliche eine Integralfliche, und demzufolge entspricht jeder, diesem 
Complexe zugehérigen Congruenz eine D,,, die ein erstes Integral 
darstellt*). 

Soll die Gleichung r + 2Ns + N?t = 0 Cin allgemeines erstes 
Integral besitzen, so muss die gewihnliche Differential-Gleichung zwischen 


x und y: 


1 
dz = Na, y, petay +h, y 9) 


sich in der Form: 
y= ax + f(x) 
integriren lassen, und ausserdem muss zwischen den vier Linien-Coordi- 
naten der Geraden: 
y=xx+f(x); 2=—prt+taqyt+hk 
eine Relation stattfinden. Der hierdurch definirte Linien-Complex be- 
stimmt nach dem Obenstehenden sowohl cin allgemeines erstes Integral, 
wie das allgemeine zweite Integral mit zwei arbitriiren Functionen. In 
diesem Falle existirt nach § 3., 10. zugleich ein singulires erstes In- 
tegral, die unserem Linien-Complexe zugehirige D,,. 
Wenn endlich die Differential -Gleichung: 


Y= N(w, y, px tay +k, p, 9) 


eine Zahl particuliirer Lésungen von der Form (y = «x + £) zugiebt, 
und ferner zwei Relationen stattfinden zwischen den Linien-Coor- 
dinaten der Geraden: 


*) Man sagt gewohnlich, glaube ich, dass wenn die Integralflichen einer Glei- 
chung: 
(1) A(rt —8)+ Br4+ Cs+ Di+ K=0 


nur cine Schaar Charakteristiken enthalten, héchstens ein allgemeines erstes In- 
tegral existirt. Dieses ist nicht correct. Beispielsweise besitzt die einem Linien- 
Complexe zugehérige D',, unbegrenzt viele allgemeine erste Integrale, die wesentlich 
verschieden sind. Dasselbe gilt einer jeden Gleichung r + 2.Ns + N*?t + U=0, 
die einem Curven- Complexe entspricht (§ 3., 8. 9.), wie auch jeder Gleichung (1), 
die in dem von Boole angegebenen Sinne (Crelle-Borchardt’s Journal. 61.) 
einem Fliichen-Complexe entspricht. ° 
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y=ax+p,e—pr+qyt+k, 
so besitzt die gegebene D’,, als particulires Integral die der hervor- 
gehenden Linien-Congruenz zugehirige D,,. 

59. Alles, was wir iiber Gleichungen D’,, gefunden haben, iiber- 
trigt sich nun unmittelbar auf Differential-Gleichungen D’,,. Wir be- 
schriinken uns auf das Folgende: 

Eine jede Differential- Gleichung zweiter Ordnung, deren Integral- 
fliichen nur eine Schaar Charakteristiken enthalten und zwar solche, 
welche Kriimmungslinien sind, lisst sich als analytischer Ausdruck des 
folgenden Problems auffassen: die allgemeine Fiche zu finden, deren 
Haupt- Kriimmungs- Radius des einen Systems von der Lage des Flichen- 
Elements nach einem gegebenen Gesetze abhiingt*). 


Wir schliessen hieraus, dass die Gleichung der Haupt- Kriimmungs- 

Radien: 
(rt—s*) R°—[(1p%) (2 pqs-+(1-+-¢2)v]/ pa. B+ (14+ @?)°=0, 
vorausgesetzt, dass man in derselben F als eine beliebig gegebene 
Function von (# y 2 pq) auffasst, eben die allgemeine Form einer 
Dy, ist. 

Wenn eine D’,, dreifach unendlich viele Kugeln als particuliire 
Integrale besitzt, dann und nur dann existirt ein allgemeines erstes In- 
tegral. Dasselbe entspricht den in dem besprochenen Kugel-Complexe 
enthaltenen Kugel-Congruenzen. Die dem Complexe zugehirige D,, ist 
ein singulires erstes Integral. 

Endlich méchte ich ausdriicklich aussprechen — was freilich in 
dem Obenstehenden implicite liegt —, dass jeder Linien- oder Kugel- 


Complex eine D’,, oder D’,, bestimmt, welche ein allgemeines erstes 
Integral besitzt. 


§ 20. 


Ueber partielle Differential-Gleichungen zweiter Ordnung, deren Integral- 
flichen zwei Schaaren von Charakteristiken und zwar eben die 
Kriimmungslinien enthalten. 


60. Bei der Behandlung partieller Differential -Gleichungen zweiter 
Ordnung lege ich im Folgenden eine einfache geometrische Auffassung 
der allgemeinen ersten Integrale « — /(v) =O zu Grunde. Vielleicht 
wird es nicht anndthig sein, einige Worte hieriiber zu sagen. 





*) Die Monge’sche Differential-Gleichung zur Bestimmung aller Flichen, auf 
denen nur eine Schaar Kriimmungslinien liegen, ist eine ausgezeichnete D’,. Die- 
selbe entspricht derin der letzten Nummer gefundenen anusgezeichneten D’,, (rt—s?=0). 
Wir wissen ja, dass Developpablen des Linien-Raumes sich im Kugel-Raume R 
als Regelfliichen, die den imaginiiren Kreis enthalten, abbilden. 
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Man fasse «w= (© und v = 0 als die Gleichungen zweier Flichen 
auf und betrachte dabei die beiden Flichen-Schaaren 


u = Const., v = Const. , 


F wie auch die zweifach unendlich vielen Durchschnitts-Curven je zweier 
P Flichen, die verschiedenen Schaaren gehéren. Kinfach unendlich viele 
soleher Curven erzeugen bekanntlich immer eine Fliche, deren Glei- 
j chung die Form « — f(v) = 0 besitzt und andererseits entspricht jeder 
) Fliche mit dieser Gleichungsform eine solche Erzeugung. 
Bezeichnen nun « und v Functionen von xyzpq, so gestattet 
die Gleichung « — f/(v) = 0 eine ihnliche Interpretation. Hierbei be- 
trachte ich eine partielle Differential-Gleichung erster Ordnung als 
die analytische Definition von vierfach unendlich vielen Fliichen - Ele- 
menten, unter denen diejenigen, die durch einen Punkt gehen, den . 
entsprechenden elementaren Complex- Kegel umhiillen. Zwei solche 
Gleichungen bestimmen dreifach unendlich viele Fliichen- Elemente, 
diejenigen nimlich, die beiden Gleichungen geniigen. Dieses voraus- 
gesetzt betrachte man die beiden Schaaren von Differential-Gleichungen : 


U = Un ’ v0 = Un 


und ordne dieselben auf alle mégliche Weisen in Paar (uw, v,) zusammen. 

Jedes Paar (wu, v,) — und es giebt-zweifach unendlich viele solche — 

bestimmt dreifach unendlich viele Flichen-Elemente. Wahlt man nun 

nach emem arbitriren Gesetze einfach unendlich viele Paare (u, v,), 

so bestimmt der Inbegriff der zugehérigen Fliichen- Elemente eine par- 

tielle Differential-Gleichung, die sich in der Form u — f(v) = 0 

schreiben lisst. 

Hierbei sind zwei Fille moéglich. Entweder, und das ist der 
allgemeine Fall, durchziehen die gemeinsamen Elemente der beiden 
Gleichungen uv = u,, v =v, den ganzen Raum, und alsdann ordnet 
das Paar (t#, V,) jedem Punkte des Raumes ein oder einige Elemente 
zu; oder dieselben haben zweifach unendlich viele elementare Com- 
plex- Kegel gemein, und dann definiren die gemeinsamen Elemente in 
gewissem Sinne eine Fliiche, den Ort niimlich aller Spitzen der be- 
| sprochenen Kegel. 

61. Bei Herrn Du Bois-Reymond*) finde ich angegeben, dass 
die allgemeinste partielle Differential - Gleichung zweiter Ordnung, 
deren beide, und zwar distincte, Schaaren von Charakteristiken Kriim- 

i mungslinien auf den Integralfliichen sind, die folgende ist: 


(1) us FP)s4+F(CEfs—i)=0 








*) Partielle Diflerentialgleichungen, pg. 130. 
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Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Gleichung sich auch folgender- 
weise schreiben liisst: 


(2) [pat—(1+- 9") |? + [1 +p")t—(1 + @) 1] 4 [1 +9") s—p ar] =, 
vorausgesetzt, dass f wie F eine willkiirliche Function von (x y 2 p q) 
bezeichnet. Wenn man aber in (2) statt f = setzt, so erhalt man 


eben die Differential-Gleichung der Kriimmungslinien einer Fliche, 
und also kénnen wir sagen: 

Eine jede D”,, liisst sich als analytischer Ausdrwck des folgenden 
Problems auffassen: die allgemeinste Fliiche zu finden, deren Kriimmungs- 
Richtungen nach irgend einem gegebenen Gesetz durch die Lage des ent- 
sprechenden Fliichen- Elements bestimmt sind. 

Man bemerke wohl, dass eine jede D”,, in der eben angegebenen 
Bedeutung jedem Flichen-Elemente zwei orthogonale Richtungen zu- 
ordnet. Betrachtet man nun alle Elemente einer Fliiche, so bildet 
die continuirliche. Aufeinanderfolge der zugeordneten Richtungen zwei 
orthogonale Curven-Schaaren, die ich mit den Symbolen s und o be- 
zeichnen werde. Eine Integralfliche unserer D”,, liisst sich dadurch 
charakterisiren, dass die zugeordneten Curven s und 6 eben Kriim- 
mungslinien der Fliche sind. Im Folgenden werden die einer beliebigen 
Kugel zugehirigen Curven s und 6 eine wichtige Rolle spielen. 

62. Aus der Form der Differential-Gleichungen D”,, (§ 19., 57.) 
folgt, dass wenn eine solche Gleichung ein particulires erstes Integral 
besitzt, dasselbe eine D,, sein muss, und hierbei ist zu erinnern, dass 
es zwei distincte Classen D,, giebt. 

Setzen wir zuniichst voraus, dass unser erstes Integral D,, einer 
Kugel-Congruenz entspricht. Eine jede Kugel dieser Congruenz wird 
von den unendlich nahen Kugeln derselhen Congruenz nach einfach 
unendlich vielen Kreisen geschnitten, und offenbar bilden diese Schnitt- 
linien in Verbindung mit den zugehérigen Orthogonal-Curven das 
unserer Kugel durch die gegebene D”,, zugeordnete Orthogonal - Sy- 
stem (s, 6). 

Es ist leicht zu erkennen, dass es D”,, giebt, welche einfach 
unendlich viele particuliire Integrale von dieser Art besitzen. Man 
denke sich nimlich einfach unendlich viele Kugel-Congruenzen und 
auf jeder Kugel einer solchen Congruenz die besprochenen Kreise mit 
den zugehérigen Orthogonal -Curven. Es werden in dieser Weise jedem 
Flichen-Elemente des Raumes zwei orthogonale Richtungen zuge- 
ordnet, und es ist klar, dass die D”,,, welche eben diese Zuordnung be- 
stimmt, durch die gegebenen einfach unendlich vielen D,, befriedigt wird. 

Wir setzen nun die Existenz eines allgemeinen ersten Integrals 


dieser Art: 
u — f(v) = 90 
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voraus, wobei wir der Bequemlichkeit wegen Linien-Vorstellungen 
anwenden werden. Es bezeichnet alsdann jede der Gleichungen: 
u = Const., v = Const. 
einfach unendlich viele lineare Differential-Gleichungen D,,, deren 
zugehdrige Linien-Congruenzen jedesmal einen Complex bilden; und 
zwar werden wir erstens den Fall erledigen, dass die beiden Con- 
gruenz-Schaaren demselben Complexe gehioren. 
Ein in dem allgemeinen Integrale’ enthaltenes particuliires Integral 


u— f(v) = 0 

ordnet jedem Werthe von wu einen entsprechenden Werth von v zu: 
(ty Vp) (Uy Vy) «+ (Un Vn). Nun repriisentirt sowohl wu = wu, als v = v, 
eine dem Complexe angehérige Congruenz*), und also stellt die Gruppe 
(tn Vn) eine in dem Complexe enthaltene Linienfliche dar; demzufolge 
ist auch w — f,(v) = 0 eine lineare D,,, deren zugehérige Linien- 
Congruenz unserem Complexe gehért. Die Integralfliichen der Differen- 
tial-Gleichungen « — f(v) = 0 sind somit Linienflichen des Com- 
plexes. Es ist aber nach § 19., 58. die partielle Differential -Glei- 
chung zweiter Ordnung, welche diese Fliichen befriedigen, eine D’,, 
und nicht eine D”,,. 

Seien zweitens die Complexe, in denen die zu w—=Const., v=Const. 
gehérigen Liniencongruenzen liegen, verschieden. Es enthalten als- 
dann im Allgemeinen zwei Congruenzen u, und v, nur eine endliche 
Zahl gemeinsame Gerade, und also durchziehen die gemeinsamen Ele- 
mente der Differential-Gleichungen u, und v, den ganzen Raum. 
Wir kénnen somit sagen, dass die Gruppe (u, v,) jedem Punkte ein 
Flicher- Element zuordnet. Man erhiilt zweifach unendlich viele 
solcher Zuordnungen, und wenn man unter denselben nach einem be- 
liebigen Gesetze einfach unendlich viele auswihlt, so werden jedem 
Punkte einfach unendlich viele Elemente zugeordnet. Es soll die 
hierdurch definirte partielle Differential - Gleichung erster Ordnung 
eine lineare D,, sein. Da nun der Inbegriff dieser D,, ein allgemeines 
erstes Integral bilden soll, so muss jede Zuordnung unbegrenzt vielen 
D,, gehéren kénnen, und demzufolge muss dieselbe durch einen line- 
aren Complex vermittelt sein; dieser Linien-Complex ist niimlich der 
einzige, der die Eigenschaft besitzt, dass die durch einen Punkt 
gehenden Geraden einen ebenen Biischel bilden**), Den zweifach un- 
*) Jede partielle Differential-Gleichung erster Ordnung bestimmt vierfach 
unendlich viele Fliichen-Elemente. Finer linearen D,, entsprechen insbesondere 
Elemente, die sich in zweifach unendlich viele Gruppen vertheilen; die Elemente 
jeder Gruppe schliessen sich an eine Gerade der zugehérigen Linien-Congruenz an. 

**) Herrn Klein verdanke ich die Bemerkung, dass es specielle Linien-Com- 
plexe giebt, deren Complex- Kegel ebene Strahlbiischel sind. So ist es z. B. der Fall 
bei den Complexen, die aus dem Inbegriffe aller Tangenten einer developpablen 
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endlich vielen Zuordnungen entsprechen somit zweifach unendlich viele 
lineare Complexe, und zur Existenz eines allgemeinen ersten Integrals 
ist nothwendig, dass jedesmal einfach unendlich viele dieser Complexe, 
die beliebig gewihlt sind, eine Congruenz gemein haben, dass ferner 
diese Congruenz mit der Complex-Schaar variirt. Dieses ist aber absurd. 

Eine D",, gestattet niemals als allgemeines erstes Integral lineare 
Differential-Gleichungen D,,. 

Eine D",. gestattet niemals als allgemeines erstes Integral Diffe- 
rential-Gleichungen D,,, welche Kugel-Congruenzen entsprechen. 

63. Setzen wir nun voraus, das eine gegebene D”,, als particuliires 
erstes Integral eine D,, zugiebt, die einem Kugel- Complexe entspricht, 
und betrachten wir eine Kugel dieses Complexes. Es ist nach § 18., 
53. klar, dass der entsprechende Trajectorien- Kreis sich unter den dieser 
Kugel durch die gegebene D”,, zugeordneten Curven (s, 6) befindet. 
Existiren einfach unendlich viele Integrale dieser Art, so muss, weil 
einfack unendlich viele Kugel-Complexe alle Kugeln des Raumes um- 
fassen, das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogonal -System 
(s, 6) einen, oder einige Kreise enthalten. 

Soll endlich ein allgemeines erstes Integral dieser Art existiren, 
so wiren a priori zwei Fille denkbar. Unter den einer Kugel zuge- 
ordneten Curven (s, 6) befinden sich entweder nur eine endliche Zahl 
oder auch unendlich viele Kreise. Ich werde beweisen, das der erste 
Fall unméglich ist. 

Setzen wir denselben voraus. Bezeichnet alsdann H = F(X Y Z) 
einen Kugel-Complex, dessen zugehdrige D,, ein erstes Integral ist, 
so liegt der Trajectorien-Kreis einer Kugel dieses Complexes in der 
Ebene (§ 18., 53.): 

— Hy = 23 (X— X)+ RY — YX) + RZ 4). 

Andererseits liisst die Gleichung dieser Ebene sich auch folgender- 
massen schreiben : 

— Hy=F (X—X)+ F(¥ —Y%)+ hj(Z—-4), 
und hierbei bezeichnen F, F,, F', Functionen von X,, Y,, 2, Hy, 
die nach dem Obenstehenden durch die gegebene D”,. bestimmt sind. 
Es gelten also die Gleichungen: 





@My_ OMe _ yp Ply __ p 


oX%, ~' OY, t= 


Fliiche bestehen. Man erkennt leicht, dass es ausser diesen und den linearen Com- 
plexen keine Complexe giebt, welche die geforderte Eigenschaft besitzen. Dass 
die Bemerkung von Herrn Klein die Resultate des Textes nicht beeinflusst, liegt 
darin, dass man keine zweifach unendliche Flichenschaar finden kann, welche 
die Eigenschaft besitzt, dass jedesmal go! Fliichen der Schaar oo? gemeinsame 
Tangenten haben. 
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die — vorausgesetzt, dass sie nicht contradictorisch sind, — ein In- 
tegral mit arbitriirer Constante gestatten. 

Wenn eine D”,. ein allgemeines erstes Integral gestatten soll, so 
muss das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogonal - System (s, 6) 
aus einer Schaar von Kreisen und den zugehirigen Orthogonal-Curven 
bestehen. 

Soll eine D”,, zwei*) allgemeine erste Integrale besitzen, so muss 
das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogonal-System (s, 6) aus 
zwei Kreis-Schaaren bestehen. Es gihen alsdann, nach einer Bemer- 
kung des Herrn Bonnet, die Kreise jeder Schaar durch zwei feste 
Punkte. 

Es ist in einem gegebenen Falle leicht zu verificiren, ob diese 
Bedingungen erfiillt sind. Ich muss hier zufiigen, dass ich die Frage, 
ob die vorstehenden nothwendigen Forderungen auch hinreichend sind, 
nicht entschieden habe. Da es mir aber, wie ich spiiter zeigen werde, 
gelungen ist die allgemeinste D”,, anzugeben, welche ein, beziiglich 
zwei, allgemeine erste Integrale besitzt, so scheint mir diese Frage 
von untergeordneter Bedeutung. 


§ 21. 
Ueber einige Gleichungen D”,, und D”,,. 


64. Um nicht im Folgenden die Darstellung abbrechen zu miissen, 
schicke ich in dieser Nummer einige Entwickelungen voraus, auf 
welche ich mich spiiter mehrmals stiitzen werde. Es ist iiberhaupt 
der Zweck dieses Paragraphen, einerseits einige bekannte Theorien in 
Verbindung mit meinen Complex-Theorien zu bringen, andererseits 
das Verstiindniss der wichtigen Ergebnisse des niichsten Paragraphen 
vorzubereiten. 

Die Gleichung: 

F(X YZHi’)=0 
definirt, wenn 4 ein Parameter ist, X, Y, Z, H Linien- oder Kugel- 
Coordinaten bezeichnen, einfach unendlich viele Complexe, die linear 
sein sollen. Denselben entspricht in gewohnlicher Bedeutung des Wortes 


*) Man sagt oft, dass wenn eine Gleichung: 
rt —s?+Ar+Bs+Ct4+ D=0 
ein allgemeines erstes Integral w — f(v) = 0 besitzt, noch ein solches Integral 
existirt. Und doch ist es wohl bekannt, dass wenn die Gleichung: 
Rdy — Sdy dxz+ Tdx=0 
in zwei lineare Gleichungen zerfillt, jene Behauptung im Allgemeinen falsch ist, 
dass ferner in dem allgemeinen Falle die sogenannten beiden Integrale ein irre- 
ductibles Integral bilden. 
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ein Enveloppe-Complex A, dessen Gleichung man findet, wenn man 
zwischen F’'= 0 und C= 0 die Grosse 4 eliminirt. 


Um eine geometrische Vorstellung von der dem Complexe A zu- 
gehérigen D,, oder D,, zu erhalten, kann man die folgenden Betrach- 
tungen machen. Ein Linien-Complex ordnet im Allgemeinen jedem 
Punkte des Raumes einfach unendlich viele Flichen-Elemente zu, die 
den betreffenden Complex-Kegel umbhiillen. Eine Ausnahme macht 
nur der lineare Complex, dessen Gerade bekanntlich dreifach unendlich 
viele ebene Biischel bilden. Dagegen ordnet der Inbegriff von einfach 
unendlich vielen linearen Complexen jedem Punkte einfach unendlich 
viele Elemente zu, und zwar umhiillen dieselben, wie eine einfache 
Ueberlegung zeigen wird, jedesmal den Complex-Kegel des Enveloppe- 
Complexes. Zwei consecutive lineare Complexe schneiden sich niimlich 
nach einer linearen Congruenz, und demzufolge liisst der Enveloppe- 
Complex A sich auffassen als gebildet von einer Schaar Congruenzen, 
aus denen immer zwei consecutive demselben Complexe gehiéren. Be- 
trachtet man nun insbesondere unter den Geraden von A solche, die 
durch einen Punkt gehen, so ist es klar, dass zwei unendlich nahe 
unter denselben jedesmal einem der gegebenen linearen Complexe an- 
gehéren, und also ist meine Behauptung erwiesen. 

Andererseits wissen wir, dass die vierfach unendlich vielen 
Flichen-Elemente einer D,, sich an die dreifach unendlich vielen 
Trajectorien - Kreise (§ 18., 54.) anschliessen. Nun schneiden die Kugeln 
eines linearen Complexes die zugehérige Fundamental- Kugel S (§ 10., 
30.) unter constantem Winkel und zwar jedesmal nach den Trajectorien- 
Kreisen. Es giebt alsdann nur dreifach unendlich viele ausgezeichnete 
Fliichen-Elemente, die sich in zweifach unendlich viele elementare 
Umdrehungs- Kegel von derselben Winkel-Oeffnung zusammenfassen 
lassen, und hierbei liegen die Kegel-Spitzen auf S, ferner sind die 
Kegel-Axen Radien dieser Kugel. Betrachten wir nun einfach un- 
endlich viele lineare Kugel-Complexe, so liegen also auf jeder der zu- 
gehirigen Fundamental - Kugeln die Spitzen von zweifach unendlich 
vielen Umdrehungs- Kegeln, und der Inbegriff aller dieser Kegel giebt dic 
geometrische Definition von der dem Enveloppen-Complexe zugehirigen D,,. 

Es ist auch bemerkenswerth, dass eine jede solche D,, der ana- 
lytische Ausdruck des folgenden Problems ist: alle Fliichen zu finden, 
die eine Schaar Kugeln unter gegebenen Winkeln schneiden; hierbei 
sind die Schnitt-Curven Kriimmungslinien des einen Systems. 

Die elementaren Kegel unserer D,, sind im Allgemeinen, wie ge- 
sagt, Umdrehungs-Kegel, und also besitzen diese Gleichungen die 
folgende Form: 


FRVit+r+¢+ Ppt Fat F,=9; 
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hier bezeichnen alle F’ Functionen von x, y, 2, die indessen gewisse 


Relationen befriedigen miissen. Wir werden spater beweisen (§ 22., 69.), 
dass wenn eine D”,, ein allgemeines erstes Integral besitzt, die be- 
treffenden Differential - Gleichungen erster Ordnung zu der hier be- 
sprochenen Kategorie gehéren. 

Wir setzen nun voraus, dass die gegebenen einfach unendlich 
vielen linearen Complexe C mit dem linearen Complexe H = 0 in 
Involution liegen. Jeder C wird alsdann bekanntlich von den Ortho- 
gonal-Kugeln einer gegebenen Kugel gebildet, und also degeneriren 
alle elementaren Umdrehungs-Kegel in Ebenen-Biischel. Die dem 
Enveloppe-Complexe zugehérige D,, ist somit eine lineare partielle 
Differential-Gleichung, deren zweifach unendlich viele Charakteristiken 
die _gegebenen Fundamental-Kugeln orthogonal schneiden. Eine solche 
Gleichung entspricht dem von Herrn Bonnet gelésten Probleme: alle 
Fliichen zu finden, welche einfach unendlich viele gegebene Kugeln 
orthogonal schneiden*). 

65. Wir fordern, dass in der Gleichung einer D",,: 

(1) [pgt—(1 +9") 8]P? +10 +p*)t—A+ 2) /+ [1 +9") s—par]=0 
f nur die Variabeln x und y enthilt, und suchen dabei die allgemeinste 
Form dieser Grosse, fiir welche unsere D",., zwei allgemeine erste In- 
tegrale zugiebt. 

Die Differential-Gleichung der Charakteristiken des einen Systems: 


dy 
= f(xy) 
besitzt ein Integral mit arbitriiren Constanten g (« y) = Const., 


welches eine Schaar von Cylindern darstellt, und nach § 20., 61. ist es 


*) Schliesst man diejenigen linearen partiellen Differential-Gleichungen aus, 
deren Charakteristiken Gerade von der Linge Null sind, so kann man behaup- 
ten, dass die im Texte besprochenen Gleichungen die einzigen linearen D,, 
sind. Betrachten wir nimlich zweifach unendlich viele Curven ce, die nach 
¢inem arbitriiren Gesetze zu Fliichen zusammengefasst, immer Kriimmungslinien 
derselben sind, und ferner das simultane System: 


dx dy _ dz 

x =< = 
dessen Integrale eben die Curven ¢c bestimmen. Es lisst sich beweisen, dass 
Xdxz-+ Ydy+ Zdz der Integrabilitiits- Bedingung geniigt, dass also die Curven 
ce eine Flichen-Schaar S orthogonal schneiden. Nun bilden einfach unendlich 
viele c immer eine Fliiche, die eine jede S orthogonal schneidet und zwar nach 
einer gemeinsamen Kriimmungslinig dieser Fliichen. Hieraus folgt, dass eine jede 
auf S gelegene Curve eine Kriimmungslinie derselben ist, dass also alle S Kugeln 
sind. Den linearen D,, entspricht eine ausgezeichnete Classe D,,. Jede solche 
Gleichung besitzt 9093 geradlinige Integralfliichen, unter denen go? einem linearen 
Complexe gehéren., 
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klar’ dass die Gleichung (1) alle Flachen bestimmt ,- deren Kriimmungs- 
linien des einen Systems auf diesen Cylindern liegen. 

Das einer beliebigen Kugel (§ 20., 61.) zugeordnete Orthogonal- 
System (s, 6) wird nun offenbar von pe Durchschnitts-Curven mit 
den Cylindern gm = Const. in Verbindung mit den zugehérigen Ortho- 
gonal-Curven gebildet. Es soll aber nach § 20., 63. das System (s, 6) 
aus zwei Kreis-Schaaren bestehen. Unsere Cylinder miissen also eine 
jede Kugel und also zugleich eine jede Ebene nach Kreisen schneiden, 
und demzufolge sind sie selbst Ebenen. Ferner sollen die Kreise der 
beiden Schaaren s und o jedesmal durch zwei feste Punkte gehen, 
und also enthalten die Ebenen gm = Const. eine gemeinsame Axe. 
Wir werden somit auf das von Joachimsthal geliste Problem gefiihrt: 
alle Fliichen zu finden, deren Kriimmungslinien des einen Systems in 
einem Ebenen- Biischel liegen. 

Joachimsthal hat gezeigt, dass in diesem Falle zwei allgemeine 
erste Integrale existiren, und wir werden finden, dass dieselben zu 
der in der letzten Nummer besprochenen Kategorie gehéren. Man 
ordne jeder Ebene des Biischels g — Const. nach einem beliebigen 
Gesetze einen Winkel zu und betrachte alle linearen Kugel-Complexe, 
deren Kugeln jedesmal eine Ebene gm unter dem betreffenden Winkel 
schneiden. Dem Enveloppe-Complexe entspricht eine D,,, die nach 
§ 21., 64. ein erstes Integral ist. Man betrachte andererseits einfach 
unendlich viele Kugeln , deren Mittelpunkte auf der Axe des Ebenen- 
Biischels liegen. Es ist geometrisch evident, dass die Curven, welche 
diese Kugeln orthogonal schneiden, in den Ebenen g liegen, und 
also ist die lineare D,,, deren Charakteristiken (§ 21., 64. Schluss) 
diese Curven sind, ein erstes Integral. 

Es ist leicht zu sehen, dass jedes der beiden allgemeinen ersten 
Integrale in einer gewissen Beziehung zu zweifach unendlich vielen 
linearen Complexen steht. Wenn L, + AL, = 0 alle Ebenen des 
Biischels @ darstellt, so definirt die Gleichung: 


L,+aL,+H=0, 


in welcher 4 und w Parameter bezeichnen, die zweifach unendlich 
vielen Complexe, deren Kugeln jedesmal eine Ebene g unter con- 
stantem Winkel schneiden, deren Punkt-Kugeln also in dieser Ebene 
liegen. Alle diese Complexe bilden eine dreigliedrige Gruppe*), und 
enthalten also einfach unendlich viele gemeinsame Kugeln, die Punkt- 
Kugeln niimlich der Axe des Ebenen- Biischels: 


L, 0, Lg nsO, Haw. 


*) Pliicker neue Geometrie (1868—69) pg. 112 und fg. 
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Andererseits giebt es zweifach unendlich viele Kugeln, deren’ Mittel- 
punkte auf der Axe (I, = 0, L, = 0) liegen. Die zugehérigen Ortho- 
gonal-Kugela bilden zweifach unendlich viele lineare Complexe, welche 
die Ebenen g als gemeinsame Kugeln enthalten. Auch hier treffen wir 
somit eine dreigliedrige Gruppe. 

Die Beziehung zwischen den beiden Gruppen wird vielleicht noch 
anschaulicher, wenn wir zum Linien-Raume r iibergehen, und dabei 
erinnern, dass einer Geraden in R, aufgefasst einmal als Punktgebilde, 
andermal als Ebenengebilde, im Raume r die beiden Geraden -Schaaren 
eines Hyperboloids entsprechen. Unsere beiden dreigliedrigen Gruppen 
linearer Complexe stehen also in der Beziehung, dass die gemeinsamen 
Geraden der einen Gruppe eine EF liche zweiten Grades bilden, deren 

Yrzeugende des zweiten Systems allen Complexen der anderen Gruppe 
angchiren. Solche Gruppen werde ich als conjugirte bezeichnen*). 

Die Joachimsthal’sche Theorie giebt somit die folgenden fiir 
die Geometrie der Complexe bemerkenswerthen Resultate: 

Es seien zwei conjugirte dreighedrige Gruppen linearer Complexe ge- 
geben. Man wiihle in jeder Gruppe einfach wnendlich viele, und suche 
die beiden zugehdrigen Enveloppe- Complexe; denselben entsprechen zwei 
partielle Differential-Gleichungen D,, (oder D,.), welche immer einfach 
unendlich viele gemeinsame Integrale besitzen. Alle D,, der einen Gruppe 
bilden das allgemeine erste Integral einer D",,, welches noch ein allge- 
meines erstes Integral zugiebt, und zwar steht dieses in derselben Be- 
zichung zu der zweiten Gruppe. 


Wiihlt man in der einen Gruppe die Complexe eines Biischels, 
so degenerirt der Enveloppe- Complex in eine lineare Congruenz**). Die 
zugehorige lineare D,, ist natiirlicherweise ein particuliires erstes In- 
tegral, und offenbar finden sich zweifach unendlich viele solche in 
jedem allgemeinen Integrale. Der obenstehende Satz tiber gemeinsame 


*) Seien 2, = 0, a =0,...% =O Herrn Kleins sechs Fundamental- 
Complexe (Math. Annalen, Bd. Il, pg. 198). Die beiden Gruppen: a,-+ «a+ 62,=0, 
a,+ ya, +a, =0 stehen in der hier besprochenen Beziehung. Ein Complex der 
ersten Gruppe liegt nach Herrn Kleins Ausdrucke immer in Involution mit 
einem jeden Complexe der zweiten Gruppe. 


**) Die Gruppe 2, + ax, + 6x2; = 0 enthiilt zweifach unendlich viele solcher 
linearen Congruenzen K, deren Directricen auf der zugehérigen Fliiche zweiten 
Grades liegen, Ebenso bestimmt x, + y2,-+d2,=0 zweifach unendlich viele 
lineare Congruenzen K’, deren Directricen der zweiten Erzeugung der besprochenen 
Fliche gehéren, Zwei Congruenzen K und K’ stehen somit immer in der Be- 
ziehung, dass die beiden Directricen-Paare ein riiumliches Vierseit bilden. Zwet 
solche Congruenzen liegen, werde ich sagen, in Involution. Dieser Ausdruck ent- 
spricht der von Herrn Klein eingefiihrten Terminologie. 
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Integrale zeigt insbesondere, dass wenn man eine lineare D,, aus jedem 
allgemeinen Integrale nimmt, dieselben einfach unendlich viele gemein- 
same Integralflichen besitzen, und dieses ist a priori geometrisch 
evident; unsere beiden linearen D,, entsprechen nimlich linearen Con- 
gruenzen, deren Directricen- Paar ein riumliches Vierseit bilden, und 
es giebt bekanntlich einfach unendlich viele Flichen zweiten Grades, 
die ein solches enthalten. 
66. Der Fall, dass in der Gleichung einer D”,,: 


lpgt— +e) JP +(1+p*)t-A+e)r] f+ +p)—par]=0 
f nur p und q enthilt, dass also die Richtungen der Kriimmungslinien 
jedesmal nur von der Richtung des Fliichen- Elements abhiingen, ent- 
spricht dem bekannten Probleme: alle Filiichen zu finden, die eine ge- 
gebene sphiirische Abbildung besitzen. Das Orthogonal-System ‘(s, o) 
einer beliebigen Kugel ist nun mit dem gegebenen sphirischen Bilde, 
auf diese Kugel iibergefiihrt, identisch, und also geben unsere friiheren 
Resultate (§ 20., 63.) den folgenden Satz: 

Die partielle Differential-Gleichung zweiter Ordnung, die alle Flichen 
von einer gegebenen sphiirischen Abbildung definirt, kann nur unter der 
Voraussetzung ein allgemeines erstes Integral gestatten, dass jene Abbil- 
dung aus einer Schaar Kreise und den zugehirigen Orthogonal-Curven 
besteht; zwei allgemeine erste Integrale kinnen nur auftreten, wenn auch 
diese leteten Curven Kreise sind*). 

Herr Bonnet hat gezeigt, dass in den angegebenen Fiillen ein, 
beziiglich zwei, allgemeine erste Integrale existiren, und wir werden 
nun dieselben etwas niiher untersuchen. Wir betrachten die Ebene 
eines Kreises, der dem gegebenen sphirischen Bilde angehdrt, und ferner 
alle Kugeln, welche diese Ebene unter demselben Winkel wie die Bild- 
Kugel schneiden. Auf den daraus hervorgehenden linearen Kugel-Com- 
plex wenden wir alle mégliche Translationen an und erhalten so einfach 
unendlich viele Complexe. Indem wir in derselben Weise mit allen 
Kreisen des sphiirischen Bild’s verfahren, bekommen wir zweifach un- 
endlich viele lineare Kugel-Complexe C, und es ist einleuchtend, dass 
wenn man unter denselben nach einem beliebigen Gesetze einfach un- 
endlich viele auswaihlt, dem Enveloppen-Complexe eine D,, entspricht, 
die ein erstes Integral ist. 

Wir setzen nun insbesondere voraus, das die sphirische Abbil- 
dung aus zwei Kreisschaaren besteht, und betrachten die durch zwei 


*) Es lisst sich sogar sehr leicht beweisen, dass auch particulire Integrale 
nur in den angegebenen Fillen existiren. Herr Darboux hat gefunden, dass 
die besprochene Aufgabe sich auch in anderen Fiillen als in dem von Herrn Bonnet 
gelésten erledigen lisst. Seine Methode kann nach dem Texte nicht darin bestehen, 
dass er allgemeine erste Integrale gesucht hat. 
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feste Punkte p, und p, gehenden Kreise der einen Schaar, die offenbar 
Trajectorien -Kreise sind fiir alle Complexe C, welche unsere Bild-Kugel 
Q enthalten. Diese Complexe haben ausser @Q alle Punkt-Kugeln der 
Geraden p,, p, gemein; sie enthalten also zugleich die hierdurch be- 
stimmte lineare Congruenz und bilden ein Biischel, dessen Glei- 
chung sei: 


L, + ab, =0. 


Giebt man nun A einen bestimmten Werth und versteht unter u eine 
Constante, so ist: 


(1) L,+4L,+4=0 

die Gleichung eines Complexes, in den der gewihlte durch eine Trans- 
lation iibergefiihrt wird. Wir finden somit, dass die Complexe C eine 
dreigliedrige, durch (1) dargestellte, Gruppe bilden. Wir werden be- 
wWeisen, dass diese Gruppe eine particularisirte ist, und hierbei wird 
es vortheilhaft sein, Linien -Vorstellungen anizuwenden. Die Gleichungen 
L, = 0 und L, = O sind hinsichtlich X, Y, Z, H linear, und 
somit (§ 10., 30.) enthalten die entsprechenden Linien-Complexe als 
gemeinsame Gerade die Fundamental-Gerade des Raumes r. Ferner 
stellt Const. = 0 alle Geraden dar, welche die letztgenannte Linie 
schneiden, und wir finden so, dass die gemeinsamen Geraden aller 
Complexe (1) eine zerfallende Fliche 2weiten Grades, das heisst zwei 
ebene Biischel bilden, 

Die hier auftretenden Gebilde sind also ein Degenerationsfall von 
den in der vorangehenden Nummer untersuchten. Die beiden conju- 
girten dreigliedrigen Gruppen werden nun durch zwei Punkte p,, ps» 
und zwer durch dieselben gehende Ebenen E,, FE, bestimmt. Die Com- 
plexe der einen Gruppe enthalten siimmtlich die beiden Strahlen-Biischel 
(p, £,) (p,£,); ebenso enthalten die Complexe der zweiten Gruppe die 
Biischel (p, FE.) (p,,). Dies Resultat entspricht dem bekannten Satze: 

Die Bonnet’sche Differential-Gleichung zweiter Ordnung zur Be- 
stimmung aller Flichen, deren stimmtliche Kriimmungslinien eben sind, 
liisst sich als ein Degenerationsfall auffassen von der Joachimsthal’- 
schen, welche alle Fliichen giebt, deren Kriimmungslinien des einen Sy- 
stems in einem gegebenen Ebenen- Biischel liegen. 

67. Als letztes Beispiel betrachte ich die Aufgabe, alle Flaichen 
zu finden, deren Kriimmungslinien des einen Systems einer gegebenen 
Relation von der Form: 





h(a y 2 dx dy dz) = 0 


geniigen. Zur Existenz von zwei allgemeinen ersten Integralen ist es, 
werde ich beweisen, nothwendig und hinreichend, dass TT hinsichtlich 
der Differentiale linear ist, dass ferner TT = 0 integrabel ist, dass 
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endlich die Integralflichen dieser totalen Differential-Gleichung eine 
Kugel-Schaar S, + 4S, = 0 sind. 

Wir setzen die Existenz eines allgemeinen ersten Integrals: 

u—f(v)=90 

voraus und betrachten fiir eine particulire Wahl der Function f den 
einem Punkte zugehérigen elementaren Complex- Kegel, der ein Um- 
drehungs- Kegel sein muss*). Die constanten Kriimmungs- Richtungen 
aller Flichen-Elemente, welche diesen Kegel umhiillen, sind die Be- 
riihrungs -Richtung des Elements mit dem Kegel und die zugehérige 
Orthogonal -Richtung, und zwar ist es geometrisch evident, dass diese 
letzten Richtungen einen ebenen Biischel bilden, dessen Axe zugleich die 
Mittellinie des Umdrehungs- Kegels ist. Die Gleichung TT = 0 ist also 
hinsichtlich dx, dy, dz linear, und ferner ist klar, dass alle elementaren 
Rotations - Kegel, die fiir eine verschiedene Wahl der arbitriiren Function 
f einem gegebenen Punkte entsprechen, dieselbe Axe haben. 

Man betrachte nun zwei particulire Integrale: 

u —f,(v) = 0, u—f,(v) =0 

und zwei Integralflichen derselben, J, und J,, welche eine gemein- 
same, Tl — 0 geniigende Curve c enthalten. Alsdann ist ¢ eine 
Kriimmungslinie auf den beiden Flichen, die sich in Folge dessen 
unter constantem Winkel schneiden. Fiir einen jeden Punkt der Curve 
e ist aber der besprochene Winkel gleich der Differenz zwischen den 
Winkel -Oeffnungen der beiden zugehérigen elementaren Umdrehungs- 
Kegel, und also hat diese Differenz denselben Werth fiir alle Punkte 
unserer Curve. Lisst nun TT = 0 sich nicht integriren, so kann man 
zwischen zwei beliebigen Punkten des Raumes eine Curve ziehen , welche 
TT = 0 geniigt, und in diesem Falle existirt also héchstens ein Inte- 
gral mit einer arbitrdren Constanten. 

Es bleibt zu untersuchen der Fall, dass TT—O ein Integral 
S (a y 2) = Const. besitzt. Das einer beliebigen Kugel zugeordnete 
Orthogonal-System (s, 6) besteht nun aus den Durchschnitts-Curven 
mit allen Flichen S zusammen mit den zugehérigen Orthogonal-Curven. 
Es ist aber die Kugel die einzige Fliiche, welche jede beliebige Kugel 
nach Kreisen schneidet, und also sind die Fliichen S, wie oben be- 
hauptet, Kugeln. Sollen ferner immer sowohl die Curven s als o 
Kreise sein, die jedesmal durch zwei feste Punkte gehen, so miissen 
die Kugeln S unendlich viele Punkte gemein haben, das heisst, sie 
bilden einen Biischel S + 4S = 0. Wir werden also auf die Aufgabe 
gefiihrt: alle Flachen zu finden, deren Kriimmungslinien des einen Sy- 





*) Der Beweis dieser Behauptung liegt in den Schluss -Bemerkungen des Para- 
graphen 18. Vergl. auch Nummer 63. 
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stems auf einem Biischel von Kugeln liegen, und bekanutlich fiihrt eine 
Transformation durch reciproke Radien dieses Problem in das von Joa- 
chimsthal geloste tiber. 

Nach Herrn Bonnet bestimmt unsere Aufgabe alle nicht réhren- 
formigen Fliichen, deren simmtliche Kriimmungslinien sphirische Cur- 
ven sind. 

68. Endlich werde ich andeuten, wie die von den Herren Bonnet 
und Serret erledigte Aufgabe: alle Flichen mit sphiirischen Kriim- 
mungslinien zu bestimmen, nach den Anschauungen der Kugel-Geo- 
metrie zu behandeln ist. Alles kommt, wie man leicht beweist (§ 24., 
80.), darauf hinaus, in allgemeinster Weise zwei Schaaren linearer 
Complexe zu finden, die paarweise in Involution liegen. Herrn Klein’s 
Theorie der sechs Fundamental -Complexe*): 

z,=0,27,=0....4%,=—0 
beantwortet unmittelbar diese Frage. Man betrachte niimlich entweder 
die beiden dreigliedrigen Gruppen: 


a, + ax, + Bx, = 0, 4, + yt, + Ox, = 0 
oder die beiden Gruppen: 


«+ ar, = 0, 4 + Br, + yx, + Ox, =0, 

und wihle jedesmal einfach unendlich viele Complexe aus jeder Gruppe. 
Die den beiden Enveloppe-Complexen zugehérigen D,, (oder D,,) be- 
sitzen einfach unendlich viele gemeinsame Integralflichen, die unsere 
Aufgabe in allgemeinster Weise befriedigen. Die hiermit angedegtete 
Methode giebt zugleich mit grésster Leichtigkeit die verschiedenen 
bei diesen Untersuchungen gefundenen Resultate. (Vergl. eine Note 
des Herrn Picart in den Comptes rendus. 1858.) 


§ 22. 


Bestimmung aller D’,, und D”,,, welche allgemeine erste Integrale 
besitzen. 


69. Es hat sich gezeigt, dass wenn eine D”,, ein allgemeines 
erstes Integral : 
u— f(v) =0 
zugiebt, dasselbe zuweilen durch zweifach unendlich viele lineare 
Complexe definirt werden kann, und ich behaupte, dass dieses immer 
der Fall ist. Der Beweis griindet sich darauf, dass ein jedes in dem 


*) Man muss die verschiedenen Degenerationen des Systems der sechs Fun- 
damental-Complexe beriicksichtigen. 


15* 
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allgemeinen Integrale enthaltenes particuliires eine D,, (62., 63.) sein 


muss, und zwar eine, welche einem Linien-Complexe — ich nenne 
denselben in der folgenden Entwickelung einen Integral-Complex — 
entspricht. 


Eine jede der Gleichungen: 
wu == Const., v = Const. 

bestimmt einfach unendlich viele solche Integral- Complexe, welche 
wir auf alle méglichen Weisen in Paare (u, v,) zusammenfassen und 
dabei bemerken, dass eine beliebige Gruppe (u, v,) jedem Punkte*) 
des Raumes ein oder einige Fliichen-Elemente zuordnet — gemein- 
samen Tangenten-Ebenen von Complex-Kegeln, welche dieselbe Spitze 
haben, entsprechend. Wiihlt man unter den zweifach unendlich vielen 
Gruppen («, v,) nach einem beliebigen Gesetze einfach unendlich viele, 
so ordnet man damit jedem Punkte einfach unendlich viele Elemente 
zu, und zwar wissen wir, dass dieselben jedesmal den Complex - Kegel 
eines Integral-Complexes umhiillen. 

Zwei consecutive Gruppen (up v,), (Mp4 4p Vg+4q) Ordnen jedem 
Punkte eine oder einige Richtungen zu, und dieselben gehéren offenbar 
unbegrenzt vielen Integral-Complexen an. Es folgt hieraus, dass der 
geometrische Ort dieser dreifach unendlich vielen Richtungen eine 
Linien-Congruenz sein muss, und es ist nicht schwer zu erkennen, dass 
wenn (u, v,) constant bleibt, (a, 4+ 4» Vv, 4 42) dagegen variirt, wir, allen 
= entsprechend, einfach unendlich viele Con- 

q 
gruenzen erhalten, deren Inbegriff einen Complex C bildet. Die Ge- 
radem dieses Complexes, die durch einen Punkt gehen, liegen nun immer 
in einer Ebene, derjenigen niimlich, die durch die Gruppe (u, v,) dem 
betreffenden Punkte zugeordnet wird, und also ist C ein linearer Com- 
plex. Wir kénnen somit den folgenden Satz aussprechen **): 


Werthen der Grdésse 


*) Die dreifach unendlich vielen gemeinsamen Fliichen-Elemente zweier par- 
tiellen Differential-Gleichungen erster Ordnung brauchen nicht den ganzen Raum 
zu durchziehen; es ist niimlich méglich, dass zweifach unendlich viele elementare 
Complex -Kegel zugleich beiden Gleichungen angehéren. Dieser Fall kann hier 
nicht eintreten; zweifach unendlich viele Complex-Kegel bestimmen niimlich bereits 
einen Linien-Complex, und unsere D,, entsprechen ja Linien-Complexen. 

**) Herrn Klein’s Bemerkung, dass die Tangenten einer developpablen Fliiche 
einen Complex bilden, dessen Complex - Kegel ebene Biischel sind, macht es noth- 
wendig, die Méglichkeit in Betracht zu ziehen, dass alle C solche Complexe 
wiiren. Alsdann wiirden jedesmal go! C einen speciellen Complex umhiillen, dessen 
Integralflichen Developpablen wiiren. Wir wiirden also hiéchstens die bekannte 
Gleichung 

rt —s?=0 
erhalten, die wir schon als eine D’,, mit allgemeinem ersten Integrale angegeben 
haben. 
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Wenn eine D”,, ein allgemeines erstes Integral besitet, so entsprechen 
demselben zweifach unendlich viele lineare Complexe C und zwar in 
solcher Weise, dass einfach unendlich vicle C immer einen Enveloppe- 
Complex geben, dessen zugehirige D,, ein particulires erstes Integral ist. 

Wir erledigen nun die Frage, ob zweifach unendlich viele lineare 
Complexe immer eine Differential-Gleichung zweiter Ordnung mit einem 
allgemeinen ersten Integrale bestimmen, und hierbei wird es vortheil- 
haft sein, Kugel-Vorstellungen anzuwenden. Einem jeden linearen 
Kugel- Complexe entsprechen, wie wir wissen (64.), dreifach unendlich 
viele Fliichen-Elemente, die sich an die betreffende Fundamental - Kugel 
anschliessen. Betrachten wir also zweifach unendlich viele lineare 
Kugel-Complexe C, so gehért jedes Element des Raumes nur einem 
oder einigen C als ausgezeichnetes Element an. Man ordne nun einem 
jeden Flichen-Elemente die Durchschnitts-Richtung mit der Funda- 
mental-Kugel des zugehérigen C zu und betrachte diejenige D”,,, 
welche eben diese Zuordnung (§ 20., 61.) bestimmt. Dieselbe wird 
offenbar von einer jeden D,, befriedigt, die dem Enveloppe -Complexe 
von einfach unendlich vielen C entspricht. 

Zweifach unendlich viele lineare Linien- oder Kugel-Complexe be- 
stimmen immer eine D”,, oder D’’,, mit einem allgemeinen ersten In- 
tegrale. 

Unsere zweifach unendlich vielen linearen Complexe, deren Glei- 
chung mit zwei Parametern 4 und w sich folgendermassen schreiben lisst: 


O(X YZHiau)=0, 
bestimmen einen Enveloppe-Complex A, dessen Gleichung man findet, 
indem man zwischen den Gleichungen 


=0, $° =0, co = 0 


die Parameter eliminirt. Es liegt nahe zu vermuthen, dass die dem 
Complexe A zugehérige D,, ein singuliires erstes Integral darstellt, 
und das ist in der That auch der Fall. Betrachten wir nimlich eine 
in A enthaltene Kugel Q und zugleich den entsprechenden linearen 
Complex C, der sich offenbar unter den einfach unendlich vielen 
linearen Tangential-Complexen befindet, welche A in Q besitzt, so ist 
es klar, dass dieser Kugel @ derselbe Trajectorien- Kreis hinsichtlich A 
wie hinsichtlich eines beliebigen unter den friiher betrachteten Enveloppe- 
Complexen, der von C umhiillt wird, entspricht. Es zeigt sich also, 
dass die Integralflichen von A unserer D”,, geniigen. - 

Eine D’,, mit einem allgemeinen ersten Integrale besitzt im Allge- 
meinen ausserdem ein singuldres erstes Integral. 

Ich werde nun andeuten, wie man durch analytische Operationen 
entscheidet, ob eine gegebene D”,, ein allgemeines erstes Integral 
besitzt, wie man ferner in diesem Falle dasselbe bestimmt. 
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Man untersucht zuerst, ob die einer beliebigen Punkt- Kugel durch 
die D”,, zugeordneten Curven s oder 6 Kreise sind, und bestimmt 
unter dieser Voraussetzung die elementaren Umdrehungs-Kegel*), welche 
diese Kreise enthalten (55.). ‘Sei 


F(ayzpqv)=0 
die allgemeine Gleichung der besprochenen Kegel mit einer arbitraren 
Constanten v ausser der Scheitel-Coordinaten x, y, 2 Man sucht 
nun den analytischen Ausdruck erstens von der Winkel -Oeffnung: 


W=O(xyzv), 
ferner von der Richtung der Kegel - Axe: 
: dz dy __ dz 


x Y Z 
In den Functionen X, Y, Z, die von x, y, 2, v abhiingen, setzt man 
statt v den Werth dieser Grosse, genommen aus der Gleichung 

W, = O(ryzv) 
und bildet den Ausdruck: 

Xdxz+ Ydy+Zdz2=0. 
Wenn diese Gleichung sich integriren liisst, und zwar in der Form: 
[e — F(A)? + ly — F,CADP + fe — (ADP = B?, 
dann und nur dann existirt ein allgemeines erstes Integral. Die letzte 
Gleichung enthilt zwei Parameter W, und H und stellt also die zwei- 
fach unendlich vielen Fundamental-Kugeln unserer linearen Kugel- 
Complexe C dar. Hieraus findet man leicht die allgemeine Gleichung: 
WX YZHAu) =O 

dieser Complexe, und damit ist das allgemeine erste Integral bestimmt. 
Endlich giebt die Elimination von 4 und uw zwischen den Gleichungen 


Wan, oS ug, OF We 
. - 4 ce 
das singulare erste Integral. 
Wenn eine D",, ein allgemeines erstes Integral zugiebt, so lasst 


sich dasselbe wie auch das zugehirige singuliire erste Integral immer 
angeben**). 


*) Wenn die auf einer beliebigen Punkt-Kugel gelegenen Curven s und 6 
Kreise sind, so ordnet unsere D”,, in dem angegebenen Sinne jedem Punkte ein- 
fach unendlich viele Umdrehwngs-Kegel zu. Die so gefundenen go! Kegel ordnen 
sich, wenn erste Integrale existiren, in Schaaren von go’, die jedesmal ein erstes 
Integral bestimmen. 

**) Ein gutes Beispiel einer D”,, mit einem allgemeinen ersten Integrale und 
einem zugehérigen singuliiren Integrale giebt die Aufgabe: alle Flichen zu finden, 
die einfach unendlich viele Tangentenebenen einer gegebenen Fliche ® orthogonal 
schneiden. Das singuliire erste Integral entspricht der Bestimmung aller Flichen, 
deren Kriimmungs-Centra des einen Systems auf ® liegen. 
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70. In der folgenden Untersuchung, deren Zweck ist, alle D’,, 
mit zwei allgemeinen ersten Integralen zu bestimmen, werde ich mich 
auf den friiher (65.) eingefiihrten Begriff der involutorischen Lage zweier 
linearen Congruenzen stiitzen. Wir miissen dabei erinnern, dass wenn 
zwei Linien-Congruenzen in dieser Beziehung stehen, die beiden Diree- 
tricen- Paare ein riiumliches Vierseit bilden. Ks sei andererseits Q die 
eine gemeinsame Kugel der entsprechenden linearen Kugel-Congruenzen, 
und es seien p,, p. die beiden auf Q@ gelegenen Punkt- Kugelu der 
einen Congruenz, 2,, 2, die entsprechenden Punkt-Kugeln der anderen 
Congruenz. Die vier Punkte p,, p,, 2,, 2 unserer Kugel stehen 
alsdann in der Beziehung, dass ein jeder durch p, und p, gehender 
Kreis einen beliebigen Kreis, der durch z, und z, gelit, orthogonal 
schneidet. 

Dieses vorausgesetzt, betrachten wir die durch unsere D”,, einer 
beliebigen Kugel @ zugeordneten (61.) orthogonalen Kreis-Schaaren, 
die beziiglich durch zwei Punkte p,, p, oder durch zwei andere z,, 
a, gehen. Alle Integral-Complexe, welche @ enthalten, theilen sich 
in zwei Systeme, und zwar ist es klar, dass der Trajectorien - Kreis eines 
jeden Complexes des einen Systems durch p, und p, geht, wihrend 
die Complexe des zweiten Systems in derselben Beziehung zu den 
Punkten z, und z, stehen. Hieraus liisst sich schliessen, dass einem 
Integral- Complexe des ersten Systems, der die Kugel Q enthdlt , ausserdem 
die beiden unendlich nahen Kugeln Q und Q", welche Q beziiglich in 
p, und p beriihren, angehiren. Inder wir diesselben Schliisse auf @Q’ 
und Q”, u. s. w. anwenden, sehen wir, dass alle Complexe des 
einen Systems, welche eine gegebene Kugel enthalten, ausserdem 
wenigstens zweifach unendlich viele Kugeln gemein haben. Mehr 
kénnen es auch nicht sein; denn sonst wiiren sie identisch, und dann 
hiitten wir kein allgemeines Integral. Es zeigt sich also, dass eine 
jede Kugel des Raumes eine Kugel-Congruenz bestimmt, und zwar 
giebt es zweifach unendlich viele sulche, die, wenn man sie nach 
einem arbitriiren Gesetze zu Complexen zusammenfasst, immer Inte- 
gral-Complexe geben. 

Ich werde nun zeigen, dass diese erzeugenden Congruenzen — ich 
nenne die des einen Systems S, diejenigen des zweiten X£ — lineare 
Congruenzen sind. Zu diesem Zwecke betrachte ich noch einmal die 
Kugel Q mit den Punkten p, und p,, in denen Y und Q” die gegebene 
Kugel beriihren. Einer jeden dieser: letzten Kugeln ordnet unsere 
D4. gewisse ausgezeichnete Punkte p,’, p, und p,”, p,” zu, und zwar 
erkennt man leicht, dass p,’ mit p,, po mit p. identisch sein miissen. 
Hieraus folgt durch eine einfache.Ueberlegung, dass alle einfach un- 
endlich vielen Kugeln, welche Q in p, oder p, beriihren, unserer Con- 
gruenz S gehiren; diese Congruenzen lassen sich also in einfach un- 
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endlich viele Schaaren von Kugeln, die jedesmal einen gemeinsamen 
Beriihrungspunkt haben, zusammenfassen, und hierbei gehért jede 
Kugel zwei solchen Schaaren an. Die entsprechenden Linien-Congruenzen 
ordnen sich also in einfach unendlich viele ebene Biischel, und zwar 
gehért eine jede Congruenz-Linie zwei solchen Biischeln an. Dieses 
ist aber fiir die lineare Congruenz charakteristisch. 

Wenn eine D”,. zwei allgemeine erste Integrale besitzt, so ent- 
sprechen derselben zwei Schaaren von zweifach unendlich vielen linearen 
Congruenzen S und &. Einfach unendlich viele S oder X bilden immer 
einen Integral - Complex. 

Mit Beriicksichtigung des Anfangs dieser Nummer findet man nun, 
dass zwei beliebige Congruenzen S und © immer in Involution liegen, 
dass also die beiden Directricen-Paare der betreffenden Linien-Systeme 
jedesmal ein riiumliches Vierseit bilden. 

Hieraus folgt, dass die Directricen aller S keine zweifach unend- 
liche Mannigfaltigkeit, sondern nur eine Linienfliiche bestimmen. Sonst 


existirten niimlich zwei Linien - Congruenzen — alle Directricen 
unserer beiden Systeme -— deren gegenseitige Beziehung eine solche 


wire, dass eine jede Gerade der einen Congruenz alle Linien der 
zweiten triife. Dieses ist aber unmdglich. 

Die Directricen bilden also die beiden Erzeugungen einer Linien- 
fliche, die bekanntlich eine Fliche zweiten Grades sein muss, und also 
werden wir auf die in Nummer 66. untersuchten Gebilde zuriickgefiihrt. 

Zwei conjugirte dreigliedrige Gruppen linearer Com- 
plexe definiren die allgemeinste D",, (oder D",,) mit zwei 
allgemeinen ersten Integralen*). 

71. Ehe ich diesen Abschnitt schliesse, will ich noch beweisen, 
dass, wie friiher behauptet, die allgemeine Form einer D”,, die 
folgende ist: 

rt—s*=O(xyzpq), 
ferner an diese Form eine Interpretation und einige Sitze ankniipfen. 
Die Differential-Gleichung der Charakteristiken einer partiellen Diffe- 
rential-Gleichung zweiter Ordnung F(a y z pq rs t) =U schreibt sich 
bekanntlich : 


ly? — a dy dx + ~ daz = 0. 


oF 
A ( 
r 
Andererseits befriedigen die Haupttangenten-Curven die Relation: 
tdy+2sdydx+rdze=0. 
Sollen also die Haupttangenten-Curven beider Systeme Charakteristiken 
sein, so gelten die folgenden Gleichungen: 


*) Auf den Integralfliichen einer solchen D”,, gehéren die 'Tangenten einer 
beliebigen Haupttangenten-Curve jedesmal einem linearen Complexe an, 
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und wenn man hier nach den gewéhnlichen Methoden integrirt, so 
findet man die obenstehende Form. 

Wie bekannt, ist 

C++? 
rt — s® 
die Formel des Kriimmungs- Masses, und also kommt die Integration 
einer D”,, darauf hinaus: alle Flichen zu finden, deren Kriimmungs- 
Mass nach einem gegebenen Gesetze von der Lage des Flichen- Elements 
abhingt. 

Unser friiherer Satz, dass wenn eine D”,, ein erstes Integral 
uw = 0 besitzt, dasselbe eine D,, sein muss, dass ferner jede D,, unbe- 
grenzt vielen D”,, geniigt, giebt leicht das folgende Theorem, welches 
sich tibrigens unmittelbar aus einem Satze des Herrn Enneper (diese 
Annalen II., p. 596, Anm.) ableiten lisst: 

Wenn zwei Fliichen cinander nach einer Curve beriihren, und dabei 
jedem Punkte dieser Curve dasselbe Kriimmungs- Mass hinsichtlich beider 
Fliichen entspricht, so ist die Curve eine gemeinsame Haupttangenten- 
Curve. Wenn andererseits zwei Fliichen einander nach einer solchen 
Curve beriihren, so findet jene Bezichung immer statt. 


Vierter Abschnitt. 
Zur Theorie der Complexe. 


In den beiden ersten Paragraphen dieses Abschuittes beschiiftige 
ich mich mit den Haupttangenten-Curven des Complexes zweiten 
Grades. In § 25. zeige ich, dass mehrere bekannte Theorien, die sich 
auf zwei zuerst von Herrn Kummer untersuchte Flichen vierter Ord- 
nung — die mit 16 Knotenpunkten und die mit einem Doppel-Kegel- 
schnitt — beziehen, durch meine Kugel- Abbildung in einander iiberge- 
fiihrt werden kénnen. Endlich beabsichtige ich mit den Entwickelungen 
des letzte&® Paragraphen, den Zusammenhang zwischen den Ideen dieser 
Abhandlung und einigen Arbeiten des Herrn Klein darzulegen. 


§ 23. 
Ueber einen Linien-Complex zweiten Grades. 


72. In § 17. haben wir gefunden, dass die Haupttangenten-Curven 
des Linien - Complexes F(X Y Z) = 0 immer durch Differentiation 
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und Elimination bestimmt werden kénnen, wenn zuerst die geoditischen 
Curven der Fliche F = 0 gefunden sind. Die hier auftretenden 
Linien-Complexe charakterisirten wir dadurch, dass sie eine infinite- 
simale Transformation von der Form: 


(1) & = fy, % = 2, + a2, +b, Y= Y, + 6%, +d 

besitzen; es folgt hieraus, dass auch die zugehdrigen Singularititen- 
flichen, deren Beziehung zu den Complexen bekanntlich eine durch 
lineare Transformationen unzerstérbare ist, durch die besprochene in- 
finitesimale Transformation in sich iibergefiihrt werden, und demzufolge 
miissen sie jedesmal von einfach unendlich vielen Curven W (vgl. § 17.) 
des entsprechenden Transformations Cyclus erzeugt sein. Nun bestimmen 
die Gleichungen (1) in jeder Ebene z = Const. eine Parallel - Ver- 
schiebung, und also sind die betreffenden Curven W die Geraden einer 
speciellen linearen Congruenz, deren Directricen in die unendlich weit 
entfernte Gerade der xy-Ebene zusammengefallen sind. Die Singu- 
larititenfldache eines jeden Linien-Complexes F(X Y Z) = 0 ist eine 
Linienfliche, deren Erzeugende dieser speciellen linearen Congruenz an- 
gehoren. 

Wenn man die Singularitiitenfliiche eines Linien-Complexes be- 
stimmen will, so kann man nach Pliicker in folgender Weise ver- 
fahren. Man sucht alle Geraden des Complexes, deren zugehdrige 
lineare Tangential-Complexe specielle Complexe sind. Die gefundenen 
zweifach unendlich vielen Complexlinien umhiillen zwei Flichen, unter 
denen die Singularitiitenfliche die eine ist. 

Unser Complex F(X Y Z) = 0 besitzt, wissen wir, nur zweifach 
unendlich viele (§ 17., 49.) Tangential-Complexe mit der Gleichungs- 
form : 

(1) aX+bY+cZ+dkR+e=0, 

und auf die Betrachtung derselben kénnen wir uns beschriinken. Hierbei 
ist immer d= 0, indem ein Complex (1) von allen Kugeln gebildet 
wird, deren Centra auf einer Tangentenebene der Fliiche /’ = 0 liegen. 
Ein solcher Complex kann nur unter der Voraussetzung ein specieller 
sein, dass die betreffende Tangentenebene zugleich den imaginiiren 
Kugel- Kreis beriihrt. Wir werden somit auf die Betrachtung der ima- 
giniiren Developpablen gefiihrt, die zugleich um F = 0 und’ den ima- 
giniren Kugel-Kreis umgeschrieben ist. Die Ebenen dieser Abwickel- 
baren bilden sich im Linien-Raume r als die Erzeugenden (§ 9., 27., 
§ 19., 30.) der Singularititenfliiche ab*), und zwar erhalten wir in 


*) Hieraus folgt, dass wenn F'(X Y Z 1) =0 in der gewéhnlichen Interpre- 
tation alle Flichen eines Orthogonal-Systems darstellt, die Linien-Complexe 
F(X Y Z i) =0 eine gemeinsame Singularititenfliiche haben. Diese Complexe 
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dieser Weise die vollstdndige Singularititenfliche. Hierbei ist, wie eine 
geometrische Ueberlegung zeigt, die Classe der imaginiren Developpablen 
gleich der Ordnung der Singularititenfliche*). 

Es sei nun insbesondere F = 0 eine Regelfliche. Alsdann bildet 
der Inbegriff aller Kugeln, deren Centra auf einer geraden Erzeugenden 
liegen, eine lineare Kugel-Congruenz. Der Linien-Complex F’ = 0 
wird also von einfach unendlich vielen linearen Congruenzen gebildet, 
und hierbei sind die zugehérigen Directricen jedesmal das Bild der- 
jenigen Tangentenebenen der Fliiche / = 0, welche die besprochene 
Erzeugende enthalten und zugleich den imaginiiren Kugel- Kreis be- 
riihren. Die Erzeugenden der Singularitiitenfliche +t ordnen sich in 
diesem Falle paarweise zusammen als Directricen jener linearen Con- 
gruenzen. 

Eine Fliche zWeiten Grades F, 0 kann bekanntlich auf zwei 
Weiser durch eine gerade Linie erzeugt werden, und also enthilt der 
Linien - Complex F, = 0 zwei Schaaren linearer Congruenzen. Es 
ist aber zu bemerken, dass die eben besprochene imaginiire Developpable 
im Allgemeinen nicht zerfillt, dass also die beiden Directricen-Systeme 
eine irreductible Fliiche + bilden. Nun gehért jede Linie unseres Com- 
plexes zwei linearen Congruenzen an — einer aus jeder Schaar — und 
schneidet in Folge dessen die Fliiche t wenigstens in vier Punkten. 
Andererseits wissen wir, dass die Singularitiitenfliche des allgemeinen 
Complexes zweiten Grades von vierter Ordnung ist, also ist dieselbe 
eine Linienfliche vierten Grades. 


Die Singularititenfliche des Complexes F, = 0 ist eine Linien- 
fliiche vierten Grades mit zwei zusammengefallenen Doppellinien; alle 
Complexlinien , die eine Erzeugende schneiden, treffen ausserdem die eine 
von zwei zugeordneten Erzeugenden. 

73. Es ist bekannt, dass Jacobi die geodiitischen Curven auf der 
Flache zweiten Grades mittelst hyperelliptischer Transcendenten bestimmt 
hat, und also kénnen die Haupttangenten -Curven des Linien - Complexes 
F’, = 0 mittelst hyperelliptischer Transcendenten gefunden werden. Im 
Folgenden werde ich alle hierher gehérigen Complexe aufziihlen und 
dabei aus den Eigenschaften der verschiedenen Flichen zweiten Grades 


bilden in Verbindung mit den linearen Complexen H = Const. ein vollstindiges 
Involutions-System in Herrn Klein’s metrischer Linien-Geometrie. 

*) Ist die Fliche ®(X Y Z) =0 eine imaginiire Developpable, die den ima- 
giniiren Kugel- Kreis enthilt, so ist der Linien-Complex ®(X Y Z)=0 der In- 
begriff aller Tangenten einer Regelfliiche, die einer speciellen linearen Congruenz 
gehért. Insbesondere ist X* + Y? + Z? = 0 einerseits die Gleichung einer Punkt- 
Kugel, andererseits wie Herr Klein es durch andere Betrachtungen gefunden hat, 
die Complex -Gleichung einer Fliche zweiten Grades (vgl. diese Annalen II, p. 209). 
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entsprechende Kigenthiimlichkeiten des Bild-Complexes schliessen. Zum 
leichteren Verstiindnisse schicke ich einige Bemerkungen voraus. 

In § 13. dachte ich mir den Raum + einer linearen Transformation 
unterworfen und betrachtete die entsprechenden Umformungen von R, 
unter denen ich alle Bewegungen, die Aehnlichkeits-Transformation 
und die Parallel-Transformation fand. Es ist nun einleuchtend, dass 
wenn eine gegebene Fliche oder Complex des einen Raumes durch 
eine infinitesimale Transformation in sich iibergefiihrt wird, dasselbe 
mit der entsprechenden Figur des anderen Raumes der Fall ist. 
Eine Rotationsfliche des Raumes RF gestattet z. B. eine infinitesimale 
Rotations- Bewegung, und also kénnen wir schliessen, dass die Bild- 
fliche eine gewisse infinitesimale lineare Transformation zugiebt. 

Ferner ist klar, dass wenn ein Gebilde zwei unabhingige, infini- 
tesimale und zugleich permutable Transformationen gestattet, dieses 
auch mit der entsprechenden Figur der Fall ist. In diese Kategorie 
gehort z. B. eirierseits der Inbegriff von Kugeln, deren Mittelpunkte 
auf einer beliebigen Schraubenfliiche liegen — die betreffenden per- 
mutablen Operationen sind Schrauben- Bewegung und Parallel-Trans- 
formation — andererseits der entsprechende Linien-Complex wie auch 
die zugehorige Singularitiitenfliiche, welche also nach Herrn Klein’s und 
meinen Untersuchungen entweder durch die Gleichung x* y” 2° == Const. 
dargestellt wird, oder als Degeneration einer solchen Fliiche sich auf- 
fassen liisst (vgl. Comptes Rendus 1870). Als letztes Beispiel betrachte 
man endlich alle Kugeln, deren Centra auf einem Rotations-Kegel liegen. 
Dieser Complex gestattet drei unabhiingige infinitesimale Transforma- 
tionen: 1) eine Aehnlichkeits-Transformation , deren Centrum die Kegel- 
Spitze ist, 2) eine Rotations- Bewegung um die Kegel-Axe, 3) eine 
Parallel- Transformation, und zwar ist die zweite Operation sowohl mit 
der ersten wie mit der letzten permutabel , wiihrend dieses nicht mit der 
ersten und letzten der Fall ist. Der Linien-Complex und die zugehérige 
Singularitiitenfliche besitzen die entsprechenden Eigenschaften. 

74. Im Raume F ist bei unserer Abbildung der unendlich weit 
entfernte, imaginiire Kreis und sonst nichts ausgezeichnet — das heisst, 
fiir eine projectivische Auffassung. Wenn wir also alle Special-Formen 
des Linien- Complexes F(X Y 7) == 0 suchen, so miissen wir zuniichst 
erinnern, dass die projectivische Punkt-Geometrie nur eine Particu- 
larisation der Fliche zweiten Grades kennt — den Kegel nimlich; 
ferner fragt es sich, wie viele verschiedene Lagen diese beiden Flichen 
hinsichtlich des genannten Kreises haben kénnen. Nun ist es eben 
nach diesen Gesichtspunkten, dass die metrische Geometrie die Flichen 
zweiten Grades ordnet; hierbei muss man indessen wohl bemerken, 
dass die gewohnlichen Aufzihlungen keine Fliiche beriicksichtigen, deren 
Gleichung imaginiire Coefficienten enthilt. Zuniichst stellen wir zwei 
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Gruppen auf, je nachdem die unendlich weit entfernte Ebene eine 
Tangentenebene ist oder nicht. 

A, Wenn F, nicht von der unendlich weit entfernten Ebene be- 
riihrt wird, so schreibt sich die entsprechende Gleichung in der folgen- 
den Form: 


(1) a? + by? + cf =d, 
vorausgesetzt dass § = 0, y = 0, € =O die Hauptebenen sind. 
Durch eine Bewegung liisst die Fliche (1) sich im Allgemeinen in: 
(2) aX?+bY?+cec7H=d 


iiberfiihren, und zwar kénnen wir uns auf die Betrachtung dieser 
letzten Fliiche beschriinken; einer Bewegung des Raumes F& entspricht 
nimlich eine Lineare Transformation des anderen Raumes. 

Es sind nun X = 0, Y =O, Z =O allgemeine lineare Com- 
plexe, Const. = 0 dagegen ein specieller Complex; ferner liegen diese 
Complexe (§ 10., 30.) paarweise in Involution, und also hingt ihr 
System von 13 Constanten ab; wir finden somit, dass der Linien- 
Complex J, 16 wesentliche Constanten enthilt. Setzt man in (2) 
statt X, Y, Z (§ 9., 27.) die entsprechenden Ausdriicke durch die 
Plicker’schen Linien-Coordinaten r, @, s, 6: 


X=o+s,iY=o—s, Z=6—r, 
so findet man nach der gewéhnlichen Methode die Gleichung der 
Singularitiitenfliiche in der folgenden Form: 
A4abe(yz — x«t)*—de(a — b)(z'-++#') + d(4ab—2 ac—2boe)2? =0 *), 

1) Wenn die Coefficienten a, b, c, d allgemein sind, so ist die 
Singularitiitenfliche, wie wir schon von friiher wissen (70.), eine Linien- 
fliche vierter Ordnung; dieselbe wie auch der Complex gestattet eine 
infinitesimale lineare Transformation. 

2) Sei a =b; die Fliche F, ist dann eine Rotationsfliche, und 
also besitzt der Linien-Complex /’, zwei permutable infinitesimale 
lineare Transformationen, welche einer Rotations- Bewegung und einer 
Parallel- Transformation entsprechen. Die Singularitiitenfliche: 


a@—ec a—ec 
(zy — at — ie - dat) (ey— at + V ac Gat) =0 
zerfallt in zwei Fliichen zweiten Grades, die einander nach einer ge- 
meinsamen Erzeugenden (¢ = 0, ¢ = 0) beriihren. 
3) Sei d=0; F, ist ein Kegel. Der Kugel-Complex besitzt zwei 
‘infinitesimale Transformationen, die nicht permutabel sind: Parallel- 
Transformation und Aehnlichkeits-Transformation. Die Singularitiiten- 





*) Es soll die Grisse ¢ eine homogene vierte Coordinate bezeichnen. 
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fliche des Linien-Complexes ist eine doppeltziihlende Fliche zweiten 
Grades: 
(ys — xt)? =0. 

4) Si d= 0, a=b; F, ist ein Rotations-Kegel; der Kugel- 
Complex gestattet drei infinitesimale Transformationen: Parallel-Trans- 
formation, Rotations - Bewegung und Aehnlichkeits -Transformation. Die 
beiden ersten wie auch die beiden letzten sind permutabel; dies ist 
dagegen nicht der Fall mit der ersten und letzten. Der Linien-Com- 
plex besitzt die entsprechenden Kigenschaften. Die Singularititenfliche 
ist wiederum eine doppeltziihlende Fliiche zweiten Grades. 

5) Sei c= 0; F, ist ein Cylinder. Der Kugel-Complex besitzt 
zwei permutabie Transformationen: Translations-Bewegung und Parallel- 
Transformation. Die Singularitiitenfliiche des Linien-Complexes wird 
von zwei doppeltzihlenden Ebenen gebildet (2*¢? = 0). 

6) Sei a= b, c=0; F, ist ein Rotations-Cylinder. Der Kugel- 
Complex gestattet drei permutable, infinitesimale Transformationen: 
Translation, Rotation und Parallel-Transformation. In Folge dessen 
ist der Linien-Complex eine Degeneration desjenigen, dessen Gerade 
ein Tetraeder nach constantem Doppel-Verhiltnisse schneiden. Die 
Singularititenfliiche wird von zwei doppeltzihlenden Ebenen (2? ¢? = 0) 
gebildet. 

7) Sei a=b—c; F, ist eine Kugel. Der Kugel-Complex ge- 
stattet drei unabhiingige infinitesimale Rotationen, die indessen nicht 
permutabel sind. Die Singularititenfliche ist eine doppeltzihlende 
Fliche zweiten Grades: 

(ey — at)? =0. 

B. Wenn die unendlich weit entfernte Ebene die Fliiche F, be- 

riihrt, so nimmt die Gleichung derselben die folgende Form: 


aX?+aY?+2cZ=0. 

1) Die Singularititenfliche: 

4ab 2t(at — yz) — (a — b) e(e* +- BF) — 2(a+ db) ce? P =O 
ist, wenn a, b, ¢ allgemein sind, eine Linienfliiche vierten Grades. 

2) Sei a = b; F, ist ein Rotations-Paraboloid. Die Singularitiiten- 
fliche besteht aus einer Fliche zweiten Grades und zwei Tangenten- 
ebenen derselben. 

3) Sei a = 0; F, ist ein parabolischer Cylinder. Die Singularititen- 
fliche wird von zwei doppeltzihlenden Ebenen gebildet. 


75. Die folgende Aufziihlung aller Complexe, deren Gleichung 
die Form F(X Y Z) = 0 erhalten kann, ist vollstiindig. 
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F, ist eine allgemeine Fliche zweiten Grades. 


Der Complex kann in zwei 
zeugt werden. 


Weisen durch eine lineare Congruenz er- 


A. Schneidet F, die unendlich entfernte Ebene nach einem nicht 
zerfallenen Kegelschnitt 0, so fallen die Leitlinien jener linearen Con- 
gruenzen, das heisst die Erzeugenden der Singularititenfliche niemals 


mit der Fundamental-Geraden in r(Const. = 0) zusammen. 


Nach der 


- Lage des Kegelschnitts 0 hinsichtlich des imaginiiren Kugel-Kreises 
erhalten wir sechs Unter-Formen. 


1) 0 und x haben eine allgemeine gegenseitige Lage. 


Die Developpable (F',x) ist 
eine allgemeine Abwickel- 
bare vierter Classe. d und 
x haben vier gemeinsame 
Punkte und vier gemeinsame 
Tangenten. 





Die Singularitiitenfliche ist eine Linien- 
fliche vierter Ordnung mit zwei zusammen- 
gefallenen Doppellinien (N. 12. der Cre- 
mona’schen Aufzihlung). Es giebt vier 
Congruenzen in jeder Gruppe, die speciell 
sind. Es giebt vier singulire Erzeugende. 


2) 9 und x beriihren einander in einem Punkte. 


Die Developpable (Fx) ist 
eine Abwickelbare vierter 
Classe mit einer Doppel- 
Ebene. In den Reriihrungs- 
punkt zwischen 6 und x 
fallen zwei gemeinsame Tan- 
genten wie zwei gemeinsame 
Punkte zusammen. 


Die Singularitiitenfliche ist eine Linien- 
fliche vierter Ordnung, die ausser der 
Doppellinie Const. = 0 noch eine Dop- 
pelerzeugende enthilt. In dieselben haben 
sich zwei Leitlinien specieller Congruenzen 





‘wie auch zwei singulire Erzeugende ver- 
einigt. (Cremona’s Aufzihlung N. 6.) 


3) 0 und x haben zwei verschiedene Beriihrungspunkte. 


Die Developpable (F’, x) zer- 
fallt in zwei Abwickelbare 
zweiter Classe mit zwei ge- 
meinsamen Ebenen. 


Die Singularititenfliiche besteht aus zwei 
Flichen zweiten Grades mit zwei gemein- 
samen Erzeugenden jeder Schaar. Die 
Directricen der linearen Congruenzen bil- 
den die eine Erzeugung auf jeder Fiche. 


4) 0 beriihrt x dreipunktig in einem Punkte. 


(Fx) ist eine Developpable 
vierter Classe mit einer sta- 
tioniiren Ebene. In den be- 
sprochenen Beriihrungs- 
punkt sind drei gemeinsame 
Punkte und ebensoviele Tan- 
genten zusammengefallen. 





Die Singularititenfliche ist eine Linien- 
fliche vierter Ordnung mit einer Doppel- 
linie (Const. = 0) und einer stationiiren 
Erzeugenden, in die sich drei Leitlinien 
specieller Congruenzen, wie auch drei 
singulire Erzeugende vereinigt haben. 
(Cremona’s N. 6.) 
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5) 0 beriihrt x vierpunktig. 
(Fx) ist zerfallen in zwei; Die Singularitiitenfliche wird von zwei 
Kegel zweitenGrades, dieein- | Flichen zweiten Grades, deren Durch- 
ander nach einer gemeinsa-!schnitt aus zwei doppeltzihlenden Geraden 
men Erzeugenden beriihren. | besteht, gebildet. 


6) O und x sind identisch. 


Die Abwickelbare (J',x) ist 
ein doppeltziihlender Kegel 
zweiten Grades, niimlich der 
Asymptoten-Kegel der be- 


treffenden Kugel. Durch jede | 


Die Singularitiitenfliche ist eine doppelt- 
ziihlende Fliiche zweiten Grades. Der Com- 
plex wird in zwei Weisen von oo! speciellen 
linearen Congruenzen erzeugt, und hierbei 
bilden die betreffenden Leitlinien jedesmal 


imaginiire Erzeugende geht|dieselbe Erzeugung der Singularitiiten- 
nur eine Tangenten - Ebene | fliche. 
des Asymptoten - Kegels. 





B. F, beriihrt die unendlich weit entfernte Ebene. Der Durch- 
schnitts-Kegelschnitt zerfillt in zwei Gerade g und j, die fiinf ver- 
schiedene Lagen hinsichtlich x haben kénnen. Unter den linearen 
Congruenzen jeder Gruppe giebt es im Allgemeinen eine, deren zu- 
sammengefallene Leitlinien mit Const. = 0 identisch sind. 


7) g und j haben eine allgemeine Lage hinsichtlich x. 

Die Developpable (7’,x) ist|Die Singularititenfliche ist eine Linien- 
eine Abwickelbare vierter| fliche vierter Ordnung mit einer Leit- 
Classe, unter deren Ebenen|linie, mit welcher zwei Erzeugende zu- 
sich die unendlich eutfernte|sammenfallen. Es giebt in jeder Schaar 
zweimal findet; sowohl @| heenser Congruenzen zwei specielle, deren 
wie j schneiden x in zwei|Leitlinien von Const. = 0 verschieden 
Punkten. Durch den Dureh- | sind. Es giebt, wie schon friiher gesagt, 
schnittspunkt von g und j| zwei singulire Erzeugende, die mit 
gehen zwei Tangenten an x. Const. = 0 


zusammengetallen 


N. 10.) 


sind, (Cremona’s 


8) g beriihrt x, j schneidet denselben. 





Die Developpable (F’,) zer- 
fallt in ein Ebenen-Biischel, 
dessen Axe g ist und eine 
Abwickelbare dritter Classe, 
unter deren Ebenen sich die 
unendlich entfernte einmal 
findet. Die Erzeugenden des 
einen Systems schneiden g. 





Die Singularitiitenfliche besteht aus einer 
Cayley’schen Linienfliche dritter Ord- 
nung zusammen mit einer durch die Doppel- 
linie gehenden Ebene. Den Congruenzen 
der einen Schaar entsprechen Leitlinien, 
unter denen jedesmal die eine auf der 
Linienfliiche liegt, wihrend die zweite einem 
ebenen Biischel in jener Ebene gehért. Die 
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Es giebt eine Erzeugende | Leitlinien der zweiten Erzeugung liegen 
der Fliche F,, die x be-|alle auf der Cayley’schen Linienfliche. 


riihrt. Es giebt eine zerfallende Congruenz. 


9. Sowohl g wie j beriihren x. 
Die Abwickelbare (7’,x) be-| Die Singularitiitenfliche besteht aus einer 
steht aus einem Kegel Fliiche zweiten Grades und zwei Tangen- 
zweiten Grades und zwei tenebenen derselben. Den Congruenzen 
Ebenen -Biischeln. J’, hat jeder Schaar entsprechen Leitlinien, unter 
zwei Erzeugende, eine aus denen die eine auf der Linienfliiche, die 
jeder Schaar, g und j, die zweite in der einen Tangentenebene liegt. 
x beriihren. Es giebt zwei zerfallende lineare Con- 

gruenzen. 





10. Der Durchschnittspunkt der Geraden g und j liegt auf x. 

Die Abwickelbare (#',x) ist| Die Singularitiitenfliiche ist eine Linien- 
eine Developpable  vierter | fliche vierter Ordnung mit einer dreifachen 
Classe mit der unendlich | Linie, mit welcher die Erzeugende zweimal 
entfernten Ebene als sta-|zusammenfillt. (Cremona N. 10.) In 
tioniire Ebene: |jeder Congruenz-Schaar giebt es zwei spe- 
| cielle; die Leitlinie der einen ist Const.= 0. 





11. g beriihrt x in einem Punkte, durch den j gelit. 
(J",) besteht aus einer De-| Die Singularitatenfliche besteht aus einer 
veloppablen dritter Classe|Cayley’schen Linienfliche dritter Ord- . 
und einem Ebenen - Biischel, nung und der singuliiren Tangentenebene 
dessen Axe g diejenige Linie|derselben. Es giebt eine zerfallende Con- 
jener Developpablen ist, die | gruenz. 
in der unendlich entfernten | 
Ebene liegt. | 


FE’, = 0 ist ein Kegel. 
Der Complex enthilt im Allgemeinen nur eine Schaar linearer Con- 
gruenzen. 

C. Die Kegel-Spitze liegt im endlichen Raume. Die Developpable 
(F,x) ist ein doppeltzihlender Kegel zweiten Grades. Die Singu- 
laritiitentliiche ist eine doppeltziihlende F'liiche zweiten Grades. Die 
Leitlinien der linearen Congruenzen sind die Erzeugenden des einen 
Systems. Dieselben sind im allgemeinen Falle zwei-zweideutig auf 
einander bezogen. 

12. 3 und x haben eine allgemeine gegenseitige Lage. Unter 
den linearen Congruenzen giebt es vier specielle. 

13. 0 und x beriihren einander einmal. Unter den vier specieilen 
Congruenzen sind zwei zusammengefallen. 


Mathematische Annalen, V. 
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14. d und x beriihren einander in zwei verschiedenen Punkten. 


Unter den vier speciellen Congruenzen fallen paarweise zwei zusammen. 

15. 8 und x haben drei consecutive Punkte gemein. Drei spe- 
cielle Congruenzen fallen zusammen. 

16. 0 und x haben vier consecutive Punkte gemein. Alle specielle 
Congruenzen haben sich vereinigt. 

17. 0 und x sind identisch. Alle lineare Congruenzen sind spe- 
cielle. Zwei consecutive Erzeugenden der Fliiche zweiten Grades be- 
stimmen jedesmal eine Congruenz und somit besteht dieselbe aus allen 
Tangenten der Fiche liings jener Erzeugenden. In der That hat auch 
Herr Klein schon 1869 (Math. Annal. II, pg. 198.) angegeben, 
dass die Gleichung X?-+ Y?-+ Z*? =O (die in gewodhnlicher Inter- 
pretation die Punkt-Kugel bestimmt) alle Tangenten einer Fiche 
zweiten Grades definirt. 

D. Die Kegel-Spitze liegt in der unendlich entfernten Ebene, 
die den Kegel nach zwei Geraden g und j schneidet. 

18. gy und j haben eine allgemeine Lage hinsichtlich x. 

Die Developpable (’,x) besteht aus zwei doppeltzihlenden Kbenen- 
Biischeln. Die Singularitiitenfliiche ist in zwei Ebenen-zerfallen. In 
diesen Ebenen liegt je ein Strahl-Biischel, deren Gerade zwei-zweideutig 
auf einander bezogen sind. Entsprechende Gerade sind Directricen 
einer linearen Congruenz, die dem Complexe angehért. Unter den Con- 
gruenzen giebt es zwei, und zwar specielle, deren Directricen mit 
Const. = 0 identisch sind. 

19. g schneidet x, j beriihrt denselben. 

Die Geraden der beiden Strahl-Biischel sind ein-zweideutig auf 
einander bezogen. Es giebt nur eine specielle Congruenz, deren Leit- 
linien in Const, = 0 zusammengefallen sind, ausserdem eine zerfallende 
Congruenz. 

20. g und j beriihren beide x. 

Die beiden Strahl-Biischel sind eindeutig auf einander bezogen, 
Der Complex ist eine Degeneration desjenigen, dessen Gerade ein 
Tetraeder nach constantem Doppel-Verhiiltnisse schneiden. Zwei zer- 
fallende Congruenzen. 

21. Der Schnittpunkt der Linien g und j liegt auf x. 

Die Singularitiitenfliiche besteht nur aus einer vierfachen Ebene. 
Der Complex besteht aus einer Schaar specieller linearer Congruenzen, 
deren Leitlinien einen ebenen Biischel bilden. Hierbei ist jede Linie 
des Biischels Leitlinie zweier speciellen Congruenzen. 

2. g beriihrt x in einem Punkte, durch den j geht. 

Die Singularitiitenfliche ist eine vierfache Ebene. Der Complex 
besteht aus einer Schaar specieller linearer Congruenzen, deren Leit- 
linien einen ebenen Strahl-Biischel bilden. Jede Linie des Biischels 
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ist Leitlinie emer Congruenz. Es giebt eine von Const. = 0 ver- 
schiedene Leitlinie, welcher eine zerfallende Congruenz entspricht. 

E. Der Kegel F, beriihrt die unendlich entfernte Ebene nach 
einer Geraden g. 

23. Die Kegel-Spitze und g haben eine allgemeine Lage hinsicht- 
lich x. 

Die Singularitiitenfliiche besteht aus zwei ebenen Strahl - Biischeln, 
deren Gerade zwei-zweideutig auf einander bezogen sind. Entsprechende 
Linien sind Directricen einer linearen Congruenz. Es giebt eine 
doppeltzihlende Congruenz, deren Leitlinien in Const. 0 zusammen- 
gefallen sind. Const. = 0 entspricht sich selbst, sowohl wenn man 
dieselbe -als dem ersten Biischel, wie als dem zweiten angehirig be- 
trachtet. 

24. g beriihrt x. Die Kegel-Spitze liegt nicht auf x. 

Die Singularitiitenfliiche besteht aus zwei ebenen Strahlen-Biischeln, 
die ein-zweideutig auf einander bezogen sind. Const. = 0 entspricht 
sich selbst, sowohl wenn sie als dem einen, als dem andern Biischel 
angehérig betrachtet wird. 

25. Die Kegel-Spitze liegt auf x; g hat eine allgemeine Lage. 

Die Singularitiitenfliiche ist eine vierfache Ebene. Der Complex 
besteht aus einer Schaar specieller Congruenzen, deren Leitlinien einen 
ebenen Strahl- Biischel zweimal erzeugen. Es giebt zwei Gerade in 
dem Biischel, und zwar ist Const. = 0 die eine, welche nur fiir cine 
specielle Congruenz Leitlinie sind. 

26. Die Kegel-Spitze liegt auf dem Kegelschnitte x, der von g 
beriihrt wird. 

Der Complex besteht aus einer Schaar specieller Congruenzen, 
deren Leitlinien einmal einen ebenen Strahl -Biischel erzeugen. Der 
Leitlinie Const. = 0 entspricht eine zerfallende Congruenz. Der Com- 
plex ist eine Degeneration desjenigen, dessen Gerade ein Tetraeder 
nach constantem Doppel-Verhiiltnisse schneiden. 

Es bleibt die Frage zu entscheiden, ob diese 26 Complexe wesent- 
lich verschieden sind. Wie die Untersuchung derselben zeigt, sind 21. 
und 25., wie auch 22. und 26. paarweise identisch, und sonst keine. 
Es giebt also 24 verschicdene Complexe zweiten Grades, deren Gleichung 
die Form F,(X Y Z) =0 erhalten kann. Die Haupttangenten -Cur- 
ven derselben hiingen von hyperelliptischen Transcendenten oder ein- 
facheren Functionen ab. 


Die Linien-Complexe F(X Y Z) = 0 sind, wie ich wiederholt 
bemerkt habe, als Degenerationen derjenigen Complexe zu betrachten, 


die durch eine homogene Gleichung zwischen X, Y, Z, H dargestellt 
16* 






244 Sornvs Lir. 


werden. Diese letzten Complexe kénnen dadurch charakterisirt werden, 
dass ihre Singularitiitenfliichen Regelflichen mit zwei geraden Leitlinien 
sind. Hierher gehéren insbesondere alle Complexe zweiten Grades, 
deren Singularititenfliiche eine Regelfliche ist. 

Nach Herrn Klein entsprechen jeder Kummer’schen Fliche 
vierter Ordnung mit 16 Knotenpunkten, und also zugleich jeder Regel- 
fliche vierter Ordnung mit zwei Doppellinien einfach unendlich viele 
Complexe zweiten Grades, deren gemeinsame Singularitiitenfliiche die 
Fiche ist. Jeder Complex bestimmt eine Curve auf der Fliche, den 
geometrischen Ort niimlich aller Punkte, deren siimmtliche zugehirige 
Tangenten Complexlinien sind. Diese Curve ist eine Haupttangenten- 
Curve. Es ist eben in dieser Weise, dass Herr Klein die Haupt- 
tangenten-Curven der Kummer'schen Fliiche findet. Diese Bestim- 
mungsweise wird in gewissem Sinne illusorisch, wenn die Fliche eine 
Regelfliiche ist, indem man alsdann bei directer Anwendung von 
Herrn Klein’s Methode nur die Erzeugenden selbst findet. Dies liegt 
darin, dass die einer solchen Regelfliiche zugehérige Schaar von Com- 
plexen in ein System von Complexen zweiten Grades und ein System 
linearer Complexe: 

X?+ Y?+ Z* — H*? = Const. 
zerfallt. Diese letzteren Complexe stehen, wie ich in § 12. unter 
einem anderen Gesichtspunkte gefunden habe, in derjenigen Beziehung 
zu der Regelfliiche, in welcher nach Klein ein allgemeiner Complex 
zweiten Grades zu seiner Singularitiitenfliiche steht. 


§ 24. 


Ueber die Haupttangenten-Curven des allgemeinen Complexes zweiten 
Grades. 


76. Ein jeder Linien- Complex bestimmt (§ 3., 10.; § 14.) eine 
partielle Differential-Gleichung erster Ordnung D,,, deren Charak- 
teristiken von den Geraden des Complexes umbiillt werden, und in- 
sofern existirt fiir einen gewissen Gesichtspunkt ein Zusammenhang 
zwischen der Pliicker’schen Linien-Geometrie und der Monge’schen 
Theorie partieller Differential-Gleichungen. Diese Bemerkung macht 
es a priori plausibel, bei dem Studium der Complexe den Haupttan- 
genten-Curven derselben eine besondere Aufmerksamkeit zu widmen, 
und hoffentlich wird der Inhalt des dritten Abschnitts bewiesen haben, 
dass eine soleche Richtung der Untersuchung in der That fruchtbar ist. 
Insbesondere schien es mir wahrscheinlich, dass die Bestimmung der 
Haupttangenten-Curven des allgemeinen Complexes zweiten Grades 
Interesse darbieten wiirde, dies um so mehr, weil diese Curven fiir den 
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Complex, dessen Singularitiitenfliiche ein Tetraeder ist, mit den von 
Herrn Klein und mir unter der Bezeichuung der Curven W untersuchten 
identisch sind, und diese letzten Curven — als ein riumliches Ana- 
logon der logarithmischen Spirale — héchst merkwiirdige Eigenschaften 
besitzen. Fiir einen Complex mit 16 Constanten fiihrte ich, wie im 
vorangehenden Paragraphe auseinandergesetzt, die betreffende Diffe- 
rential-Gleichung auf das von Jacobi geléste Problem: die geodiitischen 
Curven einer Fliche zweiten Grades zu finden, zuriick. Endlich fand 
ich, dass auch der allgemeine Fal! von der Integration eines bestimm- 
baren algebraischen Differentials abhing (Akademie zu Christiania. 
Octbr. 1870); die Form dieses Differentials zu bestimmen, war mir aber 
noch nicht gelungen, als eine briefliche Mittheilung des Herrn Klein 
mir es moéglich machte, dasselbe, oder eigentlich ein damit jiqui- 
valentes, hinzuschreiben*). 

77. Die folgenden Betrachtungen waren der Ausgangspunkt fiir 
den geometrischen Weg, der mich zu dem obenstehenden Resultat 
fiihrte. 

a) Herr Klein hat gefunden, dass die Kummer’sche Fliche 
vierten Grades mit 16 Knotenpunkten gemeinsame Singularitiiten- 
fliiche ist fiir einfach unendlich viele Complexe zweiten Grades, deren 
allgemeine Gleichung: 


avy l., ta +... . 
ie eS kg a 
derjenigen der confocalen Fliichen zweiten Grades analog ist. Diese 
Complexe werde ich mit Herrn Klein als confocale Complexe zweiten 
Grades bezeichnen. 

b) Die Kugeln, deren Centra auf einer beliebigen Fliche zweiten 
Grades aus einem gegebenen confocalen Systeme liegen, bilden sich 
($ 23., 72.) jedesmal als einer unter einfach unendlich vielen Linien- 
Complexen ab, die eine Linienfliiche vierten Grades als gemeinsame 
Singularitiitenfliiche besitzen. 

c) Der bekannte Satz, dass wenn man auf einer Fliche zweiten 
Grades die Tangenten einer geodiitischen Curve zieht, dieselben 
eine confocale Fliche beriihren, oder was auf dasselbe hinauskommt, 
dass zwei confocale Flichen zweiten Grades die vollstiindige Center- 
fiche fiir eine Schaar paralleler Flichen bilden, transformirt sich 
durch meine Kugel-Abbildung in das folgende Theorem: Den unter b) 


*) In der zweiten der nachstehenden Abhandlungen giebt Herr Klein eine 
elegante und vollstiindige algebraische Lésung des hier betrachteten Problems. 
Herr Darboux theilt mir eben mit, dass er die betreffende Kugel-Aufgabe er- 
ledigt hat und zwar in einer Weise, die durch meine Kugel-Abbildung genau 
der von Herrn Klein befolgten Methode entspricht. 
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untersuchten confocalen Linien-Complexen entsprechen Differential- 
Gleichungen D,,, die paarweise einfach unendlich viele gemeinsame 
Integrale besitzen. 

d) Aus Herrn Klein’s’ und meinen Untersuchungen iiber Fliichen 
W folgt, dass zwei Complexe zweiten Grades, deren gemeinsame 
Singularitiitenfliche ein Tetraeder ist, jedesmal einfach unendlich viele 
gemeitisame Integralfliichen besitzen. 

Es schien mir wahrscheinlich, dass die beiden letzten Siitze, die 
sich auf verschiedenartige Complexe zweiten Grades beziehen, Special- 
Fiille des folgenden Theorems sein: 

Zwei confocale Complexe zweiten Grades besitzen einfach unendlich 
viele gemeinsame Integralflichen. 

78. Indem ich meine Aufmerksamkeit auf die entsprechenden 
Kugel-Complexe und die zugehérigen D,, richtete, sah ich, dass wenn 
meine Vermuthung richtig war, fiir die dreifach unendlich vielen ge- 
meinsamen Fliichen- Elemente zweier D,. jedesmal die beiden zuge- 
horigen charakteristischen Richtungen orthogonal sein mussten. Dass diese 
nothwendige Forderung auch geniigt, folgt aus dem bekannten Satze: 
Zwei partielle Differential-Gleichungen erster Ordnung besitzen ein- 
fach unendlich viele gemeinsame Integrale, wenn fiir die dreifach un- 
endlich vielen gemeinsamen Fliichen-Elemente jedesmal die charak- 
teristische Richtung jeder Gleichung mit der Trajectorien-Richtung der 
anderen zufammenfillt. 

Es war also nothwendig und hinreichend zu beweisen, dass die 
einer beliebigen Kugel durch unsere einfach unendlich vielen D,, 
zugeordneten Trajectorien-Curven (§ 18., 55.) ein Orthogonal-System 
bilden, oder was auf dasselbe hinauskommt, dass dieses mit den einem 
beliebigen Punkte zugehérigen einfach unendlich vielen Normal-Kegeln 
der Fall ist (§ 18., 55.). Wenn nun H = 0 ein linearer Complex 
ces confocalen Systems ist, so sind die besprochenen Kegel, wie man 
leicht sieht, vom zweiten Grade, und also miissen sie vier gemeinsame 
Tangentenebenen, welche zugleich deu imaginiiren Kreis beriihren, 
besitzen. Alsdann miissen die einem beliebigen Punkte zugehérigen 
elementaren Complex - Kegel vier gemeinsame Erzeugende, deren Liinge 
gleich Null ist, haben. : 

Dieses letzte ist aber, wie wir sogleich beweisen werden, durch 
unsere Kugel-Abbildung eine Consequenz davon, dass die betreffenden 
Linien-Complexe dieselbe Singularitiitenfliiche haben. Man_betrachte 
nimlich im Raume R einen Kugel-Complex des confocalen Systems 
und einen beliebigen Punkt P, andererseits in r den entsprechenden 
Linien-Complex und die Linie /, welebe das Bild von P ist. Die 
Kugeln unseres Complexes, deren Trajectorien-Kreise durch P gehen, 
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umhiillen den zugehdrigen elementaren Complex- Kegel und bilden sich 
in r als Gerade g*) ab, welche / schneiden und zugleich in diesem 
Schnittpunkte einen Complex-Kegelschnitt, dessen Ebene die Linie / 
enthilt, beriihren. Wenn zwei consecutive Gerade g sich in einem 
auf 7 gelegenen* Punkte p schneiden — was nur in den vier Schnitt- 
punkten p,, p., p3, py von J mit der Singularitiitenfliiche eintritt —, 
so beriihren sich die Bild-Kugeln, deren Durchschnitts-Curve somit 
zerfallt, und zwar in eine durch P gehende Gerade ZL zusammen mit 
einer anderen imaginiiren Linie, die hier nicht in Betracht kommt. 
Nun sind die Geraden L,, L,, L,, L£, einerseits die Bilder der Punkte 
Pi> Poy» Pz» Py» andererseits liegen sie auf dem elementaren Complex- 
Kegel, und also enthalten, wie friiher behauptet, die einem Punkte 
zugehérigen elementaren Complex-Kegel vier gemeinsame Linien, die 
den imaginiiren Kreis schneiden. 

Zwei confocale Linien- Complexe zweiten Grades bestimmen immer 
einfach unendlich vicle Flichen, deren beide Systeme von Haupltangenten 
beziiglich den beiden Complexen angchiren. Wenn die gemeinsame Singu- 
larititenfliche ein Tetraeder ist, so sind die eben besprochenen Fliichen 
mit denen identisch, welche Herr Klein und ich unter der Bezcichnung: 
Fliichen W untersucht haben**). 

Mit Beriicksichtigung dieses Satzes wie der Entwickelungen in 
Nummer 50, wiirde es nicht schwer sein zu beweisen, dass die Haupt- 
tangenten-Curven eines Complexes zweiten Grades mit 17 Constanten 
|jaX?+ bY?+ ¢Z? + dH* =0| durch Quadratur eines algebraischen 
Differentials bestimmt werden kiénnen; ich gehe aber darauf nicht 
niher ein. 

79.~ Eine Schaar confocaler Kugel- Complexe zweiten Grades ordnet 
nach dem Obenstehenden jedem Punkte P einfach unendlich viele con- 


*) Die Complexlinien g gehéren der Polar-Congruenz der Geraden 7 hin- 
sichtlich unseres Complexes. Cir. Pliicker, Neue Geometrie des Raumes, n, 304. 

**) Wenn ein Complex zweiten Grades aus unserem confocalen Systeme con- 
tinuirlich in einen doppeltziihlenden linearen Complex tibergeht, so wird die zu- 
gehirige D,, eine lincare Differential-Gleichung, und zwar entspricht dieselbe der 
dem linearen Complexe zugehérigen Congruenz zweiter Ordnung und Classe, welche 
von Doppeltangenten der betreffenden Kummer'’schen Fliiche gebildet wird. 
Setzen wir nun voraus, dass in dem Satze des Textes der eine Complex ein all- 
gemeiner, der zweite cin linearer ist, so werden also die gemeinsamen Integral- 
flichen Linienfliichen. Unter den Integralflichen eines Complexes zweiten Grades 
finden sich im Allgemeinen sechs Schuaren von Regelflichen, deren Erzeugende die 
Singularitdtenfliche zweifach beriiren. Wenn beide Complexe linear sind, so erhiilt 
man den folgenden Satz: Zwei beliebige unter den sechs Congruenzen zweiter Ord- 
nung und Classe, die einer Kummer’schen Fliche angehéren, bestimmen einfach 
unendlich viele Hyperboloide, deren Erzeugende beziiglich den beiden Congruenzen 
angehiéren. Diese Hyperboloid-Schaaren zerfallen iibrigens jedesmal in zwei Gruppen. 
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focale Kegel zweiten Grades zu*), und offenbar finden sich unter den- 
selben drei paarweise orthogonale Ebenen, den drei**) Complexen, 
welche die Punkt-Kugel P enthalten, entsprechend. Man erkennt 
leicht, dass diese Ebenen in P drei Flichen beriihren, solche niimlich, 
die deu geometrischen Ort fiir Punkt-Kugeln unserer Complexe bilden. 
Beriicksichtigt man nun, dass diese Fliichen als das Bild einer Schaar 
Linien - Congruenzen zweiter Ordnung und Classe, von vierter Ordnung 
sind und dabei den unendlich weit entfernten, imaginiiren Kreis zwei- 
fach enthalten, so kann man den folgenden Satz aussprechen: 

Die Punkt- Kugeln confocaler Kugel- Complexe zweiten Grades bilden 
einfach unendlich viele Fliichen vierter Ordnung, die einem irreductiblen 
Orthogonal- Systeme, und zwar dem Darboux-Moutard’schen ange- 
horen. 

Wihlt man nun, wie sich von selbst darbietet, dieses Orthogonal- 
System zum Coordinaten -Systeme und zu Punkt-Coordinaten die Para- 
meter 4,, 4,, 4, der durch einen Punkt gehenden Fliichen, so lisst 
die Gleichung D,, eines Complexes, dessen Parameter ¢ ist, sich 
folgendermassen schreiben: 

2 2 2 
(1) (A, 4,Aa;¢) (i) + [ (4,434, €) Gy + [434,42 6) Gr oaled 
Dieses liegt darin, dass die friiher besprochenen drei orthogonalen 
Tangentenebenen jedesmal Hauptebenen des elementaren Complex- 
Kegels sind. 

Wenn nun 4,, 4,, 4, constant bleiben, ¢ dagegen variirt, so sollen wir 
nach dem Obigen eine Schaar Kegel erhalten, welche vier Erzeugende, 
und zwar solche, die den imaginiiren Kreis schneiden, gemein haben. 
Die Gleichung dieser Kegel in Ebenen-Coordinaten hat dieselbe Form 
wie diejenige confocaler Kege! in Punkt-Coordinaten, und also kann 
[{ (4,4,4,¢) auf die Form: 

F(a, 4 43) 
@ (Ay Ag Age) — @ (Ay Ay As Ay) 
gebracht werden. Der Nenner soll nw unter der Voraussetzung c= 4, 
verschwinden, und also muss (4, A, A, ¢) eine ganze und lineare Func- 
tion der Grosse ¢ sein 





*) Wenn die confocalen Kugel-Complexe von Kugeln gebildet werden, deren 
Mittelpunkte auf confocalen Flichen zweiten Grades liegen, so sind die im Texte 
besprochenen confocalen Kegel Tangenten-Kegel der genannten Fliichen, 

**) Ueberdies gehdrt die Punkt-Kugel P dem linearen Complexe H = 0 an. 

***) Es wiire auch denkbar, dass @ eine ganze und lineare Function eines 
a+e 

b-+e 

Variabeln 2,, 4, 4, abhiingen. Dieser Fall wird leicht auf den im Texte be- 

sprochenen zuriickgefiihrt. 


folgenden Ausdrucks wiire, dabei vorausgesetzt, dass a und b nur von den 


















Partielle Differential-Gleichungen und Complexe. 


Pp = (A, A, Ay) © + Y, (A; Ay As). 
Bei Kinsetzung dieses Werthes erhiilt f(A, 4, 4, ¢) die folgende Form: 
TH(A, dy Ay)” 

e—A, 

Wenn nun unter den drei Functionen TT die eine gleich Null wird, 
so zerfallen alle dem betreffenden Punkte zugehdrigen elementaren 
Complex - Kegel in zwei ebene Biischel, deren Axen in einer gemein- 
samen Ebene liegen. Dieses tritt nur ein, wenn der Punkt 4 auf 
einer unter den fiinf Kugeln, die unserem Orthogonal-Systeme ange- 

héren, gelegen ist. 

Wenn andererseits unter den Functionen TT die eine unendlich 
wird (oder, was auf dasselbe hinauskommt, zwei zu gleicher Zeit ver- 
schwinden), so gehen alle elementaren Complex-Kegel in dusselbe 
doppeltziihlende Ebenen-Biischel iiber, Dieses kann nur _ eintreffen, 
wenn der Punkt 4 sich auf der dem Orthogonal. Systeme zugehérigen 
imaginiiren Developpablen befindet. 

In dieser Weise liisst sich beweisen, dass TT(A, 4, 4;) auf die 
folgende Form gebracht werden kanu*): 

F(4,) 
(42) — (az)? 
dass also (1) sich folgendermassen schreiben liisst: 
& 2 Py 2 
U(c) <4 F(a) ; da, - __ FQ) ; diy ihe 
P(A.) — Mts) Ay—e * Ms) — 9) b—e 
doy? 

-- i F(a), (ir — 0), 

p(ay) — p(4e) 2,-—€ 

Ich betrachte nun die einfach unendlich vielen gemeinsamen 

Integralflichen der beiden Gleichungen: 

(2) U(c,) =, Ue,) =0 

und die entsprechenden Durchschnitts-Curven mit einer gewihlten 
Fliiche 4,. Diese Curven-Schaar wird bestimmt durch eine Differential- 
Gleichung zwischen 2, und 4,, die aus (2) sich herleiten, liisst, und 
zwar findet man, dass die Variabeln unmittelbar separirt werden kénnen. 
Es werden aber die besprochenen Integralflichen zweifach von solchen 
Durchschnitts-Curven erzeugt, und also giebt die allgemeine Gleichung 
der Curven zugleich die Gleichung der zugehérigen Integralflichen. 

Liisst man endlich ¢, variiren, ¢, dagegen constant bleiben, so 
erhilt man ein vollstindiges Integral der Differential-Gleichung U (c,) =0, 


*) Meine Betrachtungen schliessen nicht die Méglichkeit aus, dass TT (A, 2 23) 
nur yon 4, abhiingt, worauf ich aber hier nicht niiher eingehen will, 
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und also kénnen wir behaupten, dass die Bestimmung der Haupttan- 
genten-Curven des allgemeinen Complexes zweiten Grades auf Quadratur 
eines algebraischen Differentials zuriickgefiihrt werden lann. 


80. Im Anschluss za dem Vorangehenden mochte ich hier an- 
fiihren, dass ich durch iihnliche Betrachtungen den folgenden inte- 
ressanten Saiz gefunden habe: 

Wenn zwei beliebige Linien- Complexe cines irreductiblen Systems 
jedesmal einfach unendlich viele gemeinsame Integralflichen besitzen, so 
haben die Complexe dieselbe Singularititenfliche. 

Herr Klein theilt mir den folgenden einfachen Beweis dieses 
Satzes mit: Nach Voraussetzung miissen auch zwei consecutive Com- 
plexe des Systems co' gemeinsame Integralfliichen haben. Die beiden 
Schaaren von Haupttangenten einer solchen Fliche kénnen, wie die Com- 
plexe, nur unendlich wenig verschieden sein, d. h. die Fliiche ist eine 

; Developpable. Nun besitzt aber ein Complex unter seinen Integral- 
flichen keine anderen Developpablen, als die einfach unendlich vielen 
seiner singuliren Linien. Der consecutive Complex hat also mit dem 
gegebenen dessen singuliire Linie gemein, und das ist fiir die Com- 
plexe mit gemeinsamer Singularitiitenfliiche charakteristisch. 

Benutzt man den von Klein, Gottinger Nachr. 1871, No. 4 ein- 
gefiihrten Begriff der involutorischen Lage zweier Linien-Complexe, so 
gilt der folgende Satz: - 

Besitzen die zweien Linien-Complexen zugchirigen D,, einfach un- 
endlich viele gemeinsame Integralflichen, so liegen die Complexe in In- 
volution. 

Mein anfinglich gegebener Satz folgt als Corollar aus diesem in 
Verbindung mit einem Theorem, welches mir Herr Klein mitge- 
theilt hat: 

Liegen die Complexe eines irreductiblen Systems paarweise in In- 
volution, so besitzen dieselben eine gemeinsame Singularitdtenfliche. 


§ 25 
Zusammenhang zwischen der Theorie zweier Flachen vierter Ordnung. 


81. Unter den Fliichen vierter Orduung, giebt es zwei, zuerst von 
Herrn Kummer untersuchte, welche ich hier betrachten will: die mit 
16 Knotenpunkten, f,, und die mit einem Doppelkegelschnitt, J’,. 
Beide Fliichen geben Anlass zu einer Gleichung sechszehnten Grades; 
die eine durch ihre Knotenpunkte, die andere durch die auf ihr ge- 
legenen geraden Linien. Die letztere fiihrte Herr Clebsch auf eine 
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schon von Herrn Kummer aufgestellte Gleichung fiinften Grades zu- 
riick. (Borchardt’s Journal Bd. 67.) Andererseits fand Herr Jor- 
dan, dass die erstere Gleichung auf eine soleche vom sechsten Grade 
zuriickkommt (Borchardt’s Journal Bd. 70.). Es fand dies seine geo- 
metrische Begriindung in den auf diese Fliche beziiglichen Unter- 
suchungen des Herrn Klein (Matth. Ann. Bd. 2.). Derselbe fand 
ferner, als er sich im Herbste 1869 mit der eben von Herrn Nother 
gegebenen Abbildung des linearen Complexes beschiiftigte, dass jene 
Abbildung einen allgemeinen und einfachen Zusammenhang zwischen 
beiden Flichen darlegt, insbesondere die beiden Gleichungen sechs- 
zehuten Grades in Verbindung setzt (vergl. eine Note diese Ann. Bd. IV., 
p- 357.) Einige Monate spiiter fand ich durch meine Imaginiir-Theorie, 
unabhiingig von den genannten Herren, dieselbe Abbildung wie auch 
den betreffenden Zusammenhang, woriiber ich indess damals nichts 
verdffentlichte. 


Nachdem ich im Sommer 1870 gefunden hatte, dass die Néther’sche 
Abbildung sich als Grundlage einer weitergehenden Theorie betrachten 
liess, war es natiirlich, dass ich zuerst meine Theorien auf die beiden 
genannten Flichen anwandte. In dieser Weise fand ich sogleich, dass 
die Darboux-Moutard’sche Bestimmung der Kriimmungslinien auf 
derjenigen F’;, die den imaginiiren Kugel-Kreis enthilt, die Haupt- 
tangenten-Curven auf der Kummer’schen Fliiche /, ergiebt. Ich 

. werde im Fulyenden zeigen, wie sich mehrere andere, im Allgemeinen 
bekannte Theorien dieser Flichen durch die Néther’sche Abbildung 
und meine darauf begriindete Kugel- Abbildung in einander iiberfiihren 
lassen. _ 

Kine jede auf F', gelegene Curve n' Ordnung schneidet den 
imaginiren Kreis in 2 Punkten, und bildet sich also (§ 8., 26.) in 
y als eine Linienfliiche xn‘ Ordnung, die f, nach einer Curve 2n'« 
Ordnung beriihrt, ab. Beispielsweise geben die 16 Geraden von F',, von 
denen jede fiinf der iibrigen schneidet, 16 ebene Strahl-Biischel, die 
/, nach Kegelschnitten beriihren, und hierbei hat jeder Biischel eine 
Gerade mit fiinf anderen gemein (§ 7., 21.). Ferner gehen die auf 
I’, gelegenen zehn Kreisschaaren iiber in zehn Hyperboloid-Schaaren, 
die /,; nach Curven vierter Orduung beriihren u. s. w.*). 


*) Die hier angedeutete Methode zur Discussion der Kummer’schen Fliche 
und einer zugehérigen Congruenz zweiter Ordnung und Classe griindet sich auf 
die Abbildung des linearen Complexes in cinem Punktraume. Einfacher ist es, 
den Ausgangspunkt in der Abbildung desjenigen Complexes, dessen Singularitiiten- 
fliiche ein Tetraeder ist, zu nehmen. (Lie, Repr. der Imag., Akademie zu Chri- 
stianiy 1869, pg. 107, 122 —130.) 
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Die allgemeinen Entwickelungen in N. 25. zeigen, dass die auf F, 
gelegenen Curven C, deren Liinge gleich Null ist, sich als Curven 
e auf f, abbilden, deren Tangenten diese Fliiche zweifach beriihren. 
Nun hat einerseits Herr Darboux (nach einer miindlichen Mittheilung) 
gefunden, dass die Auffindung der Curven C sich auf Quadratur zu- 
riickfiihren liisst, andererseits hat Herr Klein dieselbe Bemerkung 
hinsichtlich derjenigen auf f, gelegenen Curven gemacht, deren Tan- 
genten singulire Linien eines zugehdrigen Complexes zweiten Grades 
sind (vgl. Gott. Nachr. 1871, Nr. 1.). Setzt er insbesondere voraus, 
dass der Complex ein linearer ist, so findet er die Curven c, und 
offenbar ist diese letzte Bestimmung durch meine Abbildung mit der- 
jenigen des Herrn Darboux iiquivalent. 

82. Die Herren Darboux und Moutard haben bekanntlich ge- 
funden, dass eine J’, auf fiinf Weisen als vollstiindige Enveloppe von 
zweifach unendlich vielen Kugeln, die jedesmal eine Kugel S_ ortho- 
gonal schneiden, aufgefasst werden kann. Diese fiinf Kugeln S 
schneiden einander paarweise orthogonal; ferner fiihrt eine Trans- 
formation durch reciproke Radien hinsichtlich einer Kugel S jedesmal 
die F’, in sich selbst iiber. 

Andererseits hat Herr Kummer gezeigt, dass die Doppeltangenten 
einer f, sechs Congruenzen zweiter Ordnung und Classe bilden, und 
hierbei liegen die sechs entsprechenden linearen Complexe C nach 
Herrn Klein paarweise in Involution. Die Fliche transformirt sich 
in sich selbst einerseits durch eine jede reciproke Umformung hinsicht- 
lich eines linearen Complexes C, andererseits durch die 15 reciproken 
Punkt-Transformationen, zu denen die eben besprochenen Transfor- 
mationen sich paarweise zusammensetzen lassen. 

Diese letzte Theorie geht, wenn H =O als ein Complex C ge- 
wahlt wird, durch meine Kugel-Abbildung unmittelbar in die erste 
iiber. 

83. Herrn Klein’s Darstellung eines Systems confocaler Linien- 


Complexe mittelst seiner 6 Fundamental-Complexe: 7, == 0, x, = 0, 
ee 

aa 
(1) atc a i ae = 0, 


wobei die Linien-Coordinaten einer Bedingungs- Gleichung: 
2 ~ 2 aS sume 
oe? +a +--+ a? =0 
geniigen, giebt eine elegante Form*) fiir die allgemeine Gleichung 
*) Es ist mir nicht bekannt, dass diese Form veriéffentlicht worden ist. Nach 
einer brieflichen Mittheilung des Herrn Darboux findet sich indessen dieselbe 


bereits in einem ungedruckten Memoire, welches er 1868 der Pariser Akademie 
eingereicht hat. 
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eines Darboux-Moutard’schen Orthogonal-Systems, die folgende 
niimlich: st 

(2) ky 5 it < iv °° "Rae petty 

Die fiinf Punkt- Coordinates » S,...8,, zwischen denen eine Be- 
dingungs- Gleichung: 





8° + 8? +--+ 8,2 =0 
stattfindet, bezeichnen die mit gewissen Coefficienten multiplicirten 
Potenzen eines Punktes hinsichtlich der fiinf paarweise orthogonalen 
Kugeln S. 

Herr Klein hat aus der Gleichung (1) geschlossen, dass die Ge- 
raden eines Complexes zweiten Grades ak] in Grapeen zu 32 zusammen- 
fassen lassen, und zwar in solcher Weise, dass eine jede unter den 
friiher besprochenen Transformationen eine beliebige Gruppe in sich 
selbst iiberfiihrt. Ebenso zeigt (2), dass die Punkte einer F’, sich zu 
16 zusammenordnen, dergestalt, dass eine jede Transformation durch 
reciproke Radien hinsichtlich einer Kugel S die Gruppe ungeiindert 
lisst. Auf die Existenz dieser Punkt-Gruppen hat mich Herr Dar- 
boux aufmerksam gemacht*) 

Man betrachte einen Linien-Complex, dessen Gleichung nur die 
Quadrate der Klein’schen Coordinaten a, ... 2, enthilt. Der Com- 
plex, wie auch die Singularitiitenfliiche, sind ihre eigenen reciproken 
Polaren hinsichtlich eines jeden der sechs Fundamental- Complexe. In 
Folge dessen ordnen die Doppeltangenten jener Fliiche sich im Allge- 
meinen in sieben Congruenzen, unter denen sechs je einem Funda- 
mental- Complexe gehéren. Nach einem Satze von mir (§ 12.) findet 
man sechs§ algebraische Haupttangenten-Curven, die nach Herrn Klein 
zugleich Curven vierpunktiger Beriihrung sind. Diese Siitze iiber- 
tragen sich siimmtlich auf Kugel- Geometrie**). 

Hier mag die Bemerkung ihren Platz finden, dass Herrn Mou- 
tard’s Untersuchungen iiber Flichen, die von zweifach unendlich vielen 
Orthogonal-Kugeln einer Kugel umbiillt werden, durch meine Abbil- 
dung einem Studium von Linien-Congruenzen, die einem linearen 
Complexe angehiéren, entsprechen. 

*) Bemerkenswerth ist auch, dass die Aufgaben: alle Special-Formen der 
Flachen F', und f, anzugeben, iiqnivalente Probleme sind. Die Untersuchungen 
des Herrn Korndérfer (Math. Ann. I. pg. 692, II. pg. 41) lassen sich also fiir 
die Theorie der Kummer'’schen Fliiche vierter Ordnung mit 16 Knotenpunkten 
verwerthen. 

**) Sind F, F,, F'3-rationale Functionen von x,?, 7, 23, 7, %, und 2%, 80 
definiren die Gleichungen F',=0, I, = 0, F'; = 0 eine Linienfliiche, die ihre 
eigene reciproke Polare hinsichtlich «,— 0 ist. In Folge dessen findet man (§ 12.) 
eine algebraische Haupttangenten-Curve auf derselben und darnach die iibrigen 
durch Quadratur. Geht auch «, nur mit seinem Quadrate in den Gleichungen ein, 
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§ 26. 
Zur Theorie des linearen Complexes. Ueber Herrn Klein’s metrische 
Linien -Geometrie. 


84. Im Raume r treten bei unserer Kugel- Abbildung ein linearer 
Complex H = 0, und eine Gerade desselben Const. = 0, als ausge- 
zeichnetes Gebilde auf; andererseits ist der unendlich weit entfernte 
imaginiire Kreis ein Fundamental-Gebilde in 2, und zwar das einzige. 
Es folgt hieraus, dass die gewéhnliche metrische Geometrie, die sich 
ja tiberhaupt mit auf den genannten Kreis beziiglichen projectivischen 
Beziehungen beschiiftigt, in eine Geometrie*) iibergeht, dessen Gegen- 
stand covariante Beziehungen hinsichtlich eines linearen Complexes 
und einer Geraden desselben sind. Entsprechende Bemerkungen kénnen 
hinsichtlich einer jeden Abbildung gemacht werden, bei welcher Fun- 
damental-Gebilde in zwei Kiiumen auftreten. Ohne auf das_hiermit 
angedeutete geometrische Princip niiher einzugelen, werde ich das 
Obengesagte durch einige Beispiele, unter denen insbesondere das letzte 
wichtig ist, erkliiren. 

a. Ks liasst sich die Aufgabe stellen, alle Gruppen linearer Trans- 
formationen anzugeben. Ich sage dabei, dass eine continuirliche oder 
discontinuirliche Schaar Transformationen eine Gruppe bilden, wenn 
die Combination einiger dieser Transformationen jedesmal mit einer 
Transformation .der gegebenen Sehaar iiquivalent ist. Herr Jordan 
hat insbesondere alle Gruppen von ewegungen bestimmt (Annali, ser. 
I]. t. HL.). 

Erinnert man sich nun (§ 13., 36.), dass den Bewegungen des Ranu- 
mes It, lineare Transformationen des anderen Kaumes entsprechen und 
zwar solehe, bei denen einfach unendlich vicle lineare Complexe, die 
sich nach einer gemeinsamen Geraden beriihren, in sich sibergefiihrt 
werden, so sieht man, dass unsere Abbildung, auf die Jordan’sche 
Theorie angewandt, alle Gruppen unter den eben besprochenen linearen 
Transformationen ergiebt. 

b. Die Fliichen eines irreductiblen Orthogonal-Systems in J? sind 
bekanntlich in eine imaginiire Developpable eingeschrieben; demzufolge 


so ist die Linienfliiche ihre eigene Polare, sowohl hinsichtlich 7, = 0 wie hin- 
sichtlich «, = 0. Alsdann findet man zuerst zwei algebraische Haupttangenten - Cur- 
ven und darnach die iibrigen durch algebraische Operationen. 

*) Bemerkenswerth ist, dass dem Winkel-Begriffe des Raumes R im anderen 
Raume cin Begriff entspricht, der sich nur auf den linearen Complex (I = 0), 
dagegen nicht auf die Gerade (Const. = 0) bezieht. Der Beweis liegt darin, dass 
einer jeden Transformation des Kaumes 7, die den Complex H = 0 in sich iiber- 
fiihrt, eine Umformung von R entspricht, bei welcher alle Winkel ungeiindert 
bleiben (§ 13., 36.). 
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bilden sie sich in r als Congruenzen C ab, deren Brennfliichen*) ein- 
ander nach einer gemeinsamen Haupttangenten-Curve beriihren. Der 
bekannte Satz, dass die Fliichen eines Orthogonal-Systems einander 
nach Kriimmungslinien schneiden, zeigt mit Beriicksichtigung des 
Theorems in (§ 12., 33.), dass die gemeinsamen Geraden zweier Con- 
gruenzen C eine Linienfliche bilden, welche die beiden zugehdérigen 
Brennfliichen nach Haupttangenten-Curven beriihrt. Nun giebt es 
bekanntlich unbegrenzt viele Orthogonal-Systeme, und also kann ein 
linearer Complex auf unbegrenzt vielen Weisen getheilt werden in Con- 
gruenzen, welche die Eigenschaft besitzen, dass die zweien Congruenzen 
gemeinsame Linienfliiche jedesmal die zugehirigen Brennfliichen nach 
Haupttangenten - Curven beriihrt**). 

85. Schon in der Einleitung habe ich hervorgehoben, dass ich, 
wiihrend ich mich mit den Ideen dieser Abhandlung beschiiftigte, im 
lebhaften Verkehr mit Herrn Klein gewesen bin. Derselbe theilte 
meine Ueberzeugung, dass der von mir gefundene Zusammenhang 
zwischen Linien-Geometrie und Kugel-Geometrie, wie auch zwischen 
Haupttangenten-Curven und Kriimmungslinien ein wesentlicher Ge- 
danke sei. In Folge dessen entwickelte er denselben selbstiindig, und 
insbesondere beschiiftigte er sich zu derselben Zeit wie ich mit solchen 
Linien-Systemen des linearen Complexes, die den Orthogonal-Systemen 
des gewdhnlichen Punkt-Raumes entsprechen. Er wurde hierdurch 
auf diejenigen Ideen gefiihrt, die er in den Géttinger Nachrichten 1871, 
Nr. 4. dargestellt hat, und welche er ausfiihrlicher und in umgestalteter 
Form in der folgenden Abhandlung auseinandersetzen wird. 

Der im Schlusse der vorangehenden Nummer aufgestellte Satz 
kann die Frage veranlassen, ob die besprochene Kigenschaft fiir den 
linearen Complex charakteristisch ist, oder ob dieselbe einem jeden 
Complexe zukommt. 

Andererseits fiihrt die von Herrn Klein gegebene Gleichungs- 
form confocaler Complexe zweiten Grades in Verbindung mit den 
Theorien des Paragraphen 24. natiirlich darauf, diese Complex -Schaar 


*) Wenn das gegebene Orthogonal-System das Darboux-Moutard’sche 
ist, so sind die Brennfliichen (§ 24., 79.) eine Schaar Kummer’scher Flichen 
vierter Ordnung mit 16 Knotenpunkten, die einander nach einer gemeinsamen 
Haupttangenten-Curve achter Ordnung und Classe beriihren, und sonst keinen 
Schnittpunkt haben. Es ist bemerkenswerth, dass wenn man unter diesen Fliichen 
eine beliebige nimmt und alle zugehirigen confocalen Complexe zweiten Grades 
betrachtet, die im ‘Texte besprochene Congruenz-Schaar sich immer als Durch- 
schnitt dieser Complexe mit einem doppeltziihlenden linearen Complex desselben 
Systems auffassen liisst. 

**) In dieser Weise findet man beliebig viele algebraische Fliichen mit alge- 
braischen Haupttangenten - Curven. 
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als ein Analogon im Linien-Raume von den Orthogonal-Systemen des 
gewohnlichen Punkt-Raumes aufzufassen. Ks liegt hier zugleich nahe, 
eine Erweiterung des Dupin’schen Theorems und zwar in der folgenden 
Form zu vermuthen: die Linienfliche, welche dreien der Complexe 
gemeinsam ist, beriihrt die Brennfliiche der zweien dieser drei Com- 
plexe gemeinsamen Congruenz nach einer Haupttangenten-Curve. Ist 
dieser Satz bewiesen, so fragt es sich, ob noch mehrere Systeme von Linien- 
Complexen in dieser Beziehung stehen. Herr Klein hat nun gefunden*), 
dass diesen unbestimmten Speculationen, die sich auch mir dargeboten 
hatten, eine Realitit entspricht. Beim Beweise benutzt er in seiner 
ersten Mittheilung zur Bestimmung der geraden Linie vier Coordinaten, 
welche mit den von mir in dieser Abhandlung und auch in friiheren 
Arbeiten als Linien- oder Kugel-Coordinaten**) benutzten vier Gréssen 
X, Y, Z, H identisch sind. Er kniipft daran die weitere Bemerkung, 
dass unter der Zugrundelegung dieser Coordinaten die Linien-Geometrie 
mit der metrischen Geometrie zwischen vier Variabeln identisch wird, 
insofern niimlich bei ihrer Zugrundelegung das Moment zweier Geraden 
sich darstellt wie die Entfernung zweier Punkte im Raume von vier 
Dimensionen und die Bedingung fiir die involutorische Lage zweier 
Complexe wie die Bedingung fiir die Orthogonalitiit zweier Fliichen in 
diesem Raume. 

Es ist dieses offenbar etwas Anderes als der schon friiher von 
mir hervorgehobene Zusammenhang zwischen gewissen Theorien der 
Pliicker’schen Linien-Geometrie und einigen Problemen der gewoéhn- 
lichee: mncteinchen Cosmscteie. Christiania, 15. Novbr. 1871. 

Nachschrift. Nachtriiglich erfahre ich neue und wichtige Beziehungen 
zwischen meinen und Herrn Darboux’s Arbeiten. Derselbe theilt mir niimlich 
mit, dass er alle Beriihrungs-Transformationen eines Raumes von n Dimensionen 
bestimmt habe, und dass er sich ferner mit der einem Curven-Complexe [und 
zugleich auch mit der einem Fliichen-Complexe] zugehdrigen partiellen Gleichung 
erster Ordnung beschiiftigt habe, ohne indessen bis jetzt etwas dariiber zu ver- 
éffentlichen. Es stehen diese Arbeiten des Herrn Darboux in Verbindung mit 
seinen fundamentalen Untersuchungen iiber die partiellen Differential - Gleichungen. 

Miirz 1872. 


*) Géttinger Nachrichten, Miirz 1871. 

**) Ich muss hinzufiigen, dass die Coordinaten X, Y, Z, H als ein Degene- 
rationsfall der von Herrn Klein 1868 eingefiihrten 6 homogenen Linien-Coor- 
dinaten, zwischen denen eine Bedingungs-Gleichung von der Form: 

“P+ aPr+---x2=0 
stattfindet, aufzufassen sind (§ 10., 30.), 















Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie. 


Von Fenix Kuei in Gérrimneen. 


In der vorstehenden Abhandlung hat Herr Lie unter Anderem 
eine fundamentale Analogie entwickelt, welche zwischen der Geometrie 
des linearen Complexes und der gewoéhnlichen metrischen Geometrie 
besteht. Diese Analogie kommt darauf zuriick, dass man den linearen 
Complex eindeutig auf den Punktraum abbilden kann*), wobei im 
linearen Complexe eine einzelne Linie, im Punktraume ein Kegel- 
schnitt als Fundamentalgebilde auftritt. Denn die metrische Geometrie 
ist ja nichts anderes, als die Untersuchung der projectivischen Eigen- 
schaften der riiumlichen Gebilde unter Zugrundelegung eines ein fiir 
allemal gegebenen Kegelschnittes, des unendlich fernen imaginiren 
Kreises. Die Geometrie des linearen Complexes ist durch die frag- 
liche Abbildung also mit der metrischen Geometrie in Verbindung 
gesetzt, jedoch so, dass im linearen Complexe noch eine Linie will- 
kiirlich ausgezeichnet ist. — Der hierdurch aufgedeckte Zusammenhang 
zwischen zwei auf den ersten Blick sehr heterogenen Gebieten der 
Geometric muss nach beiden Seiten hin von grosser Fruchtbarkeit sein. 
Es mag hier geniigen, in diesem Betracht auf den reichen Inhalt der 
vorstehenden Abhandlung zu verweisen, insbesondere auf die dort ge- 
gebene Beziehung zwischen dem Probleme der Haupttangenten-Curven 
und der Kriimmungs-Curven. 

Ankniipfend an diese Untersuchungen von Herrn Lie, iiber die 
ich durch wiederholte ausfiihrliche Mittheilungen desselben unterrichtet 
war, fand ich, dass in ganz gleicher Weise, wie die Geometrie des 
linearen Complexes mit der metrischen Geometrie des gewéhnlichen 
Raumes zusammenhiingt, ein Zusammenhang besteht zwischen dem Ge- 
sammtinhalte der Linien-Geometrie und der metrischen Geometrie des 
Raumes von vier Dimensionen.**) In diesem Betracht stellte ich ins- 

*) Auf diese Abbildung ist zuerst durch Herrn Néther aufmerksam gemacht 
worden: Zur Theorie algebraischer Functionen, Gétt. Nachrichten. 1869. 

**) Unter der metrischen Geometrie eines .solchen Raumes ist wiederum die 
Untersuchung der projectivischen Eigenschaften seiner Gebilde unter Zugrunde- 
legung eines ausgezeichneten Gebildes zu verstehen, welches dem Kegelschnitte 
der gewdhnlichen Geometrie entspricht. Bestimmt man, wie gewéhnlich bei me- 
trischen Untersuchungen, das Raumelement (den Punkt) durch rechtwinklige Coor- 
dinaten, hier also durch vier Coordinaten x, y, z, t, so besteht das fragliche Ge- 
bilde aus denjenigen unendlich fernen Elementen, fiir die 2* + y? + 224+ #=0, 
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besondere ein liniengeometrisches Theorem auf*), welches dem Dupin’- 
schen Theorem der gewoéhnlichen metrischen Geometrie nachgebildet 
war. Hieran habe ich weitere Ueberlegungen gekniipft, die darauf 
abzielen: einmal den gesammten Inhalt der metrischen Geometrie auf 
Liniengeometrie zu iibertragen ; andererseits die algebraischen Methoden, 
deren man sich in der Liniengeometrie mit Erfolg bedient, zur Be- 
handlung metrischer Probleme zu verwerthen. Diese Betrachtungen 
— die iibrigens mit den von Herrn Lie vorgetragenen in engster 
Beziehung stehen und aus ihnen erwachsen sind — sollen im Fol- 
genden, wenn auch nur in allgemeinen Ziigen, dargelegt werden. 
Hoffentlich geniigt die hier gegebene Auseinandersetzung, um deutlich 
za zeigen: dass auf dem hier eingeschlagenen Wege eine Weiter- 
eutwickelung der beiden in Betracht kommenden Disciplinen: der 
Liniengeometrie und der metrischen Geometrie gegeben ist. 

In der Liniengeometrie pflegt man, wie bekannt, die Gerade durch 
6 homogene Coordinaten p;,; zu definiren, welche an eine Bedingungs- 
gleichung zweiten Grades: 


P= Pio Psy + Piz Pro + Pir Pros = 9 
gekniipft sind. Betrachtet man einen Augenblick die p,, als unab- 
hingige Veriinderliche, so coustituiren sie eine Mannigfaltigkeit, oder, 
wie man hiufig sagt, einen Raum von 5 Dimensionen. Derselbe soll 
mit R, bezeichnet werden (iiberhaupt ein Raum von » Dimensionen 
mit R,). Aus diesem Raume wird die von den Geraden gebildete 
Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen durch die vorstehende quadra- 
tische Gleichung ausgeschieden, in iihnlicher Weise, wie aus der Ge- 
sammtheit der Punkte des gewohnlichen Raumes (f,) durch eine qua- 
dratische Gleichung eine Fliche zweiten Grades ausgeschieden wird. 
Man wird so dazu gefiihrt, die Liniengeometrie in dhnlicher Weise 
analytisch zu behandeln, wie die Geometrie auf einer Fliche zweiten 
Grades. Die hiermit angedeutete Auffassung soll in § 1. noch niher 
erdrtert und begriindet werden; sie liegt iibrigens meinen simmtlichen 
bisherigen Arbeiten tiber Liniengeometrie zu Grunde. 

Es mag hier gleich eine Bezeichnung eingefiihrt werden, die im 
Folgenden noéthig wird. Den Raum von n Dimensionen bezeichneten 
wir bereits als R,. Kin Gebilde nun, welches aus ihm durch uw Glei- 
chungen ausgeschieden wird, welches also noch immer eine Mannig- 
faltigkeit von » — uw Dimensionen vorstellt, soll als M,,_, bezeichnet 
sein. Dabei moégen rechts oben zugesetzte Indices den Grad der u 
Gleichungen angeben, durch welche die M,_—, bestimmt wird. — Die 
Gesammtheit der geraden Linien bildet bei dieser Bezeichnung eine 


M®, die im Raume R, gelegen ist. In thnlicher Weise bilden die 


*) Géttinger Nachrichten. 1871. Nr. 3. 
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Linien eines linearen Complexes eine mM des R,, die Linien einer 
linearen Congruenz eine M® des R,, endlich die Linien einer Regel- 
schaar eine M” des R,. Diese Bezeichnungsweise ist etwas abstract; 
sie ist aber im Folgenden nicht gut zu umgehen. 

Der Zusammenhang zwischen Liniengeometrie und metrischer 
Geometrie bei 4 Variabeln kommt nun auf eine eindeutige Abbildung 
der in R, gelegenen M auf den R, hinaus. — Es ist bekanut, wie 
man eine im R, gelegene M{”, also etwa eine im gewéhnlichen Raume 
gelegene Fliche zweiten Grades, eindeutig auf den R,, etwa die Ebene, 
abbilden kann. Dies geschieht, geometrisch ausgedriickt, durch das 
Verfahren der stereographischen Projection. Dabei treten in der Ebene 
zwei Fundamentalpunkte auf, die Bilder der durch den Projections- 
punkt gehenden beiden Erzeugenden. Auf der Fliche zweiten Grades 
findet sich ein Fundamentalpunkt, der Projectionspunkt. Nun benutzt 
aber die metrische Geometrie in der Ebene als Fundamentalgebilde 
ein Punktepaar, die beiden unendlich fernen imaginiren Kreispunkte. 
Man wird desshalb sagen kénnen: die Geometrie auf einer Fiche 
zweiten Grades und die metrische Geometrie in der Ebene entsprechen 
einander, sowie man auf der Fliiche einen (willkiirlichen) Punkt aus- 
zeichnet. -— Bei der in Rede stehenden Abbildung einer M™ , des 
R, auf den R, —,; findet nun etwas ganz Aehnliches statt. Ein Element 
der mM”, 


zeichnet. Dafiir tritt im R,—1 ein Fundamentalgebilde auf, wie es 
(1, 2) 
n—3° 


(welches dem Projectionspunkte entspricht) wird ausge- 


auch die metrische Geometrie des R,—, benutzt, niimlich eine M 
Allgemein kann man also sagen : 

Die metrische Geometrie des R, —1 kann als stereographische Projec- 
, aufgefasst werden.*) 

Mit diesem Satze, der in § 2. vollstiindig begriindet werden soll, 
ist der Zusammenhang der Liniengeometrie mit der metrischen Geo- 
metrie des FR, vollstiindig gegeben. Ebenso natiirlich der Zusammen- 
hang zwischen der Geometrie des linearen Complexes und der metrischen 
Geometrie des R,. Man konnte endlich in dem nimlichen Sinne die 


. . . . 2 
tion der Geometrie auf einer im R, gelegenen Mm 4 





*) Die metrische Geometrie der Ebene als stereographische Projection der 
Geometrie auf einer Fliiche zweiten Grades (insbesondere einer Kugel) anzusehen, 
ist ein Mittel, welches namentlich von Chasles gebraucht worden ist. Die im 
Texte angedeutete allgemeine Auffassung wird gelegentlich von Herrn Darboux 
in der Theorie der Orthogonalfliichensysteme benutzt (Comptes Rendus t. LXIX. 
1869, 2. Sur une nouvelle série de systémes orthogonaux algébriques). Wie mir 
Herr Darboux auf eine Anfrage meinerseits mittheilte, ist sie ein allgemeines 
Princip gewesen, welches ihn bei der Aufstellung seiner ‘Theoreme iiber metrische 
Geometrie geleitet hat. 

17* 
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Geometrie der linearen Congruenz mit der metrischen Geometrie des 
R,, die Geometrie der Regelschaar mit der metrischen Geometrie des 
R, in Verbindung setzen. Andererseits begriindet der Satz diejenige 
Behandlung der metrischen Geometrie des R,—,, welche vorher be- 
reits angedeutet wurde. Dieselbe soll ebenfalls in § 2. etwas weiter 
ausgefiihrt werden. Man wird bei ihr in erster Linie dazu gefiihrt, 
zwischen solchen metrischen Eigenschaften des R,, zu unterscheiden, 


welche, auf die M™ , des R, iibertragen, eine besondere Beziehung 


za dem bei der Abbildung benutzten Projectionspunkte impliciren, 
welche nicht. Letztere ergeben, wenn n= 5, allgemeine liniengeo- 
metrische Siitze; erstere solche, bei denen eine willkiirliche Gerade 
fundamental auftritt. 

Um wenigstens an einem Beispiele die Fruchtbarkeit dieser Ueber- 
tragungen zu zeigen, suche ich in § 3. das liniengeometrische Ana- 
logon der Orthogonalsysteme der metrischen Geometrie. Es sind dies 
Systeme von Linien-Complexen, welche ich als Involutionssysteme be- 
zeichne. Ein Involutionssystem ist ein einfach unendliches System 
von Complexen, welche von einem Parameter im vierten Grade ab- 
hiingen, so dass durch jede Gerade des Raumes vier Complexe des 
Systems hindurchgehen. Diese vier Complexe — und das constituirt 
eben den Charakter der in Rede stehenden Systeme — liegen paarweise 
mit Bezug auf die gemeinsame Gerade in Involution.*) Die involu- 
torische Lage zweier Complexe entspricht dabei auf Seiten der Linien- 
geometrie der Orthogonalitiit zweier Flichen in der metrischen Geo- 
metrie. — Fiir Involutionssysteme von Complexen gilt dann ein 
Theorem, welches dem Dupin’schéen Theoreme der gewdhnlichen 
metrischen Geometrie analog ist. Dasselbe ist, wie ich in § 4. des 
Weiteren auseinandersetze, insofern héchst fruchtbar, als es, sowie ein 
Involutionssystem gegeben ist, auf einer grossen Zahl von Flaichen die 
Haupttangenten-Curven kennen lehrt. Insbesondere ist hier einge- 
schlossen die Bestimmung der Haupttangenten-Curven der Kummer’- 
schen Fliche vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten, wie sie 
sich aus den Untersachungen von Herrn Lie und mir ergeben hat.**) 


*) Als involutorische Lage zweier Complexe mit Bezug auf eine gemeinsame 
Gerade bezeichne ich die folgende Beziehung. In jeder durch die Gerade hin- 
durchgelegten Ebene befindet sich, jedem Complexe entsprechend, eine Complex- 
Curve, welche die gegebene Gerade beriihrt. Die beiden Beriihrungspunkte mégen 
als einander zugeordnet angesehen werden. Dreht sich nun die Ebene, so be- 
schreiben die beiden Punkte collineare Punktreikhen. Die Complexe heissen nun 
involutorisch gelegen, wenn die Beziehung der beiden Punktreihen die involu- 
torische ist. 

**) Vergl. eine gemeinsame Mittheilung in den Monatsberichten der Berliner 
Akademie. December 1870, sowie die in der vorstehenden Abhandlung enthalte- 
nen bez. Auseinandersetzungen. 
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Ich will noch ausdriicklich auf einen Unterschied aufmerksam 
machen, der zwischen-den hier vorgetragenen Dingen und einigen 
Capiteln der voraufgehenden Lie’schen Arbeit besteht und dabei zu- 
gleich auseinandersetzen, wie, ankniipfend an diesen Unterschied, Herr 
Lie eine neve in der metrischen Geometrie anzuwendende Transfor- 
mation entwickelt hat.*) Vermége der erwihnten Abbildung des 
linearen Complexes in den gewohnlichen Punktraum setzt Herr Lie 
die Liniengeometrie in Verbindung mit der Geometrie, deren Element 
die Kugel des gewihnlichen Raumes ist. Hier dagegen wird die Linien- 
geometrie auf die Punktgeometrie des Raumes von vier Dimensionen 
bezogen. Wiihrend die letztere Bezichung eindeutig ist, ist es die 
erstere nicht, jeder Linie entspricht allerdings nur eine Kugel, dagegen 
jeder Kugel ein Linienpaar. Da beide Abbildungen der Liniengeometrie 
metrisch interessante Dinge ergeben, so wird man, zur Behandlung 
metrischer Probleme, indem man die Betrachtung der Liniengeometrie 
als unwesentlich bei Seite liisst, die folgende Methode aufstellen kén- 
nen: Man beziehe den Punkt des Raumes von » Dimensionen auf die 
Kugel des Kaumes von »— 1 Dimensionen, in der Art, das jedem 
Punkte eine Kugel, jeder Kugel dagegen ein Punktepaar entspricht. 
Dies geschieht einfach, indem man die » Coordinaten des Punktes im 
R, bez. die »—1 Mittelpunktscoordinaten und den Kadius einer 
Kugel im R&R, bedeuten lisst. Dies ist die von Lie aufgestellte 
Methode, welche die metrische Geometrie des R, und des &,—,; in 
Verbindung setzt. Nicht zu verwechseln mit ihr ist ein von Herrn 
Darboux aufgestellter Process**), der ebenfalls die metrische Geo- 
metrie des Rk, mit der des R,—, verkniipft. Derselbe kommt im 
Wesentlichen darauf zuriick: die metrische Geometrie des R,, durch 
sphirische Abbildung auf eine Kugel des &, und dann von dieser 
durch stereographische Projection auf den Lt, , zu iibertragen. 


1. 


Sn 


Die Liniengeometrie ist wie die Geometrie auf einer M/{” des 2.. 


Diese Aussage findet in dem folgenden Verhalten der Linien- 
Coordinaten p,, ihre eigentliche Begriindung. Fiir die Coordinaten 
pix hat man: 

Dp — — 
P= Pj» P34 + Pis Paz + Pip Pros = 9. 


Damit sich nun zwei Gerade, p und p’, schneiden, muss sein: 


*) Géttinger Nachrichten. 1871. Nr. 7. 
**) Vergl. die bereits citirte Note: Sur une nouvelle série de systemes or- 
thogonaux algébriques. Comptes Rendus. LXIX. 1869, 
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age 

=e, * Pik = 0. 
In Folge dessen kann man den folgenden Satz aufstellen, den ich 
bereits gelegentlich mittheilte*): 


Setzt man statt der Linien-Coordinaten p;, beliebige lineare Fune- 
tionen derselben, die nur der einen Bedingung geniigen sollen, die 
Mannigfaltigheit mM: 

P=0 
in sich iiberzufiihren, so hat man eine collineare oder eine dualistische 
(reciproke) Umformung des Linienraumes. Andererseits erhdlt man auf 
diesem Wege alle solchen collinearen und reciproken Umformungen. 

Was den ersten Theil dieses Satzes betrifft, so werden offenbar 
durch die in Rede stehenden Transformationen alle Geraden wieder in 
Gerade, sich schneidende Gerade in sich schneidende Geraden iiber- 
gefiihrt. Der Gesammtheit der zweifach unendlich vielen Geraden, 
die durch einen Punkt gehen (sich also schneiden), entsprechen 
wiederum zweifach unendlich viele Gerade, die sich schneiden. Dabei 
bleibt die doppelte Méglichkeit: dass dieselben entweder wieder durch 
einen Punkt gehen oder dass sie die Gesammtheit der in einer Ebene 
verlaufenden Geraden vorstellen.**) Im ersten Falle hat man eine 
riumliche Transformation vor sich, welche jede Gerade in eine Gerade, 
jeden Punkt in einen Punkt iiberfiihrt, und das ist ersichtlich eine 
collineare Umformung. Im zweiten Falle dagegen hat man eine raum- 
liche Transformation, welche jede Gerade in eine Gerade, jeden Punkt 
in eine Ebene iiberfiihrt. Es ist also eine dualistisehe Umformung. 

Aber auch umgekehrt wird jede collineare und jede dualistische 
Umformung sich in Linien-Coordinaten in der vorgenannten Weise 
darstellen. Denn bei einer solchen Umformung werden die Punkt- 
Coordinaten durch lineare Functionen der neuen Punkt- oder Ebenen- 
Coordinaten ersetzt. In Folge dessen treten an Stelle der friiheren 
Linien-Coordinaten p;;, die gleichmissig als zweigliedrige Determinan- 
ten aus Punkt-Coordinaten oder aus Ehenen-Coordinaten dargestellt 
werden kénnen, lineare Functionen derselben. Diese linearen Fune- 
tionen haben auch die Eigenschaft, die UM 

P=0 


in sich selbst iiberzufiihren, da ja bei ihnen gerade Linien gerade 


*) Diese Annalen t. IV, 2. (Geometrisches iiber Resolventen.) 

**) In aihnlicher Weise spalten sich tiberhaupt die linearen Transformationen, 
welche eine M) , im R, in sich iiberfiihren, falls « eine ungerade Zahl ist, in 
zwei Gruppen. Vergl. die Arbeit: ,,Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geo- 
metrie“, § 16. (Diese Annalen t. IV, 4.) 
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Linien bleiben und sich also der durch die vorstehende Gleichung dar- 
gestellte Linienraum nicht andert. 


Hiermit ist der vorstehende Satz vollstiindig bewiesen. Dieser 
Satz giebt nun zu der folgenden Behandlung liniengeometrischer Pro- 
bleme Veranlassung. Die neuere Geometrie untersucht alle raiumlichen 
Gebilde, insonderheit also die Liniengebilde, nur insofern sie durch 
collineare oder dualistische Transformationen ungeiindert bleiben, oder, 
wenn man will, sie fiihrt alle anderen Kigenschaften auf Eigenschaf- 
ten dieser Art zuriick. Ganz denselben Umfang von Transformationen 
ziehen wir aber in Betracht, wenn wir den Linienraum als eine mM” 
im R, betrachten und die projectivischen Kigenschaften des R, unter- 
suchen, welche sich auf die M\ beziehen. Die gesammte Linien- 
geometrie wird dadurch auf folgendes Problem zuriickgefiihrt: 

Man untersuche im projectivischen Sinne die im R, gelegene M\. 
Sodann iibertrage man die Resultate in die Sprache der Liniengeometrie. 

Wie sich dies bei niherer Ausfiihrung stellt, habe ich in aller 
Kiirze in dem Aufsatze: ,,Die allgemeine lineare Transformation 
der Linien-Coordinaten “ (diese Annalen t. Il. 2.) auseinandergesetzt. 
Kine lineare Gleichung (oder sagen wir: die Ebene des R,) stellt 
einen linearen Complex dar, der ein specieller wird, wenn die 
Ebene die M\ beriihrt. Sind zwei Ebenen in Bezug auf die M{” 
conjugirt, so heissen die Complexe in Involution. Beriihrt der Durch- 
schnitt der beiden Ebenen die mM”, so beriihren sich die beiden Com- 
plexe (die ihnen gemeinsame Congruenz hat dann zwei zusammen- 
fallende Directricen). 

Es soll hier nicht weiter in diese Dinge eingegangen werden; 
doch mag noch folgende Bemerkung hier ihre Stelle finden. Linien- 
geometrie ist schliesslich nichts, als iiberhaupt projectivische Raum- 
geometrie. Der vorstehende Satz begriindet also eine eigenthiimliche 
Behandlung der Geometrie des R,, bei der die linearen und dualisti- 
schen Transformationen des R, durch die linearen Transformationen 
eines héheren Raumes ersetzt werden, welche ein in diesem Raume 
gelegenes Gebilde ungeiindert lassen. Man kann die Frage aufstellen, 
ob eine analoge Behandlung bei anderen Riiumen, als dem FR, mog- 
lich ist. Dies ist allerdings, aber nur bei besonderen Riumen, der 
Fall. So kann man den R, behandeln als Kegelschnitt im R, oder 
als Raumeurve dritter Ordnung im R, etc. Denn die gerade Linie 
R, lasst sich derart auf einen Kegelschnitt, bez. eine Raumcurve dritter 
Ordnung beziehen, dass ihren dreifach unendlich vielen linearen Trans- 
formationen die gleich zahlreichen linearen ‘Transformationen eut- 
sprechen, welche einen Kegelschnitt in der Ebene, eine Raumcurve 
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der dritten Ordnung im Raume in sich iiberfiihren. Hierauf beruht 
das von Hesse vorgeschlagene Uebertragungsprincip (Borchardt’s 
Journal t. 66. 1866). Hesse bespricht insbesondere die Beziehung 
zwischen der geraden Linie und dem Kegelschnitte der Ebene und 
zeigt, wie bei der Uebertraguug die projectivische Geometrie der Ebene 
eine Geometrie der Punktepaare auf der Geraden ergiebt.*) 


§ 2. 
Zusammenhang der metrischen Geometrie bei (x — 1) Variabeln und 
der Geometrie auf einer M 


n—l 


eines R,,. 

Sei eine M® , eines R, gegeben. Durch passende Wahl der 
homogenen Veriinderlichen w, .... : %, +1 Wird man deren Gleichung 
im Allgemeinen auf die Form bringen kénnen: 


2 2 **@ere 2 2 2 
=4,+%+ qe »ytt, + %,,,- 
Setzen wir jetzt: 
p= In + thn+1 
q = Ln — t¥n 41, 
so kommt: 
2 2 2 
Oa +4,+°::°: wit pq: 
Von dieser Gleichungsform ausgehend, kann man die M“ , ohne 
Weiteres auf den R,_—, abbilden. Zu diesem Behufe hat man nur zu 
setzen, unter g einen Proportionalitiitsfactor verstanden: 


Ox, = 41 Yn 
QOL, = Yo Yn 
OLn-1 = Yn—1 Yn 
Op = Yn Yn 
2 2 2 
Od =%+y¥ + ihe: 9,—1° 


Fiir n = 3 sind dies die bekannten Formeln, welche die stereogra- 
phische Projection einer Fliiche zweiten Grades auf die Ebene vor- 
stellen. 

Als Fundamentalgebilde treten bei dieser Abbildung auf: 

1) Im R,_; die M”, welche durch die beiden Gleichungen 
vorgestellt wird: 


*) Hiermit wieder kann man in Zusammenhang bringen, wenn man, wie die 
Herren Clebsch und Gordan, behufs der typischen Darstellung gerader binirer 
Formen gethan haben, die Punkte der Geraden durch drei homogene Coordinaten 
bestimmt, zwischen denen eine Bedingungsgleichung zweiten Grades Statt hat; 
vergl. Clebsch: Theorie der biniren Formen (Leipzig 1871). Neunter Abschnitt, 
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O=%, 

Om yt tee Hy 
Jedem Elemente derselben entspricht nicht ein Element der gegebenen 
mM 


n—1? 


2) Aut der alll ein einzelnes Element (der Projectionspunkt) : 


sondern eine einfach unendliche Zahl. 


2,0, %=0,..... %-1=0, p=O. 
Ihm entspricht die lineare Mannigfaltigkeit von (n — 1) Dimensionen: 
= 0. 
Nun wurde bereits bemerkt, dass die metrische Geometrie des 
R,—1 eben eine M":* als fundamentales Gebilde benutzt. Durch 


oe 
unsere Abbildung wird also, wie behauptet wurde, die metrische Geo- 
. . . 2 
metrie des R,_; mit der Geometrie der mM”, des ft,, unter Zu- 


grundelegung eines ausgezeichneten Elementes, in Beziehung gesetzt. 

Die Art dieser Beziehung wird durch den folgenden Satz dar- 
gelegt, der die Beziehung als eine wesentliche kennzeichnet: 

Den linearen Transformationen des R,—1, welche dessen funda- 
mentale _* ungedndert lassen, entsprechen diejenigen linearen Trans- 
formationen des R,, welche die gegebene M,—1 und den auf thr be- 
findlichen (willkiirlich gewdhlten) Projectionspunkt nicht dndern. 

In der That, setzen wir statt y, ... y, lineare Functionen der- 


selben, welche die fundamentale M‘ ”: 


n—3° 
O= 
- O=H +H Is 
nicht iindern, so ergeben die Formeln ohne Weiteres die KRichtigkeit 
des Satzes. 

Die ersteren ''ransformationen sind aber diejenigen, welche man 
in der metrischen Geometrie des R, , betrachtet; d. h. es sind die- 
jenigen Umformungen, welche metrische Eigenschaften des R, —, nicht 
iindern. Beispielsweise, ist » 4, so ist der R, _, der gewohnliche 
a ist der unendlich ferne ima- 
giniire Kreis. Die linearen Transformationen des Punktraumes, welche 
letzteren nicht indern, sind diejenigen, die man als Bewegungen, als 
Aehnlichkeitstransformationen und als Transformationen durch Spie- 
gelung bezeichnet. Bei diesen Transformationen bleiben aber alle me- 
trischen Beziehungen riumlicher Figuren ungeiindert. — Andererseits 
wiirde man den entsprechenden Cyclus linearer Transformationen der 
z in Betracht zu ziehen haben, wenn man nach denjenigen HKigen- 
schaften von Gebilden des f, fragt, welche sich auf die gegebene 
M™ , und den auf ihr befindlichen Projectionspunkt beziehen. 


Punktraum. Die fundamentale mM“ 


1 
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Man wird jetzt die Frage aufstellen kénnen: Welche Transfor- 
mationen des R,_, entsprechen denn denjenigen linearen Transfor- 


mationen des R,, welche nur die gegebene | dle nicht aber auch 
den Projectionspunkt selbst ungeiindert lassen? Ehe wir diese Frage 
beantworten, wollen wir die benutzten Abbildungsformeln so umiindern, 
dass auch formell der Zusammenhang mit der gewodhnlichen Darstel- 
lung der metrischen Geometrie des R, (wobei rechtwinklige Coor- 
dinaten gebraucht werden) hervortritt. Es geniigt, zu diesem Zwecke 
Yn = 1 zu setzen und die dann absolut bestimmten y, .... Yn—1 als 
rechtwinklige Coordinaten des R,_, aufzufassen. y, — 0 ist dann 
der Ort der unendlich fernen Elemente des R,_,; (die unendlich ferne 
Ebene). In y, =O befindet sich die fundamentale M“”, die aus 


n—3? 
ihm durch die Gleichung: 
Ce K+G+-----h. 


ausgeschieden wird. — Es sei nun gestattet, die -_., , welche durch 
. folgende Gleichung dargestellt wird: 


(Y, = 44) + (p= 3)? ++ Yet — P= 

nach Analogie mit der gewohnlichen Raumgeometrie als eine Kugel des 
R,—1 zu bezeichnen. «a,, a, ... @,—1 sind die Coordinaten ihres 
Mittelpunktes, r ist der Radius. Eine derartige Kugel ist das Bild 
eines ebenen Schnittes der im R, gegebenen und auf den R,_, pro- 
jicirten mM? ,- Denn die Gleichung der Kugel ist die allgemeine 
lineare Gleichung zwischen den die gegebene M“) , darstellenden Ab- 
bildungsfunctionen. Unter den Kugeln finden sich insbesondere solche 
mit unendlich grossem Radius, d. h. Ebenen; sie sind das Bild soleher 
ebenen Schnitte der gegebenen M” ,, welche durch den Projections- 
punkt hindurchgehen.*) 

Betrachten wir jetzt, wie sich die Abbildung der gegebenen 
=. indert, wenn wir die x, durch lineare ‘Transformationen 
des R, in sich selbst iiberfiihren. Wir untersuchten bereits diejenigen 
unter diesen Transformationen, welche den Projectionspunkt nicht 
iindern. Ihnen entsprechen die Bewegungen und die Aehnlichkeits- 
transformationen des R,—,;. Alle anderen Transformationen setzen 
sich aber augenscheinlich aus Transformationen dieser besonderen Art 
und solchen Transformationen zusammen, welche einer Verlegung des 
Projectionspunktes auf der gegebenen mM” , entsprechen. Vertauschen 
wir aber den bisher benutzten Projectionspunkt: 


*) Man versinnliche sich dies an der gewdéhnlichen stereographischen Pro- 
jection einer F’,. Jeder ebene Schnitt bildet sich als Kreis ab; insbesondere als 
Gerade, wenn er den Projectionspunkt enthiilt. 








— ?———————— 
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4 =0, 2 =0,....%-1=0, p=O 


mit einem anderen, fiir den wir, unbeschadet der Allgemeinheit, den 
Punkt: 


x=0, w~=O,..... in—1==0, g=0 
nehmen wollen, so kommt dies darauf hinaus, im R, —; die Grossen 
> Y; 5] Ys | Yn —] 
mit den folgenden 
Yi Ye Yn—1 
~ ie Be —— 
zu vertauschen, wo @? den Ausdruck bezeichnet: 
Poy ty + ee ee | heh 


Eine derartige Transformation soll, nach Analogie mit der entsprechen- 
den Transformation bei zwei und drei Variabeln, eine Transformation 
durch reciproke Radii vectores heissen. Wir kénnen jetzt den Satz 
aussprechen : 

Der Gesammtheit der linearen Transformationen des R,, welche 
die gegebene -_ . in sich iiberfiihren, entspricht im R,—, ein Trans- 
formationscyclus, der sich aus dessen Bewegungen, den Achnlichkeits- 
transformationen und den Transformationen durch reciproke Radien 
zusammensetat. 

Hier nun kniipft diejenige Behandlung der metrischen Geometrie 
des R,—, an, von der in der Kinleitung die Rede war. Zunichst 
wird man den Gesammtinhalt der metrischen Geometrie in zwei Theile 
sondern. Man wird solche Beziehungen unterscheiden, welche, auf die 
My” 
solche, bei denen dieses nicht der Fall ist. Die letzteren sind, wie 
man jetzt sieht, alle diejenigen, welche bei Umformung durch reciproke 
Radien ungeiindert bleiben. Zu ihrer Behandlung muss es vortheil- 


iibertragen, den gewiihlten Projectionspunkt impliciren, und 


haft sein, den FR, —, auch algebraisch als eine M® , des R, zu be- 
handeln. Das heisst: man wird bei ihrer Behandlung das Element 
des R,_; nicht durch » — 1 absolute, sondern durch n + 1 homogene 
Coordinaten bestimmen, zwischen denen eine Bedingungsgleichung 
zweiten Grades besteht. (Da dieselben, gleich Null gesetzt, ebene 
Schnitte der mM”. 

Man bestimme also z. B. den Punkt des gewéhnlichen Raumes 
nicht durch drei absolute Coordinaten, sondern durch fiinf homogene: 


vorstellen, so repriisentiren sie im R,_—, Kugeln.) 


Si, Sy, S53, Sy, §;, 


die, gleich Null gesetzt, Kugeln vorstellen. Geometrisch kommt dies 
darauf hinaus, den Punkt durch die relativen Werthe der mit gewissen 
Constanten multiplicirten Potenzen desselben in Bezug auf fiinf ge- 
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gebene Kugeln festzulegen. Zwischen den fiinf s besteht eine Bedin- 
gungsgleichung zweiten Grades: 
Q=0. 
In der Discussion dieser Gleichung ist in demselben Sinne der ge- 
sammte Theil der metrischen Raumgeometrie vorhanden, der durch 
reciproke Radien ungeindert bleibt, wie sich die gesammte Linien- 
geometrie an die Discussion der entsprechenden Gleichung P = 0 an- 
kniipft. Dass diese Behandlung metrischer Probleme von grossem 
Vortheile sein kann, mag hier nur an einem Beispiele erdrtert werden. 
Auf dieses Beispiel ist Herr Lie bei dem Studium seiner Abbildung 
des linearen Complexes gefiihrt worden, indem er liniengeometrische 
Betrachtungen, die ich in einer fritheren Abhandlung*) gegeben hatte, 
auf die entsprechenden metrischen Dinge iibertrug. Andererseits ist 
dieses Beispiel eben fiir mich Veranlassung gewesen, die allgemeineren 
hier vorgetragenen Ueberlegungen anzustellen. Man bestimme naim- 
lich den Punkt des Raumes durch fiinf Coordinaten s, ....s,, welche, 
gleich Null gesetzt, Kugeln vorstellen, die sich orthogonal schneiden. 
Dann hat Q die Gestalt: ; 
5° + 8,’ + 8,’ + 8 + 8,2 = 0. 
Schreibt man nun die Gleichung: 
8? $8,” 85° 
gai tant ok <e ae teat 
wo 4 ein Parameter, so hat man ohne Weiteres das Orthogonaltlichen- 
system vor sich, welches von den Herren Darboux und Moutard 
gefunden wurde, und das aus Flichen vierter Ordnung gebildet ist, 
die den imaginiren Kreis doppelt enthalten.**) — Diese Form eut- 
spricht, bis auf die Zahl der Variabeln, genau der Gestalt, die ich 
l. e. der Gleichung der Complexe zweiten Grades mit gemeinsamer 
Singularitatenflaiche gegeben habe; es findet also auch dieselbe Art 
der Discussion auf sie Anwendung, wie dies Herr Lie in der vor- 
stehenden Abhandlung ausfiihrt. 

Aber auch fiir die Geometrie der a . des R, ist die Verbin- 
dung, in welche sie hier mit der metrischen Geometrie gebracht wird, 
nicht ohne Wichtigkeit. Ich will hier unter vielen iihnlichen Betrach- 
tungen nur eine hervorheben, die im Folgenden fiir Liniengeometrie 


*) Math. Annalen t. 2. Zur Theorie der Complexe ersten und zweiten Grades. 

**) ef. Lie. Gittinger Nachrichten. 1871. Nr. 7., oder die vorstehende Ab- 
handlung. — Auf dieselbe Gleichungsform war Herr Darboux bereits friiher ge- 
fiihrt worden. Er hat dieselbe in einer Abhandlung entwickelt, welche er 1868 
der Akademie zu Paris eingereicht hat, die aber noch nicht veréffentlicht ist. 
Vergl. eine neuere Note in den Comptes Rendus. Sept. 1871., wo Herr Darboux 
einige in seiner gen. Abhandlung enthaltene Resultate anfiihrt. 
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verwandt werden soll. Die co"—* verschiedenen Fortschreitungsrich- 
tungen, welche von einem Elemente des metrischen Raumes Rf, ,; zu 
benachbarten Elementen fiihren, bilden mit einander Winkel, z. B. 
kénnen zwei solche Fortschreitungsrichtungen auf einander senkrecht 
stehen. Diese Winkel bleiben, wie bekannt, bei Umformungen durch 
reciproke Radien ungeindert. Man wird daher, wenn im R, eine 
M , gegeben ist, auch von Winkeln reden kénnen, welche die Fort- 
schreitungsrichtungen von einem Elemente der M“ , zu benachbarten 
Elementen der M , bilden. Bei der Bestimmung dieser Winkel 
kommen nur die projectivischen Eigenschaften der M’ , selbst, nicht 
etwa ausserhalb im FR, gelegene fundamentale Gebilde in Betracht. 
Man iibersieht dies deutlich, wenn man » = 3 nimmt, die mM , also 
eine Fliiche zweiten Grades bedeuten lisst. Durch jeden Punkt der 
Fliche gehen zwei Erzeugende hindurch; auf sie beziehen sich, als 
fundamentales Geradenpaar*), die zwischen den Fortschreitungsrich- 
tungen zu benachbarten Punkten bestehenden Winkel. Insbesondere 
wird man zwei Fortschreitungsrichtungen zu einander senkrecht nen- 
nen, wenn sie harmonisch zu den beiden Erzeugenden liegen. Der 
analytische Ausdruck hierfiir ist offenbar dieser. Sei Q = 0 die Fliiche 
zweiten Grades. So bilden wir den Ausdruck: 
22 = y+ Smt Soy + 2 oy, 

Setzen wir in ihn fiir 2,, 2, xy, x, bez. da,, da, das, dz,, fir 
Yi> Yo» Ys. Yy bez. d'x,, d'x,, dx, dx,, so bedeutet das Verschwinden 
des Ausdrucks, dass die beiden Fortschreitungsrichtungen in dem ge- 
nannten Sinne auf einander senkrecht stehen.**) Die entsprechende 
Formel wird auch bei ~ Dimensionen giiltig bleiben und soll im fol- 
genden Paragraphen fiir Liniengeometrie verwandt werden. 





*) Vergl. ,, Ueber die sogenaunte Nicht -Euklidische Geometrie“. Diese An- 
nalen, t. IV, 4. § 2. 3. 

**) Allgemein wird der fragliche Winkel durch den folgenden Ausdruck ge- 
geben sein. Sei 2, der im Texte aufgestellte Ausdruck; Q.,. und 2), bedeute 
die Gleichung 2 bez, mit den 2 oder den y geschrieben. So ist der gesuchte 
Winkel Q 

oe. 
VQ. V2,, ‘ 
wo statt 2 und y bez. dx und d'« einzutragen ist. 

Hier ist ersichtlich, wie diese Winkelbestimmung mit der allgemeinen von 
Cayley aufgestellten projectivischen Massbestimmung zusammenhiingt, die eine 
F, als fundameutales Gebilde benutzt. (Phil. Transactions. t. 149. A sixth Me- 
moir upon Quantics. Vergl. auch des Verf.: ,,Ueber die sogenannte Nicht-Eukli- 
dische Geometrie“ 1. c.) Indess soll dieser Zusammenhang, der auch bei beliebig 
vielen Dimensionen gilt, hier nicht weiter verfolgt werden. 


= arc cos 
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§ 3. 
Uebertragung der Lehre von den Kriimmungs-Curven und den 
Orthogonalsystemen auf Liniengeometrie. 


Die Lehre von den Kriimmungs-Curven und den Orthogonalsyste- 
men constituirt einen Theil der metrischen Geometrie, welcher durch 
reciproke Radien ungeindert bleibt. Es soll jetzt — als ein Beispiel 
fiir solche Uebertragungen — das Entsprechende bei der Linien- 
geometrie aufgesucht werden. Zu diesem Zwecke mag die gewéhn- 
liche Theorie zunichst so formulirt werden, dass ihre Unabhingigkeit 
von der Transformation durch reciproke Radien in Evidenz tritt. 


Sei im gewéhnlichen Raume R, eine Fliche gegeben. Dieselbe 
wird in jedem Punkte von einfach unendlich vielen Kugeln beriihrt. 
Unter denselben giebt es nun jedesmal zwei ausgezeichnete, die auch 
noch in einem benachbarten Punkte beriihren, die sogenannten Haupt- 
kugeln. An ihre Existenz kniipft sich unmittelbar die Definition der 
Kriimmungs-Curven. Man erhalt eine Kriimmungs-Curve, wenn man 
vom gewihlten Punkte zu dem benachbarten Punkte fortschreitet, in 
welchem eine der beiden Hauptkugeln beriihrt. Kriimmungs-Curven 
sind also solche auf einer Fliche verlaufende Curven, in deren con- 
secutiven Punkten die Fliiche von derselben Kugel beriihrt wird.*) 
Durch jeden Punkt gehen zwei Kriimmungs-Curven; dieselben stehen 
auf einander senkrecht. 


Gehen wir nun zum metrischen Raume von vier oder gleich von 
(n — 1) Dimensionen. Eine Fiche desselben, d. h. eine Mannigfaltig- 
keit, die durch eine Gleichung aus ihm ausgeschieden wird, wird wieder 
in jedem Punkte von einfach unendlich vielen Kugeln beriihrt (unter 
einer Kugel, wie oben, eine besondere add , verstanden). Unter den- 
selben finden sich (» — 2) stationar beriihrende, d. h. solche, die noch 
in einem benachbarten Elemente beriihren. Man wird jetzt von dem 
beliebig gewahiten Punkte zu einem der benachbarten Beriihrungs- 
punkte fortschreiten kénnen und so weiter fort. Man erhilt dann, einer 
Kriimmungs-Curve im R, entsprechend, eine einfach unendliche auf 
der Fliche gelegene Mannigfaltigkeit, welche die Eigenschaft hat, dass 
die gegebene Fliiche in je zwei consecutiven Punkten derselben von der 


*) Die gewdhnliche Definition der Kriimmungs-Curven, dass sich die Flichen- 
Normalen in consecutiven Punkten einer Kriimmungs-Curve schneiden, ist eine 
Folge der hier vorgetragenen. Sie geht durch Anwendung reciproker Radien in 
eine allgemeinere iiber, in welcher das (zufillig gewiihlte) Inversionscentrum mit 
auftritt; desshalb ziehen wir die Definition, wie sie im Texte gegeben ist, vor. 
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niimliehen Kugel beriihrt wird. Solcher Mannigfaltigkeiten*) gehen 
durch jeden Punkt der Fliiche » — 2; ihre Fortschreitungsrichtungen 
stehen auf einander senkrecht. 

Gehen wir jetzt zur Liniengeometrie iiber. Wir haben dann n 
gleich 5 zu setzen. An Stelle der Flache des R, tritt hier der Linien- 
Complex. Statt von Punkten der Fliiche sprechen wir von Linien des 
Complexes; statt von Kugeln des R, von linearen Complexen (den 
ebenen Schnitten der in R, gelegenen M, die den Linienraum vor- 
stellt). So erhalten wir das Folgende. 

Sei ein Linien-Complex gegeben. Derselbe wird in einer (beliebig 
gewiihlten) seiner Geraden von einfach unendlich vielen linearen Com- 
plexen beriihrt, den von Pliicker sogenannten linearen Tangential- 
Complexen. Unter ihnen giebt es drei ausgezeichnete, welche auch 
noch in einer benachbarten Geraden beriihren. Schreitet man von der 
angenommenen Geraden zu einer dieser benachbarten und von da weiter 
in gleichem Sinne fort, so beschreibt man eine dem Complexe ange- 
hérige Linienfliche — sie soll im Folgenden eine Hauptfliche des Com- 
plexes heissen — welche die Kigenschaft hat, dass der Complex in je 
zwei consecutiven Erzeugenden derselben von dem namlichen linearen 
Complexe beriihrt wird. Durch jede Gerade des Complexes gehen 
drei Hauptflichen hindurch; ihre Fortschreitungsrichtungen sind, in 
iibertragenem Sinne, zu einander senkrecht. 

Wir haben jetzt noch zu erértern, welchen metrischen Sinn dieses 
Senkrecht-Stehen besitzt. Da unter Zugrundelegung gewdhnlicher 
Linien-Coordinaten die fiir sie geltende Bedingungsgleichung die 
Form hat: 

. P= Py. Ps + Pis3 Pa2 + Pia Pos = 9, 
so werden nach § 2. zwei Fortschreitungsrichtungen dp und d'p zu 
einander senkrecht genannt werden miissen, wenn: 


0 = dpi. A ps, + A py TP + Api, Tr; 
+ Fp. ps, + Tp,\3 4 Py. + CPi I Pros - 
Dann aber besteht zwischen der gegebenen Geraden p und ihren beiden 
benachbarten, p + dp und p+ dp, eine Beziehung, die ich als in- 
volutorische Lage der beiden benachbarten Geraden bezeichne**), und 
die folgenden geometrischen Inhalt hat. 


*) Man kann sie wieder dadurch definiren, dass sich die in ihren consecu- 
tiven Punkten errichteten Flichennormalen schneiden. — Die Kriimmungstheorie 
eines Raumes von beliebig vielen Dimensionen ist in neuerer Zeit Gegenstand 
wiederholter Darstellungen gewesen. Man geht dabei meist von der letztgenann- 
ten Definition aus. 

**) Als Winkel zweier benachbarter Geraden wiirde man bezeichnen kénnen 


Apy, TPs, + Ap dpy, +++: -- : 
2Vd py Apyy + -+-- . Vd pip py, + ++ °- 


arc - COS - 
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Eine benachbarte Gerade p + dp ordnet jedesmal die Ebenen, 
welche durch p gehen, den ‘auf p befindlichen Punkten projectivisch zu. 
Jede durch p gehende Ebene schneidet nimlich p + dp in einem 
Punkte, der beim Griinziibergange auf p selbst riickt. Man iibersieht 
dies deutlich, wenn man p und p+ dp als consecutive Erzeugende 
einer Linienfliche betrachtet. Jeder durch p hindurchgehenden Ebene 
entspricht dann ein auf p gelegener und durch p + dp bestimmter 
Punkt: der Beriihrungspunkt mit der Fliche. 

Sind nun zwei benachbarte Gerade p + dp, p+ dp gegeben, 
so betrachte man jedesmal diejenigen beiden Punkte als entsprechend, 
die einer durch p gelegten Ebene beziiglich durch die beiden benach- 
barten Geraden zugeordnet werden. So erhalt man auf p zwei colli- 
near auf einander bezogene Punktreihen. 

Die beiden benachbarten Geraden heissen nun involutorisch ge- 
legen, wenn die beiden Punktreihen eine Involution bilden. [Vergl. 
die ganz analoge Definition von der involutorischen Lage zweier Com- 
plexe in der Einleitung.*)] 

Gehen wir jetzt noch einmal zu deni metrischen Raume R, zuriick 
und betrachten in demselben Orthogonalsysteme. Dies sind einfach 
unendlich viele Flichen, von denen durch jeden Punkt des Raumes 
drei hindurchgehen. Dieselben schneiden einander senkrecht. Fiir 
solche Orthogonalfliichensysteme gilt der Dupin’sehe Satz: Je zwei 
Fliichen des Systems schneiden sich nach einer gemeinsamen Kriim- 
mungs - Curve. 

Aehnliche Flaichensysteme kann man im R&R, _, betrachten; fiir 
sie gilt ein Satz, der dem Dupin’schen entspricht. Diese Flaichen- 
systeme sind wieder einfach unendlich, durch jeden Punkt des R, —, 
gehen » — 1 Flichen. Dieselben schneiden sich gegenseitig senkrecht. 
Fiir diese Systeme gilt dann der Satz: Je n —2 Fléchen schneiden 
sich nach einer gemeinsamen Kriimmungs-Curve, unter Kriimmungs- 
Curven die eben betrachteten einfach unendlichen Mannigfaltigkeiten 
verstanden. 

Im Linienraume werden wir uns den Begriff der Involutionssysteme 
von Complexen zu bilden haben. Dies sind einfach unendliche Com- 
plexsysteme. Jede Gerade des Raumes gehért vieren der Complexe 





*) Man sieht ohne Weiteres die Richtigkeit des folgenden Satzes ein: Die- 
jenigen Geraden, welche einem Linien-Complexe in der Nihe einer seiner Geraden 
p angehéren, liegen zu einer bestimmten p benachbarten Linie, die im Allgemei- * 
nen nicht selbst dem Complexe angehért, in Involution. Und umgekehrt gehéren 
alle solche benachbarten Geraden dem Complexe an. — Zwei Complexe heissen 
nun in Bezug auf eine gemeinsame Gerade p in Involution, wenn die benachbarten 
Geraden p+ dp, p+ dp involutorisch liegen, die sie bez. in dem hier ausein- 
andergesetzten Sinne der Geraden p zuordnen. 
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an, und zwar liegen die vier Complexe, denen eine Gerade angehort, 
jedesmal paarweise mit Bezug auf diese Gerade in Involution. 

Fiir diese Complexinvolutionssysteme gilt dann wieder ein Satz, 
der dem Dupin’schen entspricht: Je drei Complexe schneiden sich 
nach einer gemeinschaftlichen Hauptfliche. 

Ks ist bekannt, wie fiir irreductibele Orthogonalsysteme noch andere 
allgemeine Siitze aufgestellt werden kénnen. So zeigte Herr Kum- 
mer, dass die Curven eines irreductibelen Orthogonal -Curvensystems 
nothwendig confocal sind; Herr Darboux*) dehnte diesen Satz auf 
Orthogonalfliichensysteme im R, aus und fiigte weitere, erst im R, 
auftretende, EKigenschaften hinzu. Es ist ersichtiich, dass analoge 
Kigenschaften fiir die irreductibeln Orthogonalsysteme in beliebigen 

- Riaumen, wie auch im Linienraume fiir irreductibele Involutionssysteme 
existiren. Ich gehe hier auf dieselben nicht ein; ich bemerke nur, 
dass dem Satze von der Confocalitiéit der orthogonalen Flichen der 
liniengeometrische Satz entspricht: Complexe eines irreductibeln In- 
volutionssystems haben eine gemeinsame Singularititenfliche.**) 

Das einfachste Beispiel eines irreductibelen Involutionssystems 
geben denn auch die einfach unendlich vielen Complexe zweiten Grades 
mit gemeinsamer Singularititenfliiche. Man kann fiir dieselben, wie 
ich in der schon genannten Arbeit: ,,Zur Theorie etc.“ (diese Anna- 
len II. 2.) gezeigt habe, die folgende algebraische Darstellung an- 
wenden. Seien z, ... % homogene Functionen der p;;, fiir die 

Ly + a? +--+ a? =O. 
So sind die Complexe dargestellt durch: 
x? x? 2 
‘ gay tgay egy’ 

wo 4 einen Parameter bezeichnet. In der That kommt der Parameter 
A vermége der Relation 2x? = 0 im vierten Grade vor. Jede Gerade 
des Raumes gehért also vier Complexen des Systems an. Je zwei 
Complexe 4 = 4, und 2 =A, liegen aber auch in Bezug auf die ge- 
meinsame Gerade in Involution. Die Bedingung dafiir, dass zwei 
Complexe 





mit Bezug auf eine gemeinsame Gerade in Involution sind, ist niim- 


lich bei der -gewihlten Coordinatenbestimmung: 
i Oo” . Ow = J rayey = = O 
ia Fa Q \vermige op = 0, wv }. 

*) Annales Scientifiques de l’Ecole Normale Supérieure. t. II. 1864. 

**) Bei Pliicker ist die Singularititenfliiche nur erst fiir Complexe zweiten 
Grades definirt. Diese Liicke ist durch Herrn Pasch in seiner Habilitations- 
schrift: ,,Zur Theorie der Complexe und Congruenzen von Geraden“, Giessen 
1870, ausgefiillt worden. 


Mathematische Annalen. V. 
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Dieser Ausdruck verschwindet aber immer, wenn g, w zwei Complexe 
des hier betrachteten Systems sind. Denn derselbe wird gleich 


xe x2 te 
‘ Ca, — Ay) (ky — ay) + (ke — 44) he — 44) arin ah (ke — 44) he — uy) 
und das ist durch Zerlegung in Partialbriiche: 
a i (p— y), 
verschwindet also mit m und y. 

Je drei Complexe des Systems haben als Complexe des zweiten 
Grades Linienfliichen des sechszehnten Grades gemein; die Haupt- 
fliichen der Complexe zweiten Grades sind also vom sechszehnten Grade. 
Ich gehe nicht niiher auf die Discussion dieser Fliichen ein, die, wenn 


man die Complexe specialisirt, eine grosse Zahl besonderer Fliichen 
unter sich begreifen. 


§ 4. 


e 


Weitere Betrachtungen iiber die Hauptflichen der Complexe. 


In diesem letzten Paragraphen mégen wir noch weitere Eigen- 
schaften der Hauptflichen von Complexen, der Involutionssysteme u,s. w. 
entwickeln, und zwar an der Hand rein liniengeometrischer Betrach- 
tungen. Dieselben iibertragen sich natiirlich wieder auf die metrische 
Geometrie des R,, was aber nicht weiter verfolgt werden soll. 

Herr Lie hat den merkwiirdigen Satz gefunden (der bei ihm in 
anderweitigem Zusammenhange steht), dass man auf jeder Linien- 
jliiche, die einem linearen Complexe angehirt, eine Haupttangenten-Curve 
kennt. Es giebt niimlich auf jeder Erzeugenden der Linienfliiche zwei 
Punkte, deren Tangentialebene gleichzeitig die ihnen im linearen Com- 
plexe entsprechende Ebene ist. Die Gesammtheit dieser Punkte bilden 
die in Rede stehende Haupttangenten - Curve. 

Den Beweis kann man einfach so stellen. Alle Tangenten der 
Fliche in emem solchen Punkte gehéren dem Complexe an. Die 
Punkte bilden daher eine Curve, deren Tangenten dem Complexe an- 
gehéren, eine Complex-Curve. Eine Complex-Curve hat aber die Eigen- 
schaft, in jedem ihrer Punkte die im Complexe entsprechende Ebene 
zur Osculationsebene zu besitzen. Andererseits ist diese Ebene jedes- 
mal nach Voraussetzung Tangentialebene der Fliche. Die Curve ist 
also eine Haupttangenten - Curve. 

Wenn nun eine Linienfliche als irgend einem Complexe angehirig 
gegeben ist, so kann man auf ihr immer in ihnlicher Weise eine 
Curve bestimmen; nur ist sie dann im Allgemeinen keine Haupttan- 
genten-Curve. Man suche niimlich auf jeder Erzeugenden diejenigen 
beiden Punkte, in denen die Fliiche vom Complexkegel beriihrt wird. 
Die Reihenfolge dieser Punktepaare constituirt die fragliche Curve. 
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Ist nun aber die Linientliiche insbesondere eine Hauptfliiche des 
gegebenen Complexes, so ist die so construirte Curve eine Hauptian- 
genten-Curve derselben.*) 

Der Beweis ergiebt sich vermége des Lie’schen Satzes unmittelbar 
aus der Definition der Hauptfliche. Der gegebene Complex wird in 
je zwei consecutiven Erzeugenden von dem niimlichen linearen Com- 
plexe beriihrt. Der betreffende lineare Complex enthiilt also drei con- 
secutive Erzeugende der Linienfliiche und bestimmt auf den beiden 
ersten derselben die niimlichen beiden Punktepaare, wie der gegebene 
Complex selbst. 

Nun kann man den Lie’schen Satz auch so formuliren. Enthilt 
ein linearer Complex drei consecutive Erzeugende einer Linienfliche, 
. so bestimmt er auf den beiden ersten Punktepaare, die derselben 
Haupttangenten-Curve angehéren. Hiermit ist der Beweis unseres 
Satzes gegeben. 

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung eines Involutionssystems. 
Kine einzelne Gerade p gehért vieren der Complexe an, die mit a, b, 
c, d bezeichnet sein mégen. Dieselben liegen paarweise mit einander 
in Involution. In Folge dessen hat man zuniichst die folgenden Siitze, 
wegen deren Beweis ich auf die Arbeit: ,,Zur Theorie etc.“ (diese 
Annalen II, 2.) verweise. **) 

1) Die Linienfliiche, welche dreien der Complexe, etwa a, b, ¢, 
angehort, wird in allen Punkten von p von dem betreffenden Com- 
plexkegel d beriihrt. 

2) Die Linie p beriihrt die Brennfliiche der Congruenz zweier 
Complexe a, b in den nimlichen beiden Punkten, in denen sie die 
Brennfliehe der Congruenz der beiden anderen Complexe c, d beriihrt. 

3) Die drei in dieser Weise auf der Geraden entstehenden Punkte- 
paare (ab, ed), (ac, bd), (ad, be) sind 2u einander harmonisch.***) 

Betrachten wir jetzt eine Hauptfliiche, die dreien der Complexe, 
etwa a, b, ¢, gemeinsam ist. Auf ihr kennt man, jedem der drei 
Complexe entsprechend, eine Haupttangenten-Curve, welche jede Er- 
zeugende zweimal schneidet. Nun gilt aber fiir Haupttangenten-Cur- 
ven der Linienfliichen der von Herrn Paul Serret angegebene Satz: 
dass die Erzeugenden der Linienfliche von den Haupttangenten-Curven 


*) Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig. 
#*) Dieselben sind dort nur fiir lineare Complexe bewiesen. Sie gelten also 

auch fiir die linearen Tangential- Complexe. der hier gegebenen Complexe und 

hiermit fiir die letzteren selbst, 

**#) Hieran knitipft sich der weitere Satz: Legt man durch p eine Ebene, so ° 
enthilt dieselbe, a, b, c, d entsprechend, je eine Complex-Curve. Die vier Be- 
riihrungspunkte der vier Curven mit p bilden eine viergliedrige Punktgruppe, 
deren Covariante sechsten Grades durch die drei Punktepaare des Textes dar- 
gestellt wird. 

18* 
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projectivisch getheilt werden. Hieraus wird man einmal schliessen, 
dass die sechs Punkte, in denen jede Erzeugende von den drei Haupt- 
tangenten-Curven a, b, ¢ geschnitten wird, sechs festen Elementen 
projectivisch sind. Dies ist, wie vorstehend [Satz 3)] angegeben, in 
der That der Fall. Andererseits wird man folgern, dass man auf’ der 
fraglichen Hauptjfliiche alle Haupttangenten-Curven durch rein alge- 
braische Processe bestimmen kann. Denn man erhilt alle Haupttan- 
genten-Curven, wenn man sich einen Punkt auf der Fliiche so bewe- 
gen liisst, dass er jedesmal auf allen Erzeugenden mit dreien der sechs 
Punkte a, b, ¢ (und also mit allen) ein festes Doppelverhiltniss bildet, 
und hierzu sind nur algebraische Operationen nothwendig. 

Die beiden Punkte, in denen die Haupttangenten-Curve a eine 
Erzeugende, etwa p, trifft, sind, behaupte ich jetzt, die Beriihrungs- 
punkte von p mit der Brennfliiche der b und ¢ gemeinsamen Con- 
gruenz. Denn in diesen Punkten beriihrt der Complexkegel a die 
Fliiche, also auch, nach Satz 1), den Complexkegel d. Desshalb sind 
diese Punkte die Beriihrungspunkte von p mit der Brennfliiche ad 
und also auch, nach Satz 2), mit der Brennfliiche bc, was zu beweisen 
war. Man hat also den Satz: 

Die Hauptfliche abe beriihrt die Brennjliche be nach der Haupt- 
tangenten-Curve a, die Brennfliiche ca nach der Curve b, die Brenn- 
fliiche ab nach der Curve ce. 

Hieraus wird man weiter schliessen: 

Dass man auch auf den Brennfliichen der Congruenzen je zweier 
Complexe die Haupttangenten-Curven kennt. 

Es sind dies dieselben Curven, die Haupttangenten-Curven der 
Hauptfliichen waren. In der That erhilt man in der Gesammtheit 
der Beriihrungs-Curven der Brennfliche mit den Hauptfliichen auch 
die Gesammtheit der Haupttangenten-Curven der Brennfliiche. Denn 
die in einem Punkte der Brennfliiche ab beriihrende Gerade, welche 
a und b angehdrt, gehért gleichzeitig zwei weiteren Complexen ¢ und 
dan. Man erhilt also in den Beriihrungs-Curven der Brennfliiche 
mit den Hauptflichen abe, abd die betden durch den gewihiten Punkt 
hindurchgehenden Haupttangenten -Curven.*) 


*) Die verschiedenen hier aufgestellten Siitze hatte ich, mitsammt dem Satze 
des § 3.: ,,dass sich je drei Complexe eines Involutionssystems nach einer gemein- 
samen Hasptfliiche schneiden“, in der bereits citirten Note in den Gétt. Nach- 
richten Nr. 3. (1871) in dem Satze zusammengefasst: dass die Linienfliiche, welche 
drei Complexen eines Involutionssystems gemeinsam ist, die Brenn{fliche je zweier 
derselben nach einer Haupttangenten-Curve beriihrt, und in dieser Fassung analy- 
tisch erwiesen. Die heterogenen Bestandtheile, welche dieser Satz enthielt, er- 
scheinen im ‘l'exte gesondert. Ich bin Herrn Lie dafiir verpflichtet, dass er mich 
auf die Méglichkeit der Sonderung aufmerksam gemacht hat. 
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Fiir das Involutionssystem der Complexe zweiten Grades findet 
man insbesondere: die Haupttangenten-Curven auf den Hauptfliichen, 
nach denen diese die Brennfliichen beriihren, sind von der 32'" Ord- 
nung und Classe. Die Brennflichen selbst sind gleich den Haupt- 
fliichen von der 16'" Ordnung und Classe. 

Durch passende Particularisationen erhilt man aus der Betrach- 
tung dieser Brennfliichen und Hauptfliichen die Bestimmung der Haupt- 
tangenten-Curven auf einer grossen Zahl besonderer Flichen. Hier 
sei nur eine solche Particularisation erwihnt. Die beiden Complexe 
des Systems, die mit einander die Congruenz und durch diese die 
Brennfliiche bestimmen, mégen zusammenfallen. Dann wird die Con- 
gruenz die Congruenz der singuliiren Linien des betreffenden Com- 
plexes. Ihre Brennfliiche zerfillt in die allen Complexen gemeinsame 
Singularitiitenfliiche, die von der vierten Ordnung und Classe ist und 
eine weitere Fliiche von der zwélften Ordnung und Classe. Auf beiden 
erhiilt man die Haupttangenten-Curven, die jetzt beziiglich von der 
sechszehnten Ordnung werden. Nun ist fiir die allgemeinen Complexe 
zweiten Grades die Singularitiitenfliiche eine Kummer’sche Fliche 
vierten Grades mit sechszehn Knotenpunkten. Man erhiilt also eine 
Bestimmung der Haupttangenten-Curven dieser Fliiche, die dahin geht: 
dass sie die Beriihrungs-Curven der Fliiche mit denjenigen Linien- 
flichen sind, welche einem beliebigen (aber fest gewiihlten) zuge- 
hérigen Complexe als singuliire Linien und ausserdem noch bez. einem 
zweiten (verinderlichen) der zugehérigen Complexe angehéren. Hiermit 
in Uebereinstimmung findet sich eine Bestimmung der Haupttan- 
genten-Curven der Kummer’schen Fliiche, wie sie in einer gemein- 
samen Arbeit in den Monatsberichten der Berliner Akademie, Decem- 
ber 1870, von Lie und mir gegeben worden ist. Der Inhalt dieser 
Note kann als eine nihere Ausfiihrung einiger der hier vorgetragenen 
Betrachtungen angesehen werden: 


Géttingen im October 1871. 








Ueber gewisse in der Liniengeometrie auftretende Differential- 


gleichungen. 


Von Fenix Kuve in Gorrincen. 


Bei liniengeometrischen Untersuchungen wird man zu gewissen 
Differentialgleichungen gefiihrt, die im Folgenden formulirt und in 
noch niher anzugebenden Fiillen integrirt werden sollen. Dieselben 
entsprechen im Wesentlichen den folgenden drei Aufgaben: 

1) Man soll diejenigen Linien-Complexe finden, deren Geraden 
die Tangenten einer Fiche sind. 

2) Man soll diejenigen einer gegebenen Linien-Complexe ange- 
hérigen Congruenzen bestimmen, deren Geradeun Haupttangenten ihrer 
Brennflichen sind. 

3) Man soll die Umhiillungs-Curven der Linien einer Congruenz 
angeben. 

Bei der im Folgenden eingeschlagenen Darstellung, bei welcher 
durchgiingig von Linien-Coordinaten Gebrauch gemacht werden wird*), 
erkennt man, wie diese drei Probleme zusammen eine naturgemiisse 
Gruppe bilden. 

Das Problem 1) ist eines der ersten, welche bei der Unter- 
suchung der Linien-Complexe auftreten. Es ist denn auch bereits 
von Cayley in seiner ersten bez. Mittheilung**), wenn auch nur bei- 
liufig, beantwortet worden. Cayley untersucht dort diejenigen Be- 
dingungen, denen ein Linien-Complex geniigen muss, damit seine Ge- 
raden eine feste Curve schneiden. Er findet nur eine erste Bedingung, 
die aber noch nicht hinreichend ist, vielmehr auch dann erfiillt ist, 
wenn die Linien des Complexes eine Fliiche umhiillen. Diese niim- 
liche Bedingung wird im Folgenden auf einem ganz anderen Wege 
abgeleitet werden, und es wird gezeigt werden, dass sie in der That 
den Complex als Gesammtheit der Tangenten einer Fliiche charakterisirt. 


*) Das Nachstehende mag zugleich dazu dienen, zu illustriren, wie man mit 
* Linien-Coordinaten operiren kann, ohne auf den Zusammenhang derselben mit 
Punkt- und Ebenen-Coordinaten zuriick zu gehen. 

**) Quarterly Journal, t. ILI. p. 227. 
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Fiir Complexe zweiten Grades, insbesondere fiir diejenigen, die eine 
Flaiche umhiillen, findet sich das Entsprechende bei Pliicker (Neue 
Geometrie n. 341) angegeben. 

Das Problem 2) ist von Lie, zunichst unter einer anderen Form, 
aufgestellt worden.*) Er verlangt niimlich, solche Flichen zu finden, 
die in jedem ihrer Punkte von dem Complexkegel eines gegebenen 
Complexes beriihrt werden. Sodann zeigt er, dass die Kante, nach 
welcher der Complexkegel die gesuchte Fliche beriihrt, eine Haupt- 
tangente der Fliiche ist, und dass diese Higenschaft die fraglichen 
Flichen charakterisirt. Das Problem kommt also darauf hinaus: 
Fliichen zu finden, bei welchen ein System Haupttangenten dem ge- 
gebenen Complexe angehért. In dieser Form ist es offenbar mit dem 
Probleme 2) identisch; die Gestalt, die ihm vorstehend ertheilt wurde, 
schliesst sich nur besser an die gleich vorzutragende Behandlung an. 

Das Problem 3) endlich entsteht, sowie man von Linien-Con- 
gruenzen handelt. Die Linien einer Congruenz lassen sich nach der 
allgemeinen Theorie**) auf zwei Weisen in eine Reihe Developpablen 
zusammenfassen; das Problem ist: wenn die Congruenz gegeben ist, 
diese Developpablen zu bestimmen. 

Das Problem 2) soll im Folgenden insbesondere fiir den allge- 
meinen Linien-Complex zweiten Grades gelést werden. Kine solche 
Lésung hat auf anderem, mehr geometrischem Wege Lie in der vor- 
stehenden Abhandlung gegeben. Die Resultate kommen natiirlich 
iiberein; es wird daher interessant, zu verfolgen, wie seine geometri- 
schen Betrachtungen den hier angewandten analytischen entsprechen. 
In der analytischen Schlussformel, die aufgestellt werden wird, erschei- 
nen seiné Resultate in iibersichtlichster Weise zusammengefasst. 

Gleichzeitig erledigt sich bei der eingeschlagenen Methode das 
Problem 3) fiir diejenigen Linien-Congruenzen vierter Ordnung und 
Classe, welche zwei Linien-Complexen zweiten Grades gemeinsam sind, 
die zu der niimlichen Singularitiitenfliche gehéren. Unter dieselben 
fallen als besondere Art, wie hier gleich hervorgeheben sein soll, die 
allgemeinen Congruenzen zweiter Ordnung und Classe, welche einem 
Complexe zweiten und einem Complexe ersten Grades angehéren.***) 


*) Vergl. die vorstechende Abhandlung von Lie und dessen beziigliche Mit- 
theilungen an die Akademie zu Christiania (Berichte 1870, 71). Es ist dort die 
das Problem darstellende Differential-Gleichung kurz als ,,die Differentialgleichung 
des gegebenen Linien-Complexes“ bezeichnet. — Auch Herr Darboux hatte sich 
mit diesem Gegenstande beschiiftigt; vergl. eine bez. Bemerkung von Lie in dem 
vorst, Aufsatze. 

**) Vergl. Kummer in Borchardt’s Journal. t. 57. 
***) Vergl. n. XXXVI. der allgemeinen Aufziihlung der Strahlensysteme zwei- 
ter Ordnung von Kummer. (Abhandlungen der Berl, Akad, 1866.) 
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Nach der vorhergehenden Abhandlung von Lie wird man erken- 
nen, wie diese liniengeometrischen Probleme identisch sind mit Pro- 
blemen, die sich auf Kugelgeometrie beziehen. Problem 1) entspricht 
dann der Forderung: diejenigen Gleichungen zwischen den vier Coor- 
dinaten einer Kugel (ihren Mittelpunkts-Coordinaten und ihrem Radius) 
anzugeben, welche dreifach unendliche Kugelsysteme (Kugel-Complexe) 
darstellen, deren siimmtliche Kugeln eine feste Fliiche beriihren. Dem 
Problem 2) entspricht die Aufgabe: Wenn ein Kugel-Complex gegeben 
ist, diejenigen Fliichen zu finden, deren ein System Hauptkugeln dem 
Complexe angehért.*) Endlich dem Probleme 3) die Aufgabe: Wenn 
eine Kugel-Congruenz, d. h. zweifach unendlich viele Kugeln, gegeben 
ist, solehe einfach unendliche Kugelreihen aus ihr auszuscheiden, in 
denen sich je zwei consecutive Kugeln beriihren. 

Andererseits wird man, von dem Zusammenhange ausgehend, der 
zwischen Liniengeometrie und der metrischen Punktgeometrie des 
Raumes von vier Dimensionen besteht**), iiquivalente Probleme fiir 
diese metrische Geometrie aufstellen kénnen. Die entsprechenden 
Probleme der metrischen Geometrie des Raumes von drei Dimensionen 
mégen hier ausgesprochen sein; ihre Zahl hat sich, wie die Zahl der 
Variabeln, um 1 vermindert. Es sind die folgenden beiden: 

a) diejenigen developpablen Flichen anzugeben, welche den un- 
endlich fernen imaginiiren Kreis enthalten ; 

b) auf einer gegebenen Fliiche diejenigen Curven zu bestimmen, 
deren Tangenten den unendlich fernen Kreis fortwiihrend treffen (die 
sogenannten Curven ohne Liinge). 

Mit den letzteren Curven haben sich besonders die neueren fran- 
zosischen Geometer beschiiftigt. Auf die Aufsuchung dieser Curven 
kommt, wie beiliiufig bemerkt sei, das Problem der conformen Abbil- 
dung zweier Fliichen auf einander hinaus. Man hat nimlich nur die 
beiden Fliichen so auf einander zu beziehen, dass den fraglichen Cur- 
ven der einen Fliche die der anderen entsprechen. — Die Develop- 
pablen a) sind Itinsichtlich ihrer ausgezeichneten metrischen Eigen- 
schaften zuerst von Herrn Darboux untersucht worden.***) Herr 


*) Mit diesem Probleme, das, zusammen mit Problem 2), von Lie in der 
vorst. Abhandlung behandelt ist, hatte sich, wie er uns mittheilte, auch Herr 
Darboux in der neuesten Zeit beschiiftigt. Er hatte dasselbe gerade in dem 
Umfange gelist, wie eine solche Lésung bei Lie angegeben ist, und wie sie durch 
Anwendung: der Lie’schen Transformation von Liniengeometrie in Kugelgeometrie 
aus der im Texte gegebenen Liésung des liniengeometrischen Problems hervorgeht. 
Die Methode, die Herr Darboux dabei benutzte, war, soweit ich tibersehen kann, 
mit der, die hier angewandt werden soll, durchaus identisch. 

**) Vergl. den vorstehenden Aufsatz: Ueber Liniengeometrie und metrische 
Geometrie. 
***) Annales scientifiques de Ecole Normale Supérieure. t. Il. 1864. 
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Darboux hat auch, wie er mir mittheilte, das Problem b) fiir die 
Fliichen vierten Grades gelést, die den imaginiiren Kreis doppelt ent- 
halten. Dies entspricht vermége der Lie’schen Abbildung (wie auch Lie 
bemerkt) der von mir im Folgenden gegebenen und schon friiher ge- 
legentlich mitgetheilten (Gott. Nachrichten. 1871. Nr. 1.) Integration 
der Umhiillungs-Curven einer Linien-Congruenz zweiter Orduung und 
Classe. Es mag geniigen, hiermit auf die entsprechenden metrischen 
Probleme hingewiesen zu haben, die sich natiirlich nicht nur auf den 
metrischen Raum von drei und vier, sondern von beliebig vielen Di- 
mensionen beziehen.*) Ich wende mich jetzt zu den liniengeometri- 
schen Aufgaben zuriick, die den eigentlichen Inhalt dieser Mittheilung 
bilden sollen, und beginne damit, Einiges, was spiiter benutzt werden 
soll, iiber den linearen Complex vorauszuschicken. 


§ 1. 
Einiges iiber den linearen Complex. 


In dem vorhergehenden Aufsatze: ,, Ueber Liniengeometrie und 
metrische Geometrie“ habe ich in § 1. entwickelt, wie die Linien- 
geometrie aufgefasst werden kann, als die Geometrie auf einer im 
Raume von fiinf Dimensionen gelegenen Fliiche zweiten Grades. **) 
Dieselbe sei, unter 2, %,... 2%, die homogenen Coordinaten des 
Raumes von fiiuf Dimensionen verstanden, durch 

Q(x, Xe, -.- %) =O 
dargestellt. Ein linearer Complex: 

: UX, Uy Hy +++ Ua, =O 

ist bei dieser Auffassung wie die Ebene des betreffenden Raumes. 
Hieraus schliesst man, dass cin linearer Complex eine Invariante hat, 
nimlich denjenigen Ausdruck, der, gleich Null gesetzt, aussagt, dass 
die Ebene u, =O die Fliche Q =O beriihrt. Dieser Ausdruck ent- 
steht aus der Determinante von Q durch Riinderung mit den Coeffi- 
cienten wu. Hat Q insbesondere***), wie im Folgenden der Einfachheit 
wegen angenommen werden wird, die Form 

O= 4? + aH, + +++ a’, 
so erhiilt die Invariaute die Gestalt: 


Uy? + wy? + +++ w,?. 


*) Nach den Auseinandersetzungen des § 2. des vorhergehenden Aufsatzes 
ist ersichtlich, wie sich diese metrischen Probleme genau mit denselben Formeln 
behandeln lassen, wie die hier ausgefiihrten liniengeometrischen. 

**) Dieser Ausdruck sei hier gestattet, da er wohl nicht missverstanden 
werden kann. 
***) Vergl. ,,Zur Theorie der Complexe etc.“, diese Annalen t. IL. 
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Verschwindet die Invariante, so ist der lineare Complex ein sogenann- 
ter specieller, d. h. er besteht aus der Gesammtheit der Geraden, die 
eine feste Gerade schneiden. 
Seien jetzt zwei lineare Complexe gegeben: 
=, v=o. 
Dieselben haben eine lineare Congruenz gemein, die gleichzeitig allen 
Complexen 
du+pv=0 
angehdrt. Unter denselben finden sich zwei specielle, die sogenannten 
beiden Directricen. Man bestimmt dieselben, indem man die Invariante 
von Au+ uv bildet. Sei A,, die Invariante von u, A,, diejenige 
von v, endlich A,, = A,, derjenige Ausdruck, der entsteht, wenn 
man die Determinante von 2 auf der einen Seite mit den Coefficienten 
von w, auf der anderen mit denen von v riindert. Diesen Ausdruck 
A, habe ich gelegentlich die simultane Invariante der beiden Com- 
plexe genannt. (Ihr Verschwinden ist die Bedingung fiir die involu- 
torische Lage zweier Complexe.) Bei dieser Bezeichnung wird die 
Invariante von Au + wo: 
MAgu + 2Aw Ane + w2Age. 
Dieselbe, gleich Null gesetzt, ergiebt eine quadratische Gleichung fiir 
- und diese ist es, welche die beiden Directricen bestimmt. Die 
hiermit aufgestellte quadratische Gleichung hat, als quadratische biniire 
Form der Variabeln 2, uw betrachtet, eine Invariaute: 
Ayy Aor — A... 


Dieselbe aindert sich (bis auf einen Factor) nicht, wenn man statt 
u, v irgend zwei andere Complexe der Gruppe 4u + we setzt. Sie ist 
also eine Combinante der beiden Complexe uw, v, und desswegen eine 
Invariante der durch dieselben bestimmten Congruenz. 

Das Verschwinden dieser Invariante sagt aus, dass die quadratische 
Gleichung zur Bestimmung der Directricen der Congruenz zwei gleiche 
Wurzeln hat, dass also die Directricen der Congruenz zusammenfallen 
(vergl. Pliicker’s Neue Geometrie n. 68.). Die Congruenz soll dann 
eine specielle lineare Congruenz heissen. 

Eine weitere Particularisation tritt ein, wenn nicht nur A,,,4,, 
—— a 0, sondern A,,~, Ay», Ax» einzeln verschwinden, Dann 
sind w und wv beides specielle Complexe (gerade Linien), die sich 
schneiden. Die Congruenz zerfiillt in zwei: in die Congruenz erster 
Ordnung und nullter Classe derjenigen Geraden, die durch den ge- 
meinsamen Schnittpunkt gehen, und die Congruenz erster Classe und 
nullter Ordnung der in der gemeinsamen Ebene verlaufenden Geraden. 
Kine solche lineare Congruenz wird im Folgenden als eine zerfallende 
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bezeichnet werden. Eine zerfallende Congruenz hat unendlich viele 
Directricen, die Geraden des Biischels, dem w und v angehéren und 


die durch 
Au+pv=0 
dargestellt sind. 


Betrachten wir jetzt drei lineare Complexe: 
u=0, v=0, w=0. 
Dieselben haben eine Regelschaar, d. h. die eine Erzeugung einer 
Fliiche zweiten Grades (eines einschaligen Hyperboloids) gemein. Die 
anderen Erzeugenden des Hyperboloids sind die Directricen der Con- 
gruenz je zweier Complexe der Gruppe: 
Au+uv+rvw=0. 

Man erhiilt alle zweiten Erzeugenden, wenn man alle Werthe von 
A, wu, v wihlt, fiir welche die Invariante von Au + uv + vw ver- 
schwindet, fiir welche also: 


O= RA, + 2AWAn, + WA, + 2AVALy +2 Vv Ao + Aww. 
Diese Gleichung stellt, wenn wir 4, w, v als Coordinaten in der Ebene 
interpretiren, einen Kegelschnitt dar. Derselbe hat, hinsichtlich linea- 
rer Transformationen, denen man 4, uw, v aussetzen kann, eine In- 
variante, niimlich die Determinante: 

hg: Mae oa 
| tin - Heed Me } 
* Boel eo Age 

Wir werden dieselbe als die Invariante der den drei Complexen 
gemeinsamen Regelschaar zu bezeichnen haben. 

Das Verschwinden der Invariante sagt aus: zuniichst, dass der 
Kegelschnitt, der durch die Gleichung zwischen 4, uw, v dargestellt 
wird, zerfallt. Es zerfillt also auch das zweite Erzeugenden-System. 
Das bez. Hyperboloid artet in diesem Falle in zwei Ebenen und zwei 
auf deren Durchschnitt gelegene Punkte aus (vergl. Pliicker’s Neue 
Geometrie n. 144.).*) Die eine Erzeugung desselben besteht aus 
den Geraden, welche durch den ersten Punkt in der ersten Ebene, 
oder durch den zweiten Punkt in der zweiten Ebene hindurchgehen; 
die andere Erzeugung aus den Geraden, die durch den ersten Punkt 

*) Wihrend also eine F, als Punktgebilde betrachtet den Kegel, als Ebenen- 
gebilde betrachtet den Kegelschnitt als erste Particularisation ergiebt, tritt hier 
ein mit einem Punktepaare vereinigt gelegenes Ebenenpaar als solche auf. Es 
ist interessant, dass man bei den allgemeinen auf Systeme von Fliichen zweiten 
Grades beziiglichen Abziihlungen gleichmiissig auf alle drei Particularisationen 
Riicksicht nehmen muss. Vergl. die Arbeit von Herrn Schubert: Zur Theorie 
der Charakteristiken (Borchardt’s Journal t. 71.).. Die hier in Rede stehende 
Particularisation der F’, ist dort als ,,begrenzter Ebenenschnitt“ bezeichnet. 
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in der zweiten Ebene, oder den zweiten Punkt in der ersten Ebene 
hindurchgehen. Die drei Complexe haben also zwei vereinigt gelegene 
Strahlbiischel gemein. Wir werden eine solcher Art zerfallene Regel- 
schaur in Analogie mt dem Vorstehenden als specielle Regelschaar zu 
bezeichnen haben. 

Kine weitere Particularisation ist, dass nicht nur die Invariante 
der Regelschaar, sondern siimmtliche Unterdeterminanten derselben 
verschwinden. Dann ist die Regelschaar in zwei sich deckende Strahl- 
biischel ausgeartet (Pliicker’s Neue Geometrie n. 146.). Die Con- 
gruenzen je zweier Complexe der Schaar 2u + wv + vw sind alsdann 
specielle, da sich ihre Invarianten linear aus den verschwindenden 
Unterdeterminanten zusammensetzen. 

Es wiire der letzte Fall noch denkbar, dass auch die zweiten 
Unterdeterminanten, d. h. A,,, A,, etc. selbst siimmtlich verschwinden. 
Dann sind u, v, w drei specielle Complexe, die sich gegenseitig schnei- 
den, also entweder einen Punkt gemein haben oder in einer Ebene 
verlaufen. Es geniigen dann den drei Gleichungen wu = 0, v = 0, 
w = 0 zweifach unendlich viele Linien, niimlich diejenigen, die durch 
den gemeinsamen Punkt gehen, resp. in der gemeinsamen Ebene liegen. 
Denn die Bedingungsgleichung Q = 0 ist dann vermége u =0, v=0, 
w = 0 identisch erfiillt; die dritte Gleichung, etwa w = 0, dient nur 
dazu, um aus der zerfallenden Congruenz: u = 0, v = 0, Q =O den 
einen Theil auszusondern. Es ist dies also ein von den vorhergehen- 
den wesentlich verschiedener Fall, der im Folgenden nicht in Betracht 
kommen wird. 

Es mégen endlich vier Complexe: 


u=0, v=0, w=0, ¢=0 
in Betracht gezogen werden. Dieselben haben zwei Geraden gemein, 
und fiir dieses Geradenpaar erhiilt man die Invariante: 
Bea “Bee Aan Aas 
Aou Ay, A,w Ay: 
Avs Ans Aww Ay: 
| Ary, A; » A; w Ay, 


Verschwindet dieselbe, so fallen die beiden Geraden zusammen. *) 





*) Lisst man ¢ = 0 einen speciellen Complex bedeuten, wodurch A,, ver- 
schwindet, so sagt das Verschwinden der Invariante des Textes aus, dass die Ge- 
rade ¢ das Hyperboloid der drei Complexe u=0, v =0, w=0 beriihrt. Aber 
A,,, A,,, A,,, sind offenbar nichts anderes, als die Gleichungen der Complexe 
u, v, w, in die nur die Coordinaten der Geraden ¢ eingetragen sind. Ersetzt man 
daher A,,, A,,, A,,, kurz durch uw, v, w, so stellt die resultirende Gleichung: 
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Verschwinden die ersten Unterdeterminanten, so schneiden sich die 
beiden zusammenfallenden Geraden. Was das Verschwinden der zwei- 
ten und dritten Unterdeterminanten bedeutet, mag hier unerértert 
bleiben. 


§ 2. 
Aufstellung der Differentialgleichungen. 


Sei jetzt ein beliebiger Complex 
g = 0 
gegeben. Betrachten wir eine seiner Geraden (”). In der Nihe dieser 
Geraden kann der Complex als ein linearer angesehen werden, d. h. 
die benachbarten Geraden sind, bis auf Gréssen héherer Ordnung, 


durch einen tangirenden linearen Complex bestimmt (vergl. Pliicker’s 
Neue Geometrie n. 297 ff.). Derselbe ist: 


(62) +(2)nt--- C2) m=, 


wo die eingeklammerten Differentislquotienten sich auf den constan- 
ten Werth » beziehen. Dieser lineare Tangential-Complex ist indess 
nicht einzig bestimmt, sondern es giebt einfach unendlich viele gleich- 
berechtigte. Da niimlich der gegebene Complex 
g=0 

nicht geiindert wird, wenn man zu seiner Gleichung 2 mit einem be- 
liebigen Factor hinzufiigt: 

Ap+ uQ =0, 
so ist jeder lineare Complex, der aa der Gleichung enthalten ist: 


z(a5e +s z,) eo 0 


ein linearer Tangential-Complex.*) Dabei ist: 


A A A u 


“uu uv uw 
o= A, 7 Aes A, w v | 
| | 
| A,, “ Bigs A,, w w | 
| 
| uw » w 0 
die Complexgleichung der Hyperboloids wu, v, w dar, wie ich diese Annalen t. II. 
ohne Beweis angab. — Auf iihnliche Weise findet man das Produkt «der Glei- 
chungen der beiden Directricen der Congruenz wu, v: 
Ai, Ay, u 
O0=| 4,, A,, 9 


u © 0 


*) Unter den linearen Tangential-Complexen giebt es drei ausgezeichnete, 
die stationiir beriihren. Vergl. den vorhergehenden Aufsatz. 
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° die Gleichung des speciellen Complexes, dessen siimmtliche Gerade die 
Gerade x schneiden. 

Die einfach unendlich vielen linearen Tangential-Complexe haben 
eine specielle lineare Congruenz gemein. In der That, nehmen wir 
fiir 2, wie fortan immer geschehen soll, die vereinfachte Form: 

Q=—= 4? + 2,2 + ---- 2,?,- 


so wird die Schaar der linearen Tangential -Complexe: 
. C 
2 (2 + tte) Ya = 0. 
“a 


Die Invariante der einzelnen Complexe ist also gleich: 


ay / € 2 

ve (; 2 
da sowohl 22% vermige Q=0, als Z oa, *Zq vermige gp = 0 ver- 
: schwindet, und ergiebt, gleich Null gesetzt, die Doppelwurzel 4 = 0. 
Die beiden Directricen der Congruenz fallen also zusammen, und zwar 

in die gegebene Gerade (2). 

Es wird nun insbesondere unter den Linien eines Complexes solche 
geben, fiir welche die den tangirenden linearen Complexen gemein- 
same specielle Congruenz zerfillt. Die Bedingung hierzu ist nach dem 


Vorstehenden ae 
= (¢ ? ) am @. 
C Xe 


Dann sind alle einfach unendlich vielen Tangential-Complexe speciell, 
d. h. gerade Linien, und diese Geraden bilden ein Biischel. Durch 
dies Biischel werden der gegebenen Geraden ein auf ihr gelegener 
Punkt und eine durch sie hindurchgehende Ebene zugeordnet. Alle 
Geraden des Complexes, welche der gegebenen (7) unendlich nahe sind 
und sie schneiden, miissen entweder sie in dem zugeordneten Punkte 
treffen oder in der zugeordneten Ebene verlaufen. Der zugeordnete 
Punkt ist desshalb gemeinsamer Beriihrungspunkt fiir die Gerade (zx) 
und die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen enthaltenen Com- 
plexcurven; ebenso wird die zugeordnete Ebene von allen Kegeln, die 
von Punkten der Geraden (x) ausgehen, nach der Geraden () beriihrt. 

Derartige Complexlinien (x) heissen bei Pliicker singulire Linien 
des Complexes (n. 305., 306. der neuen Geometrie). Der zugeordnete 
Punkt heisst der zugeordnete singuliire Punkt, die zugeordnete Ebene 
die zugeordnete singuldre Ebene. 

Hat Q, wie oben angenommen, die vereinfachte Gestalt Za, = 0, 
so werden die singuliiren Linien des Complexes 


y= 




































as eZ Oak 


~ ~ sp 


o-~ 





\w 


\e 








Differentialgleichungen in der Liniengeometrie. 


aus demselben ausgeschieden durch die Gleichung 


z Gz) = 0. ‘ 
CXy 


Ist m vom Grade m, so ist diese Gleichung vom Grade 2 (m— 1); 
die singuliiren Linien bilden also eine Congruenz der Ordnung und 
Classe 2 m(m — 1). 

Ich will hieran beiliiufig die Definition einer fiir die Theorie der 
Complexe sehr wichtigen Fliiche kniipfen.~ Jeder der zweifach unend- 
lich vielen Linien ist ein singuliirer Punkt und eine singuliire Ebene 
zugeordnet. Es giebt hiernach eine Fliiche der singuliiren Punkte 
und eine Fliiche der singuliiren Ebenen. Diese beiden Fliichen sind 
nun identisch und bilden einen Theil der von der Congruenz der sin- 
guliren Linien umhiillten Brennfliche.*) Im Folgenden werde ich 
diese Fliiche, wie ich bereits friiher gelegentlich gethan, als die Sin- 
gularititenfliiche des Complexes bezeichnen. 

Es wird nun Complexe besonderer Art geben kénnen — sie sollen 
im Folgenden specielle Complexe heissen —, fiir die 


0 
s (32) = 0 
CO£ 
vermige Lx? 0, m=O identisch verschwindet, deren siimmtliche 
Linien also singuliire Linien sind. Ich behaupte, dass diese Complexe 


es sind, deren Linien eine Fliiche umhiillen, dass also die Complexe, 
die aus der Gesammtheit der Tangenten einer Fliiche bestehen, durch 


die Differentialgleichung 
x(a)" 
0 Ly 
charakterisért sind. 


Zuniichst ist ersichtlich, dass fiir alle Complexe, deren Linien 
eine Fliiche umhiillen, diese Bedingung erfiillt ist. Denn jede Linie 
eines solchen Complexes hat den Charakter einer singuliren. Die 
Complex-Curven z. B., die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen 
liegen (die Durchschnittscurven dieser Ebenen mit der umbhiillten 
Fliiche), beriihren die Gerade in einem festen Punkte u. s. w. 

Um auch die Umkehrung des Satzes einzusehen, benutzen wir 
einen Hiilfssatz. Sei niimlich (#) eine Linie des Complexes. So wird 


wegen 
5 9 
ow a - 
=( 27) = 0 
OX, 


auch (2°) eine gerade Linie sein. Dieselbe wird iiberdies, wegen 








*) Es ist dieser Satz von Herrn Pasch in seiner Habilitationsschrift gegeben 
worden (Zur Theorie der Complexe etc. Giessen 1870). Bei Pliicker findet sich 
das Entsprechende fiir Complexe zweiten Grades auf einem Umwege bewiesen 
(n, 318— 320). 
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»=0 und also Yr, 2? =0 
oz, 


die Gerade (#) schneiden. («+ a6) ist desshalb ein Biischel ge- 


rader Linien, das schon oben betrachtete Biischel der zu der singu- 
liren Linie (x) gehdrigen speciellen linearen Tangential- Complexe. 
Im vorliegenden Falle gehirt nun dieses ganze Biischel von Geraden 
dem Complexe p = 0 an. 

Der Beweis, den ich béi einer anderen Gelegenheit ausfiihrlicher 
zu geben hoffe, liisst sich so fiihren. Ist, wie vorausgesetzt: 


=(js) =" 
CX 


oe 2 . . . oe 
vermige p= 0, Xx —0, so kann man, wie sich zeigen lisst, setzen: 
a 


z Gz.) = Mo + NE2*. 





Man bilde jetzt ; 
og 
9 (te + 452) 
> * e@ . e@ a . "4 Oy - . ¢ . . og “ee © @ 
"Te (ta) - Az 0%, OX, > :.3 * OX, C Fr Ox, Ox, - : 
Das Glied mit 4° und mit 4' verschwindet ohne Weiteres mit » = 0, 
22 = 0. Fiir die anderen Glieder kann man es dann durch ein 


recurrentes Verfahren nachweisen, indem man von der dem Ausdrucke 


oq \2 
Zz (5 z) gegebenen Darstellung Gebrauch macht. 
“a 


Die Linien des Complexes fassen sich also in zweifach unendlich 

viele Biischel ; 

é 

z+Aart 

zusammen. Der gemeinsame Schnittpunkt der Geraden des Biischels 
ist fiir alle der zugeordnete singuliire Punkt, die Ebene des Biischels . 
fiir alle die zugeordnete singuliire Ebene. Den dreifach unendlich 
vielen Geraden des Complexes entsprechen also nur zweifach unendlich 
viele singuliire Punkte und zweifach unendlich viele singuliire Ebenen. 
Es giebt also (wie beim allgemeinen Complexe) eine Fliiche der sin- 
guliiren Punkte und eine Fliche der singuliiren Kbenen. Nun ist es 
leicht, zu sehen, dass (wie beim allgemeinen Complexe) diese beiden 
Flichen identisch sind und dass die Linien des Complexes die Tan- 
genten dieser Fliiche sind. Jede Complexlinie muss niimlich jetzt die 
Complex-Curve in einer beliebigen durch sie hindurchgelegten Ebene, 
als singuliire Linie, im zugehérigen singuliiren Punkte beriihren. Die 
in einer Ebene enthaltene Complex-Curve ist also die Durchschnitts- 
Curve der Ebene mit der Fliiche der singuliiren Punkte. Die Fliche 
der singuliiren Punkte wird mithin von den Linien des Complexes 
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umhiillt. Die Linien des Complexes umhiillen also in der That eine 
Fliiche, die Fliche der singuliiren Punkte. Dasselbe beweist man von 
der Fliiche der singuliren Ebenen. Die Fliche der singuliiren Punkte 
und die Fliche der singuliren Ebenen sind also identisch.*) 
Betrachten wir jetzt die Congruenz, welche zwei Complexen 
o=0, ~=0 

gemeinsam ist. Eine Linie derselben habe die Coordinaten xz. In der 
Niihe derselben kann man die beiden Complexe durch einen ihrer 
linearen Tangential-Complexe ersetzen: 


2 Ge + Ae) Ya = 0, 


=(f% + lite) Ya = 0. 


Die gegebene Congruenz kann man in der Niihe von (x) durch die 

lineare Congruenz ersetzen, welche irgend zwei dieser Complexe ge- 

meinsam ist. Es giebt also zweifach wnendlich viele lineare Congruen- 

zen, welche eine gegebene Congruenz in einer ihrer Geraden (x) beriihren. 

Diese linearen Congruenzen haben alle eine Regelschaar gemein: 
ze? .y,=0, Z ms *Ya=0, LLefa =O. 


0x, Loe 


Aber dieselbe zerfillt in zwei Biischel, da ihre Invariante 
. (e@\? 8p 
BS (Gs) tS cS 


CX_ OX, Ox, 
| pp OY yp (O¥\?2 
| aa, ° Se saad O " y 
¢ Pa OX, OX, 
- | 12 
P p 24, 


vermige p= 0, ~=0, Ya* = verschwindet. Die Directricen der 
zweifach unendlich vielen tangirenden Congruenzen bestehen also aus 
zwei Biischeln, welche die gegebene Gerade (x) gemein haben. Irgend 
zwei Gerade, entnommen den beiden Biischeln, sind Directricen einer 
tangirenden Congruenz. Man erkennt in diesen beiden Biischeln die 
'Tangentenbiischel**) der Brennfliiche der Congruenz in deren Beriih- 
rungspunkten mit der Geraden (z). 


*) Man kann, wie hier beiliiufig angegeben sein mag, die Singularititenfliche 
eines Complexes als denjenigen speciellen Complex definiren, der dem Complexe 
umschrieben ist; die Brennfliiche einer Congruenz als denjenigen speciellen Com- 
plex, dem die Congruenz angehort. 

**) Bei der gewdhnlichen Darstellung zeichnet man die gegen (a) rechtwink- 
ligen Linien der beiden Biischel aus und bezeichnet sie als die Brennlinien des 
in der Nithe von (2) verlaufenden unendlich diinnen Strahlenbiindels. Jedes andere 
den beiden Biischeln entnommene Linienpaar ist im projectivischen Sinne gleich 
berechtigt. 


Mathematische Annalen, V, 19 
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Unter den Linien einer Congruenz wird es nun insbesondere solche 

: geben, fiir welche die beiden Biischel, d. h. also die beiden Beriih- 
rungspunkte mit der Brennfliiche zusammenfallen. Dann wird die 
Congruenzgerade, die vorher Doppeltangente der Brennfliche war, im 
Allgemeinen eine vierpuuktig beriihrende Tangente. Diese Congruenz- 
geraden sind durch die Bedingung dargestellt, dass fiir sie die Unter- ; 
determinanten der vorstehenden Invariante verschwinden, was sich, 
vermége der vereinfachten Form der letzteren, auf die eine Bedingung 


reducirt: 
z(z2)° z i} (232. ' in.) = 0. 
OX, 0x, 0%, OX, 
Diese Gleichung, zusammen mit 
g=0, »y=0, 227,?=—0 
stellt eine Linienfliiche der Congruenz dar, welche die Brennfliiche vier- 


punktig beriihrt. Ist m vom Grade m, w vom Grade n, so wird 
diese Fliche vom Grade 4mn(m + n — 2). 


Diejenigen Linien einer Congruenz [m, n|, welche die Brennfliche 
vierpunktig beriihren, bilden im Allgemeinen eine Linienfliche vom Grade 
4mn(m + n — 2). 


Es wird nun besondere Congruenzen geben — sie sollen specielle 
Congruenzen heissen — fiir welche die vorstehende Gleichung: 


c@P 
(sz) 5 z(3 i - (232: in) = 0 
g=0, ~y=0, Z2,’?=—0 


identisch erfiillt ist. Diese haben die Eigenthiimlichkeit, dass alle ihre 
Linien die Brennfliche in zusammenfallenden Punkten beriihren. Es 
sind dies diejenigen Congruenzen, deren Linien Haupttangenten der 
Brennfliche sind*): im Gegensatze zu den allgemeinen Congruenzen, 
deren Linien Doppeltangenten der Brennfliche sind. 

Hiermit ist denn auch das Problem (2) formulirt**). Ist ein Linien- 


vermoge 





*) Cf. Kummer. Allgemeine Theorie der Strahlensysteme §. 8. (Borchardt’s 
Journal Bd. 57). 

**) Lie ertheilte diesem Problem bereits friiher eine ahnliche Form. Er fand 
nimlich, dass die betr. Differentialgleichung durch eine Transformation, die darauf 
hinauskommt, die Geraden des Complexes als Raumelement einzufiihren, in eine 
Gleichung zweiten Grades iibergeht. Insbesondere giebt er die Gleichung: 


pet as ae =yitp+a- VEG +)—1 


(Bericht der + zu Christiania. 1870. October.) Wollte man statt Linien- 
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Complex g = gegeben, so suche man solche Congrememn desselben: 
y = 0, y =0, dass fiir die Congruenzlinien 


= (a2) 2 (Gn) — (232: in) = 0. 
0x, 0x, Ox, Ox 


Ist insbesondere g = 0 ein specieller Complex, d. h. eine Fliche, so 
reducirt sich diese Gleichung auf: 


Es mégen endlich drei Complexe 
g=0 , w=0 , 4=0 
gegeben sein. Dieselben haben eine Linienfliiche gemein. Sei (x) eine 


Gerade derselben. Dieselbe hat in gy, y, x bez. die folgenden Tan- 
gential- Complexe 


2( + Awe) Ya =0 
(rn +- te) Ya =0 
2(22 + v20) Ye —0. 


Je drei Complexe aus diesen drei Schaaren haben ein Hyperboloid ge- 
meinsam, welches die den 3 gegebenen Complexen gemeinsame gerad- 
linige Fliiche in (x) beriihrt. Es giebt dreifach wnendlich viele solcher 
beriihrenden Hyperboloide. Alle haben zwei zusammenfallende Gerade 
gemein, namlich (#) und die benachbarte Erzeugende: die gemein- 
schaftlichen Geraden der 4 Complexe: 


Coordinaten Punkt-Coordinaten anwenden, so wiirde man zu einer auf den ersten 
Blick sehr verschiedenen partiellen Differentialgleichung gefiihrt werden. Sei unter 
Anwendung der Coordinaten p;, die Gleichung des Complexes 
Q (Pix) = 0, 
so stellt die Gleichung 
P(X, Ye — Yi Xe) = 9, 
wenn man den « feste Werthe ertheilt, den vom Punkte (#) ausgehenden Com- 
plexkegel dar. Das Problem (2) besteht nun darin, solche Flichen (x)= 0 zu 
finden, die in jedem ihrer Punkte von dem betreffenden Complexkegel beriihrt 
werden. Man driicke also die sgn aus, dass die Ebene 
ow ae 
Oa, " 5 + 6% yy +S ¥s=0 
den Kegel 
P(X Y, — Yi%) =O 
beriihre, so hat man die Differentialgleichung des Problems. Ist g vom Grade m, 
ad im Allgemeinen bis zum Grade m(m — 1) 


so werden die Differentialquotienten aw 


vorkommen. 
19* 
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zie *Ya= 09 ? wee “Ya = 9 ? BeF + Ya=0 ? TLeYo = 9. 
Denn die Invariante des diesen Complexen gemeinsamen Geraden- 
paares: 


(2) pee. P? nit. Bw | 





OX, Ox, Ly CXL, OX, } 
10 @ (ew? 8 é 
Sc. os? zie Ps ao Se 
OL, CX, OX, CX, CX, 
ax a dx @ (ar? 
| eet. SF sa. 22? x 
c Le CXL € SP ¢ Le \o x, 
> 
| Pp wy x 22a | 


verschwindet. 

Fiir besondere Geraden der Linienfliiche werden auch simmtliche 
Unterdeterminanten dieser Invariante verschwinden. Es sind dies die 
sogenannten singuldren Erzeugenden der Linienfliiche, die ihre con- 
secutive schneiden. Zu ihrer Bestimmung erhilt man: 


= (iz) ye 6b yoo On 


> 


eet a mp 7 . . 7 ~ 
CX, OX, CX, CX, Ok, 
y Ow Cc@ sy (ev 2 sy OW Ox 
0 = -_->, 7 ie —{ sa. -_->, °F 
| CXL, OCX,4 CX, tT, OX, 


sy OX CH yOx Ow y ox \* 
| 0h Cx, Oh CX, (Gz) | 
Diese Gleichung ist, wenn g, ¥, x bez. vom Grade m, n, p sind, vom 
(irade 2(m—+ n+ p— 3). Man erhiilt also den Satz: die Linien- 
fltiche, welche drei Complexen bez. vom Grade m, n, p gemeinsam ist, 
hat im Allgemeinen 

4mnp (m + n+ p — 3) 
singulire Erzeugende*). 

Es giebt nun specielle Linienflichen, deren simmtliche Linien 
singulire Erzeugende sind, d. h. ihre consecutiven schneiden. Dies 
sind die Developpablen. Sie sind dadurch charakterisirt, dass fiir sie, 
vermige p= 0, y=0, 4=O0 die vorstehende Gleichung identisch 
erfiillt ist. Sind also m und w» gegeben und betrachtet man y als un- 
bekannt, so stellt diese Gleichung die Differentialgleichung fiir die Deve- 
loppablen der Congruenz py = 0, » =0 dar, was das Problem (3) ist. 
Dieselbe wird insbesondere linear, wenn g = 0, ~ = 0 eine specielle 
Congruenz: ist. 

Die Umhiillungs-Curven der Congruenz zweier zu derselben Singu- 
larititenfliiche gehdriger Complexe zweiten Grades werden wir in etwas 


*) Dieselbe Zahl hat auf etwas anderem Wege Herr Liiroth abgeleitet: zur 
Theorie der windschiefen Flichen (Borchardt’s Journal Bd. 67). 
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anderer Weise bestimmen, indem wir namlich die Congruenzgeraden 
durch zwei Parameter ausdriicken und dann die Bedingung aufstellen, 
dass sich zwei benachbarte Congruenzgeraden schneiden. Zu diesem 
Zwecke mag hier die Bedingung gegeben werden, unter der sich 
iiberhaupt zwet benachbarte Gerade (x) und (x -+- dx) schneiden. Damit 
sich zwei Gerade (x) und (y) schneiden, muss sein 

DLaYe = 0. 


Ist aber Y= %e + dx_, so ist diese Gleichung identisch befriedigt, 
weil die y,, als Linien-Coordinaten, an die Gleichung 2y,? =O ge- 
kniipft sind, was, wegen 2 xq? = 0, auf 2, dx. = fihrt. Setzen 
wir jetzt Ya = La + d%_ + d’x_, so haben wir einmal, wegen Dy,? = 0: 
Ziq dig = 0, 2 (2% PX + dx?) = 0. 
Andererseits wird die Bedingung des Schneidens 
Zhe A Ly = 0 
und diese reducirt sich vermége der letzten Gleichung auf 
dz? =0. 
Dies ist die Bedingung fiir das Schneiden zweier consecutiven Ge- 
raden, welche im Tolgenden angewandt werden wird*). 


§ 3. 


Elliptische Coordinaten zur Bestimmung der geraden Linie**). 
Bestimmung verschiedener Umhillungscurven. 


Ich werde jetzt statt der bisher gebrauchten homogenen Linien- 

Coordinaten «,... 0, welche an die Bedingungsgleichung 

Z2,? = 0 
gebunden waren, vier von einander unabhingige, nicht homogene 
Coordinaten 4,, 4,, A,, 4, emfiihren. Dieselben werden in der folgenden 
Weise detinirt. 

In einer friiheren Arbeit (diese Ann. t. II) habe ich gezeigt, dass 
die Complexe zweiten Grades mit gemeinsamer Singularititenfliche in 
der folgenden Weise durch einen Parameter 4 dargestellt werden kénnen: 

x; x,* x,” 
Ome ateat a: 
WO 4, &,...  Coordinaten der eben betrachteten Art sind. Die 
gemeinsame Singularititenfliiche ist in dem allgemeinen Falle, auf 


*) Lie benutzt als Bedingung fiir das Schneiden zweier cousecutiven Geraden 
(oder die Beriihrung zweier consecutiver Kugeln) die folgende: 
dz+dy+d2-+ (dH)? =0. 
**) Vergl. eine Note in den Géttinger Nachrichten. 1871. Nr. 1. 
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welchen diese kanonische Form passt, eine Kummer’sche Fliche vierten 
Grades mit 16 Knotenpunkten. 


Nun kann man die vorstehende Gleichung, wenn man fiir die x 
die Coordinaten einer geraden Linie setzt, als eine Gleichung fiir 4 
betrachten. Dieselbe ist vom vierten Grade, da die beim Herauf- 
multipliciren auftretende Potenz 4> den verschwindenden Factor 22? 
hat. Die vier Wurzeln der Gleichung sollen 4,, 4,, 4,, 4, heissen; 
sie sind es, die fortan als Coordinaten der Geraden benutzt werden. 
Diese vier Coordinaten geben also den Werth des Parameters 4 der- 
jenigen vier Complexe des Systems an, denen die fragliche Gerade an- 
* gehort. 


Wie man sieht, ist diese Coordinatenbestimmung der allgemeinen 
Jacobi’schen Methode der elliptischen Coordinaten analog. Bei der 
Jacobi’schen Methode hat man nur eine Gleichung, und zwar eine 
nicht homogene, von der Form*): 

n g® 


2 ;— 1 


¢ Si ad 


wihrend hier zwei homogene Gleichungen gegeben sind: 
s+1 ¢ ? n+l 
: ca*, = tq? = 0. 

Diese allgemeinere**) Art elliptischer Coordinaten findet sich zuerst 
bei Herrn Darboux erwihnt***) und werden von ihm in einem neueren 
Aufsatze entwickelt;). Er bezeichnet dieselben als die erste Derivation 
der gewohnlichen elliptischen Coordinaten, insofern er auf sie durch 
einmalige Anwendung eines Processes gefiihrt wird, durch den er aus 
jedem Orthogonalsysteme ein neues Orthogonalsystem herleitet. Auf 
das System der confocalen Flichen zweiten Grades angewandt, ergiebt 
der Process das Darboux-Moutard’sche Orthogonalsystem der Flichen 
vierten Grades, die den imaginiiren Kreis doppelt enthalten, und auf 
dieses System beziehen sich die neuen Coordinaten. (Vergl. hierzu 
auch den vorstehenden Aufsatz. § 2.) 


*) Bei Jacobi ist dem Parameter 1 ein anderes Vorzeichen gegeben, was 
aber nicht vortheilhaft scheint. 

**) Als allgemeiner kann man diese Coordinaten bezeichnen, da sich aus ihnen 
die gewohulichen elliptischen Coordinaten ergeben, wenn zwei der x, zusammen- 
fallen. Es wiirde dies einer Ausartung der Kummer’schen Fliche in eine Fliiche 
mit Doppellinie, d. h, in eine Pliicker’sche Complexfliiche, entsprechen. 

***) Comptes rendus. LXIX. 1869, 2. Sur une nouvelle série de systimes 
orthogonaux algébriques. 
+) Comptes rendus. LXXIII. 1871, 2, Des courbes tracées sur une surface 
et dont la sphére osculatrice est tangente en chaque point & la surface. 
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Wir werden zunichst die friiheren Coordinaten #, durch die neuen 
A, ausdriicken. Zu diesem Zwecke mag f(A) den Ausdruck bezeichnen: 


{(A) = (k, — 4) (A, — A)... (kg — a). 
So hat man bekanntlich die Relationen: 
1 a k,* k,3 
= —- = a =a er = 
= 7k) 0, p> (ke) oe -- ae (ke) 0, >» (ke) 0, 
ka! 
p> F (Fa) = 0. 


In Folge dessen sind die xq durch die folgende Gleichung gegeben: 

_ (ka — 41) (Ka 4s) (ha = 48) (Fa — 44) 

Be P (ka) 

In der That iiberzeugt man sich in Folge der zwischen den /’(k) exi- 
stirenden Gleichungen ohne Weiteres, dass diese Werthe von x,” sowohl 
der Gleichung 2x? = 0 als den vier Complexgleichungen geniigen, 
welche den Werthen 4,, 4,, 4,, 4, von 4 entsprechen. 

Wir migen beiliufig erértern, wie durch die Parameter 4 die 
hauptsiichlichen Elemente des gegebenen Complexsystems und der mit 
ihm verkniipften Kummer’schen Fliiche dargestellt werden*). 

Setzt man zwei Parameter 4, etwa A, und 4,, einander gleich, 
so hat man eine Tangente der Kummer’schen Fliche. Betrachtet 
man 4, und A, als constant, wihrend 4, = A, alle Werthe durchliuft, 
so erhilt man das Biischel aller soleher Tangenten, welche die Fliche 
in einem Punkte beriithren. 4, und 4, charakterisiren also den Be- 
riihrungspunkt; man kann sie als Coordinaten des Punktes auf der 
Fliche auffassen**). Die von den Tangenten in zwei Punkten (4,, A,) 
und (4, 4’,) gebildeten zwei Biischel sind dabei, gleichen Werthen 
von A, =A, entsprechend, eindeutig und also projectivisch auf ein- 
ander bezogen. 

Setzt man drei Parameter einander gleich, so erhilt man die 
Haupttangenten der Fliiche. 

Nimmt man die vier Parameter paarweise gleich, so hat man die 
Linien, welche die 16 Doppelebenen der Fliche ausfiillen und diejenigen, 
die durch die 16 Doppelpunkte hindurchgehen. 

Endlich die Annahme, dass alle Parameter einander gleich sind, 
ergiebt die Tangenten der in den 16 Doppelebenen gelegenen Beriih- 
rungskegelschnitte, sowie die Erzeugenden der in den 16 Knoten- 
punkten beriihrenden Kegel. 





Q%a" 








*) Wegen der Beweise siehe den Aufsatz: Zur Theorie der Complexe ete. 
diese Ann. Bd. II. 

**) Die Curven 2; =, 4, = 6 sind, wie noch gezeigt werden soll, die Haupt- 
tangenten-Curven der Kummer’schen Fliche. 
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Die einem bestimmten Complexe des Systems angehérigen Geraden 
erhilt man, wenn man einen der Parameter, etwa 4,, dem betreffenden 
4 gleichsetzt. Nimmt man zwei Parameter constant, etwa 4, und 4,, 
so hat man die Linien der Congruenz, die den beiden Complexen 4 = A, 
und 4 = A, gemeinsam ist. Ist dabei gleichzeitig 4, = 4,, so hat man 
die singuliren Linien des Complexes 4 = 4, = 4,. Durch den Werth 
von 4, =A, wird also in jedem Tangentenbiischel der Kummer’schen 
Fliche diejenige Tangente bestimmt, die dem Complexe 4 = A, = 4, 
als singuliire Linie zugehért. Ist 4, = 2, = k,, so sind die singuliren 
Linien Doppeltangenten der Kummer’schen Fliiche, niimlich diejenigen, 
welche dem unter den Complexen des Systems befindlichen linearen 
(Fundamental-) Complexe x, = 0 angehéren. — Sind drei Parameter 
constant, etwa 4,, 4,, 4,, so erhiilt man die Erzeugenden der den drei 
Complexen 4 = A,, 4 =4,, 4 =A, gemeinsamen Linienfliche. Ist 
dabei 4, = 4, = 4,, so hat man die singuliiren Linien des Complexes 
A =A, = 4, =4,, welche die Kummer’sche Fliche osculiren. Wenn 
der gemeinsame Werth von 4, = 4, =A, gleich ik, ist, so sind dies 
vierpunktig beriihrende Linien. Und zwar erhilt man, wenn man « 
die Werthe 1... 6 ertheilt, alle vierpunktig beriihrenden Linien der 
Kummer’schen Fliche, ausser denen, die die Beriihrungskegelschnitte 
in den 16 Doppelebenen tangiren*), — Endlich die Annahme, dass 
alle Parameter constant sind, ergiebt die den Complexen 4=4A,,2=A,, 
A=A,, 4A, gemeinsamen 32 geraden Linien. Ist dabei 4, = 4,—4,—4,, 
so hat man die 52 ausgezeichneten singuliren Linien des Complexes 
A= 4, =A, = 4, = A4,, welche Tangenten der Beriihrungskegel- 
schnitte in den Doppelebenen, bez. Erzeugende der Beriihrungskegel 
in den Doppelpunkten sind. 

Die neuen Coordinaten 4,, 4,, 4,, 4, wollen wir jetzt in die Glei- 
chung 
Lda = 0) 


einsetzen, welche ausdriickt, dass sich zwei consecutive Linien schneiden, 
Man findet: 
oe ae oes 
O= di, ° 


fay) 
+ da,?. (Az — dy) ts 20 oe * 
-+ da. Us — ay) ao 1.) 
+ daz. 1,) we (ip —~-&:) 


*) Vergl. die Arbeit von Lie und mir: Ueber die Haupttangenten-Curven 
der Kummer’schen Fliche. Monatsberichte der Berl. Akademie. 1870. December. 
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Diese Differentialgleichung wird nun in einigen Fallen ohne Weiteres 
quadrirbar. 

Es tritt dies insbesondere ein fiir die Congruenzen je zweier Com- 
plexe des gegebenen Systems. Setzt man nimlich 4, und 4, constant, 
also da,, da, gleich Null, so hebt sich der Factor (4, — 4,) fort und 
man erhilt die Differentialgleichung der Umhiillungs-Curven der Con- 
gruenz in der Form: 

fo cle 7 ery as 
a aoe, 


Setzt man ia dieser Gleichung 2, = 4,, so hat man die Umhiillungs- 
Curven der singuliren Linien des Complexes 4 = A, = A,. 





Ist insbesondere 4, = A, = ky, so hat man die Umhiillungs-Curven 
derjenigen Doppeltangenten der Kummer’schen. Fliche, die dem Com- 
plexe %_ = 0 angehiren. Diese Doppeltangenten bilden bekanntlich 
eine allgemeine Congruenz zweiter Ordnung und zweiter Classe; fiir 
diese Congruenzen ist also das Problem 3) gelést. 


Setzt man in die vorstehende Differentialgleichung 4, = 4,, 4, = 4,, 
so wird sie identisch befriedigt. Die Congruenz 4, = 4,, 4, = 4, ist 
also eine solche, in der jede Gerade alle ihre benachbarten schneidet. 
In der That stellen die Gleichungen 4, = 4,, 4, = 4,, wie schon be- 
merkt, diejenigen Geraden dar, welche entweder in einer Doppelebene 
der Kummer’schen Fliche liegen oder durch einen Doppelpunkt hin- 
durchgehen. Ihre Gesammtheit bildet eine Congruenz 16' Ordnung 
und Classe, welche allerdings die geforderte Eigenschaft hat. 

Endkch sei 4, = 4, = 4,. So wird die vorstehende Differential- 
gleichung: 

di, = 0, also 4, = Const. 


Dies sind die Haupttangenten-Curven der Kummer’schen Fléche. (n 
Worten: Die Haupttangenten-Curven der Kummer’schen Fliche 
werden jedesmal von solchen Punkten der Fliche gebildet, in welchen 
die zweite Haupttangente einem bestimmten Complexe des Systems 
als singuliire Linie angehdrt. Es sind dies dieselben Curven 16'" Ord- 
nung, welche ich in dem friiheren Aufsatze: Zur Theorie etc. (diese 
Annalen t. II.) in Nr. 18 betrachtet hatte. Dass die Haupttangenten- 
Curven der Kummer'’schen Fliche algebraische Curven der 16' Ord- 
nung sind, hat zuerst Lie gefunden, indem er seine Abbildung studirte, 
die Liniengeometrie in Kugelgeometrie, Haupttangenten -Curven in 
Kriimmungs-Curven iiberfiihrt. Sodann bemerkte ich die Identitit der 
fraglichen Haupttangenten-Curven mit dem friiher von mir unter- 
suchten Curvensysteme, und bestimmte im Anschluss hieran die Singu- 
laritiiten derselben. Diese Resultate haben Lie und ich in einer ge- 
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meinsamen Arbeit dargestellt*). Hierauf fand ich den hier vorgetragenen 
analytischen Beweis**) und erkannte endlich***), dass sich die ganze 
Bestimmungsweise der Haupttangenten-Curven durch die zugehérigen 
Complexe unter ein allgemeineres liniengeometrisches Theorem sub- 
sumirt, das dem Dupin’schen Theoreme der metrischen Geometrie 
entspricht. Dieses letztere ist in dem vorhergehenden Aufsatze aus- 
fiihrlicher dargelegt, und dort auch gezeigt worden, wie dasselbe die 
Bestimmung der Haupttangenten-Curven der Kummer’schen Fliche 
umfasst. — Es sei noch bemerkt, dass die 6 Haupttangenten-Curven 
4, =k, die Curven der vierpunktigen Beriihrung auf der Kummer’- 
schen Fliche sind. 


g§ 4. 


Bestimmung der Integralflachen der allgemeinen Complexe zweiten 
Grades. 


Die Einfiihrung der neuen Verinderlichen 4,, 4,, 4,, 4, in die 


Differentialgleichung 
adz,? = 0 





ergab: 

Baits 2. (Ay — 4g) (Ai — 4g) (i — 4) 

J=da, 7a) + 
Die partielle Differentialgleichung, welche die speciellen Complexe 
charakterisirte : 


0p\? __ 
=(zz,) ~° 


wird also nach bekannten Methoden iibergehen in: 


eg f(a) Aa " 
o=— (8); (4, — dg) (4, — ag) riip + GR” (4, —4,) (a — Jaoar’ 


Nun ist aber bekannt}), dass eine siiesastiitenelitoe. wie die 
vorstehende, ohne Weiteres eine vollstiindige Lisung (mit anal will- 
kiirlichen Constanten) ergiebt, niimlich: 


Viai,—a) (2,—d) far, Va,— a) (%—) far, Via, — a) (a, —b) 
as f da, Se 2 ff da, SS 
fi ns ie Vis Vilas) 
Via, — a) (4, — d) 
1, C. 
+f: Via. + 


Lassen wir a, b, C der Reihe nach alle méglichen Werthe an- 
nehmen, so stellt auch die Gleichung 





amiss word 
*) Monatsberichte der Berl. Akad. 1870. December. 
**) Géttinger Nachrichten. 1871. Nr. 1. 
***) Géttinger Nachrichten. 1871. Nr. 3. 
+) Vergl. Jacobi’s Vorlesungen iiber Dynamik. 
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dreifach unendlich viele specielle Complexe, dreifach unendlich viele 
Flichen dar. Jeder in der allgemeinen Lisung enthaltene Complex, 
d. h. jeder Complex, dessen Linien eine Flaiche umhiillen, wird als 
Umhiillungsgebilde von zweifach unendlich vielen dieser Flichen er- 
halten. 

Nun behaupte ich, dass die Fliiche » =O mit den Constanten a, 
b, C gemeinsames Integral der beiden Complexe 1 =a und 4 = b ist*), 
d. h. dass das eine System Haupttangenten der Fliche dem Complexe 
4 =a, das andere dem Complexe 4 = b angehért, oder, was dasselbe 
ist, dass die Fliiche mit dem Complexe 4 =a, sowie mit dem Com- 
plexe 4 = b eine specielle Congruenz gemein hat. , 

Um dies zu beweisen, ist nur zu zeigen, dass der Differential- 
gleichung der speciellen Congruenzen: 


(222, #2,)— 2G) 2G)=° 
Geniige geschieht, wenn man statt m eine der hier gefundenen Fliichen 
und statt y etwa (4, — a) oder (4, — b) nimmt. 2 (Z.2,) verschwindet 
aber, da m ein specieller Complex. Es bleibt also pis noch: 


op Oy 
a5, * ta." 


oder, unter Anwendung der Coordinaten 4: 





_ Op ey. f(A,) 4 
~ Oly ye (€, — Ag) (Ay — dg) (4 — 24) 


Aber ¢ 7 2 7° verschwinden, da y = 4, -- a, oder p= A, — D 
G4? Ody? Cds 

— Muy = a) (u=) 
7 ViF(ay) 
schwindet, wenn 4, =a oder = b gesetzt wird. Der Differentialglei- 
chung der speciellen Congruenzen wird also allerdings Geniige geleistet. 

Der Werth der Constante C in der Gleichung von gy kommt dabei 
gar nicht in Betracht. Wir haben also den Satz: Je zwei Complexe 
A=a,4=bD der zu der Kummer’schen Fliche gehirigen Schaar 
haben einfach unendlich viele gemeinsame Integralflichen. 

Liisst man ausser C auch noch Bb sich iindern, so erhalt man zwei- 
fach unendlich viele Integralfliichen des Complexes 4 =a, also eine 
vollstiindige Lésung der mit dem Complexe verkniipften partiellen 
Differentialgleichung. Die allgemeine Lésung umfasst alle Flichen, 
die das Umhiillungsgebilde von einfach unendlich vielen Flachen aus 


nur von A, abhiingt. Andererseits ist ¢ und ver- 


*) Dass zwei Complexe des Systems einfach unendlich viele gemeinsame In- 
tegralflichen haben, bildet den Ausgangspunkt der bez. Ueberlegungen von Lie. 
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der so bestimmten zweifach unendlichen Schaar sind. — Hiernach ist 
das Problem 2) fiir allgemeine Complexe zweiten Grades erledigt. 

Die gefundenen Integralflichen, welche den Complexen 4 = a und 
4=b gemeinsam sind, stehen zu den Umhiillungsgeraden der Con- 
gruenz 4 =a, 4 = b, welche im vorigen Paragraphen bestimmt wurden, 
in einer bemerkenswerthen Beziehung. Wir gelangen zu derselben 
durch folgende Ueberlegung. 

In jedem Punkte einer solchen Integralfliiche giebt es zwei Haupt- 
tangenten, von denen die eine 4a, die andere 4 = b angehirt. 
Die Fliche wird nach der einen Geraden von dem einen Complex- 
kegel, nach der anderen von dem anderen Complexkegel beriihrt. 
Fallen die beiden Haupttangenten zusammen , so miissen sich die beiden 
Kegel gegenseitig beriihren. Das heisst, anders ausgesprochen: Die 
parabolischen Punkte der Integralfliiche liegen auf der Brennfliche der 
Congruenz 4, =a, 4,=b. Setzen wir aber in der Gleichung der 
Integralfliche, um das Gesetz der parabolischen Tangenten zu finden, 
4, =a und 4, = b, so kommt: 


A SE ey +f: mi. — isa. —i) : 
ga, 78a 3) At — la, 2 3) (Ag - Can, 
J “— Vis) Vids * 


Das aber ist, nach dem vorigen Paragraphen, eine der Umbhiillungs- 
Curven der Congruenz der Complexe 4, und 2,. Nach dieser Um- 
hiillungs-Curve wird die Brennfliiche von der lutegralfliiche geschnitten, 
ihre Tangenten sind gleichzeitig die parabolischen Tangenten der 
letzteren. Die parabolischen 'angenten einer Fliiche kénnen aber, 
wie man zeigen kann, nicht anders eine Curve umbhiillen (dieselbe 
miisste denn eben sein, was hier auszuschliessen ist), als wenn die 
Curve eine Riickkehreurve ist. So haben wir denn den Satz: 

Die parabolische Curve der Integralfliche ist cine Riickkehreurve 
derselben. Sie liegt auf der Brennfliche der Congruenz 2, =a, 4,—=b 
und ist eine der Umhiillungs-Curven der Congruenz. 

Aus der Bedeutung der Singularitiitenfliche folgt ferner, dass die 
Integralfliche iiberall dort, wo sie die Singularititenfiaiche trifft, sie 
beriihren muss. Denn der Complexkegel a oder b, der von cinem 
Punkte der Singularitiitenfliche ausgeht, hat sich in ein Kbenenpaar 
aufgelést, dessen Durchschnitt, die zugeordnete singuliire Linie, dic 
Singularititenflache beriihrt. Die Integralfliiche kann den ausgearteten 
Kegel nicht anders beriihren, als indem sie die singulire Linie he- 
riihrt. Die Integralfliche beriihrt also in jedem Punkte, in welchem 
sie die Singularititenfliche trifft, die beiden zugehdrigen singuliren 
Linien der Complexe a und b, d. h. sie beriihrt die Singularitiiten- 
fliche selbst. 

Wir erhalten die singuliren Linien des Complexes a, die zu den 
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Punkten der Beriihrungscurve gehéren, wenn wir in der Gleichung 
der Integralfliiche 4, = 4, =a setzen. So bleibt: 

1, Vai—a) (4, —9) faa, Via, — a) (2, — b) wes 

Jar mm +s" re See 

Diese Gleichung bestimmt mit 4, = 24, a zusammen die fraglichen 
singuliiren Linien. Andererseits kénnen wir sie — da nach dem vorigen 
Paragraphen 4, und A, als Coordinaten eines Punktes auf der Singu- 
laritiitenfliiche angesehen werden kénnen — geradezu fiir die Glei- 
chung der Beriihrungscurve halten. Wir haben so den Satz: 

Die Integralfliiche beriihrt die Singularititenfliiche nach Erstreckung 
einer Curve, deren Gleichung die vorstehende ist. 

Die Singularititenfliiche entspricht also einer singuldren Loisung 
der mit dem Complexe verkniipften Differentialgleichung in dem Sinne, 
als dieselbe von allen Integralfliichen des Complexes nach einer Curve 
beriihrt wird. 

Wir mégen endlich noch das Folgende bemerken. Setzen wir in 
der Gleichung einer Integralfliiche des Complexes a, 4, = a, so kommt 
zur Darstellung der beziiglichen dem Complexe a angehérigen speciellen 
Congruenz: 


V(a,— a) (a,—d) faa, V(4g—a) (Ag —D) fo Via yt — in 
da," : An Bathe! A 14, © C—0. 
J Via) +. Vilas) + Vi (as) + 


Nun sind die hier vorkommenden Integrale hyperelliptische, die p = 3 
entsprechen. Es ist also durch die vorstehende Gleichung ein Umkehr- 
problem indicirt. Wir schreiben sie zu diesem Zwecke in der Form: 


faa, Maas) 4 Sax is 
Via) 

und verkniipfen sie mit zwei iihnlich gebauten Gleichungen, deren 

Integrale sich aus den vorstehenden durch Differentiation nach den 

Parametern a, b ergeben: 


. Va, —b 
da : : oo ome: @ 
J ' Vig— a. VF (a) + 
Eke eer 
da 1 fe 
J ‘VA, . Vey) 7 
Diese Gleichungen dienen aoe um die A,, 4,, 4,, und weiterhin die 
Be. eie wind vg der Complexlinie durch die w, v, w ausdriicken. Und da 


vq mit den 4 durch eine Gleichung von der symmetrischen Form: 
pnt — Ce 8) be 4) am 4) be 9 
(ke) 
zusammenhiingt, driicken sich die x, geradezu als hyperelliptische 
Kunctionen der wu, v7, w aus. 
Die Coordinaten x, der Linien eines Linien-Complexes zweiten 
Grades sind hiermit unter Zugrundelegung eines zweiten Complexes als 
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sechsfach periodische hyperelliptische Functionen dreier Parameter u, v, w 
dargestellt. 

Es wurde bereits wiederholt hervorgehoben, wie das von Flichen 
vierter Ordnung mit imaginiirem Doppelkreise gebildete Orthogonal- 
system dem System der Linien-Complexe zweiten Grades mit gemein- 
samer Singularitiitenfliiche entspricht. Man iibersieht, wie man fiir 
diese Flichen ihnlich wie fiir diese Complexe einen Satz aufzustellen 
hat, der dahin geht: dass sich die Coordinaten der Punkte einer Fliche 
des Orthogonalsystems als vierfach periodische hyperelliptische Functionen 
zweier Parameter darstellen lassen. Diesen Satz hat Herr Darboux 
in den Comptes Rendus (LXIII, 1859, 1. Mémoire sur une classe 
de courbes et de surfaces) ohne Beweis angegeben; er hebt besonders 
hervor, wie derselbe auf allgemeine Fliichen dritten Grades Anwendung 
findet, da drei unter den Fliichen des Orthogonalsystems allgemeine 
Flichen dritten Grades sind. Ein ihnlicher Satz gilt offenbar fiir die 
entsprechenden Gebilde bei beliebig viel Dimensionen. 

Noch zu einem zweiten Umkehrprobleme wird man gefiihrt, niim- 
lich durch die Gleichung der Umhiillungscurven der singuliiren Linien: 

di,(4,— a) dd, (4, — a) 

Via) ‘J Vag +°® 
da auch fiir sie die Zahl der summirten Integrale mit dem p der auf- 
tretenden hyperelliptischen Functionen iibereinstimmt. Wir setzen zu 
diesem Zwecke: 





"di(u—a) y (del—a) _ 
Vi(a) VF (a2) . 
und nehmen eine ahnliche Gleichung hinzu: 
“di—D) 4 ('diae—D _ y 
Via) Vi (ds) ; 
Es sind dies zwei Schaaren auf der allen Complexen gemeinsamen 
Singularititenfliche (der Kummer’schen Fliiche) verlaufender Curven: 
die Umhiillungscurven der singuliren Linien der Complexe 4 = a und 
z= b. Indem wir statt w und v lineare Combinationen derselben 
setzen, kénnen wir insbesondere a und b gleich zweien der 6 Gréssen 
k, nehmen. Dann stellen die vorstehenden Gleichungen zwei der 
Schaaren von Umhiillungscurven vor, welche die 6 Doppeltangentensy- 
steme der Fliche besitzen. Mit Bezug auf je zwei solche Curvensysteme 
sind dann die Coordinaten der Punkte der Kummer’schen Fliche als 
vierfach periodische hyperelliptische Functionen dargestellt. 

Fiir besondere Linien-Complexe zweiten Grades vereinfachen sich 
natiirlich die in den hier genannten Umkehrproblemen auftretenden 
hyperelliptischen Functionen. Sind z. B. die k, paarweise gleich, so 
werden sie Logarithmen. Der Complex ist dann in den bekannten 
Complex iibergegangen, dessen Geraden ein festes Tetraeder nach con- 
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stantem Doppelverhiiltnisse schneiden. Die Singularititenflache ist in 
dies Tetraeder ausgeartet. In der That sind die gemeinsamen In- 
tegralflichen zweier zu dem nimlichen Tetraeder gehérigen Complexe 
durch eine Gleichung zwischen den Logarithmen der Coordinaten, 
nimlich durch eine lineare Gleichung zwischen denselben dargestellt. 
Es sind dies dieselben Flichen, die Lie und ich unter der Bezeich- 
nung ,,F lichen W“ untersucht*) und deren Analoga in der Ebene 
wir neuerdings in einem gemeinsamen Aufsatze in diesen Annalen**) 
betrachtet haben. 








~ 


*) Comptes Rendus. 1870, 1, Sur une certaine classe de courbes et de sur- 
faces. Die Auffassung der Flichen W als gemeinsamer Integralfliichen zweier zu 
dem niimlichen Tetraeder gehériger Complexe gehirt Lie. 

**) Ueber diejenigen ebenen Curven etc. Diese Annalen. Bd, IV, 1. 


re ee ee ee. Oe eh hUrhLhLUmeC 


Gottingen, im November 1871. 














Bemerkungen tiber die Enveloppe einer Fliche. 


Von A. Ennerer in GOrrincen. 


Sind z, y, 2 orthogonale Coordinaten, bezeichnet man durch ¢ 
einen Parameter, setzt zur Abkiirzung: 
7 » OF (x, y, 2, t) of 
4 rp. @ = pete. wat = — 
F(x, y, Z, t) /; ct ot? 
so heisst bekanntlich nach Monge die Curve, bestimmt durch die Glei- 
chungen 


(1) f=0, 
2) 0, 


eine Charakteristik der Enveloppe der Fliiche f=0. Fiir den Fall, 
dass in der Gleichung (1) ¢ als Constante angesehen wird, sollen alle 
vorkommenden Differentialquotienten auf gewodhnliche Art bezeichnet 
werden; ist aber ¢ in der Gleichung (1) eine Function von x, y, z, in 
Folge der Gleichung (2), so sollen die entsprechenden Differential- 
quotienten durch eckige Klammern hervorgehoben werden. Die Winkel, 
welche die Normale im Punkte (x, y, 2) der eingehiillten Fliche mit 
den Coordinatenaxen bildet, seien a, b, c. Ist H durch die Gleichung 
bestimmt: ; 

»_ (fy, (af, (ety 

8) n= (+ + CD: 

so hat man: 


(4) of = H cosa, ie = Heosb, Ol _ Heose. 


Cz 
Sieht man in (2) ¢ als Function von 2, y, 2 an, so folgt durch 
Differentiation in Beziehung auf diese Variabeln: 


ef ct Cr af at Cad Cr at or 
— apa = a= = = 0 — —— — = ( 
ot da + otdx 7 Oo dy + ot oy ? Ot Oz ¥ ot Oz ) 





Mit Riicksicht auf die Gleichungen (4) geben die vorstehenden Glei- 
chungen: 








-~ 
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af ot net édcosa oH 
ae ae — H-;,- — cosa Ot’ 
i. of ot Cees oH 
(5) 58 by = — — cosb = at ’ 
@f ot dcos ¢ oH 
a8 gs — Ae eae 





In dem gemeinschaftlichen Punkte (x, y, 2) der eingehiillten und der 
einhiillenden Fliche seien fiir die erstere 7 und r”’, fiir die zweite r,’ 
und r,” die Hauptkriimmungshalbmesser. Man weiss, dass die Aus- 
driicke » + r” und or” Functionen der Differentialquotienten von cosa, 
cosh und cose nach wz, y und z sind. Da nun in einem gemeinschaft- 
lichen Punkte fiir die einhiillende Fliiche cosa, cosb, cose dieselben 
Werthe haben wie fiir die eingehiillte Fliche, so finden die Glei- 
chungen statt: 


1 1 cosa adcosb cose 
ata oe) + [755-1 + [2r']- 
=|? sae | [2a*] - [ 2502] [ zee] 

r;, ae oy Ox 
+[% mae [ase] [aor [ 2eeee | 

On a Oz Ox 
Eg [ace] ba [2s] [2eeee. 

+ oy Oz Oz ey 


Sind die Differentialquotienten auf den rechten Seiten der vorstehenden 
Gleichungen nicht durch eckige Klammern hervorgehoben, so sind die 


, ‘ > 5 1 1 ; , 
linken Seiten gleich = + =, und =-~- Man setze nun in den obigen 
Gleichungen 




















cosa écosa Gcosa Ot 
| 200 |= Cx a ot Im? ete. 


und bilde die Differenzen: 


1 1 (3 +4 iD. 1 
aoe + eo eo W = * 
vr v; r "; 7 a r 


ot ot oat — 
a? By? De" Substituirt 
man fiir diese Differentialquotienten ihre Werthe aus (5), so findet 
man, dass in Folge der Gleichung cos*a + cos*b + cos?c = 1, in 


Diese Differenzen sind lineare Ausdriicke von 


beiden Fallen der Factor von a verschwindet. Setzt man zur Ver- 


einfachung: 


(6) ~ Doves) (Ccceby'. (Pemsy, 
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so findet man die folgenden Gleichungen: 








2 
(7 5 ta on Cee, 
r, + 1 , H oe I 
; 1 a 1 er 
(8 eo = 
3) 7; H dt 
(! cosa ocosb 4 Some) (esse + (ey + (ee) 
Cx oy Cz 
(¢ cosa cosa ye ecosh cecosb 4 Ocose goose) ccosa 
Cx “Ot Ox ot Cx ot ot 
e cosa oc cosa écosb écosh Ocose _—) ocosh 
oy ot ~ Oy ot oy ot ct 





dcosa Gcosa écosbh dcosb @cose Pcosc\ dcose 
~ i 7 +H aT hee ae : 
Sind a, B, y die one: welche die Tangente zur Charakteristik im 
Punkte (a, y, 2) mit den Coordinatenaxen bildet, so geben die Gilei- 
chungen (1) und (2): 
er of ee 
Ag COS + 9 cos B + ve cos y = 0, 
oe ose + 58 osB + .° _ cosy = 0 
cxct 02 a 2 
oder nach (4): 


cosa cosa + cosB cosh + cosy cose = (0), 








(9) al fous + coef re +. cosy and =e 
Durch diese waist und die dai. 
(10) cos*a + cos*B + cos*y = 1, 


sind cosa, cosB, cosy bestimmt. Der Kriimmungshalbmesser des Nor- 
malschnitts, welcher durch die Tangente zur Charakteristik im Punkte 
(x, y, 2) geht, werde durch R bezeichnet. Es ist dann: 


Ccosa eos? e cose 
r= (cos « — --+ cos B ~.— + cosy ? Jy) cosa 


cosa cosb 
+ (cosa ~“ + cosp sont cos y oe) cos B 











Ccosa écosh cose 
+ (cosa ae + cosp -+e 08 y ae ) cosy. 
Der Term: 


Ree: 4, cos B at dec = c 


Oa + cosy 


lisst sich in Folge, der Gleichungen (9) und es als Produkt zweier 
Determinanten dritten Grades darstellen; fiihrt man die Multiplication 


(cosa ‘ ee) cos a 
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aus,-verfahrt analog mit den beiden iibrigen Termen von R? so er- 
halt man fiir 
D2 
R 
einen Ausdruck, welcher genau gleich der rechten Seite der Glei- 
chung (8) ist, wo wieder D durch die Gleichung (6) bestimmt ist. 
Hieraus folgt: 
(11 eee: fg 
) nr, rrfsHoet R 
Die vorstehende Gleichung durch die Gleichung (7) dividirt giebt: 


1 / a ( 1 4 ‘1 1 1 
", %. 7 "a r, _, ” id 
oder auch: 


(12) 6. Pee 


Diese Gleichung enthilt folgenden Satz: 
Fiiy die einhiillende und eingehiillte Fliiche verhalten sich in 
einem gemeinschaftlichen Punkte die Summen der Hauptkriim- 
mungshalbmesser , vermindert wn den Kriimmungshalbmesser des 
Normalschnitts durch die Tangente der Charakteristik, zu ein- 
ander, wie die Produkte der Hauptkriimmungshalbmesser. 
Es ist selbstverstiindlich, dass alle in den Gleichungen (7), (8) 
und (9) vorkommenden Differentialquotienten so gebildet sind, als ob 
of 


in den Werthen von cosa, cosb, cose und in a die Quantitiiten x, 


y, @ und ¢ von einander unabhiingig wiiren; nach Ausfiihrung der 
Differentiation kann man den erhaltenen Ausdruck mittelst der Glei- 
chung f= 9 transformiren. Die Gleichungen (7) und (8), welche 
wegen ihrer Symmetrie der Beachtung nicht unwerth erscheinen, sind 
zur Aufstellung der Gleichung (12) nicht absolut nothwendig, wie 
durch folgende geometrische Betrachtung erhellt. Die Charakteristik 
moége im Punkte (2, y, 2) der eingehiillten Fliche, mit dem Normal- 
schnitt, dessen Kriimmungshalbmesser 7 ist, den Winkel g bilden; 
ferner sei g, der Winkel, welchen die Charakteristik auf der ein- 
hiillenden Fliche mit dem Normalschnitt bildet, dessen Kriimmungs- 
halbmesser 7,’ ist. Da nun in einem gemeinschaftlichen Punkte fiir 
beide Fliichen der Kriimmungshalbmesser R des Normalschnitts durch 
die Tangente der Charakteristik denselben Werth hat, so ist nach 
einem bekannten Theorem Euler’s: 


cos*@ , sin? 1 
(13) coe 4 SPF, 








cos? g, sin? g, 1 
1; 2 , 2s 

Die Normalen zu einer Fliche liings einer Curve auf derselben bilden 

eine windschiefe Fliiche, auf welcher die Folgereihe der Punkte, fiir 

20* 
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welche die successiven Normalen ihre kiirzesten Distanzen von einander 
haben, eine Curve, die sogenannte Strictionslinie bilden. Bezeichnet 
man durch R, die Distanz des Punktes (7, y, 2) einer Fliche von dem . 
Punkte der Strictionslinie, welcher mit dem ersteren Punkte auf der- 
selben Normalen liegt, so hat man fiir eine Curve, 
sae a 1 

(14) yt = RR? 
wo @ dieselbe aici wie ati hat. Da nun lings einer Cha- 
rakteristik einhiillende und eingehiillte Fliche dieselben Normalen 
haben, so haben fiir beide Flichen R und R, dieselben Werthe. 
Analog der Gleichung (14) ist also auch: 

ore + sin? @, 3 


,° £xRR 

Setzt man die beiden Werthe von RA, einander gleich, substituirt 
fiir m und g, ihre Werthe aus (13), so ergiebt sich wieder die Glei- 
chung (12). 

Der Ausdruck der geodiitischen Kriimmung der Charakteristik 
liisst sich auf eine bemerkenswerthe Form bringen. Sei ds das Bogen- 
element und @ der Kriimmungshalbmesser der bemerkten Curve im 
Punkte (x, y, 2), durch 4, uw, v seien die Winkel bezeichnet, welche 
e@ mit den Coordinatenaxen bildet. Fiir eine beliebige Function g von 
x, y, 2 ist dann: 

(15) 4 = ea COS a + $4 7 C88 +§ | = COSY, 

wo wieder cosa, cosB poe cos y pl die po AR (9) und (10) 
bestimmt sind. Um nun go zu finden, differentiire man die beiden 
Gleichungen (9) nach s, mit Riicksicht auf die Gleichung (15). Um 
das Resultat von vorne herein méglichst zu vereinfachen, multiplicire 





man die zweite Gleichung vor der Differentiation mit a Man findet 


. 


dann: 1 A 
(cosa cosé + cosh cosu + cose cos v) - +p=% 
(16) 1 (2cos Beosl a ae 
D -' cosd +- a cosu + a cos) = +7 =9, 
wo & die friihere Bedeutung hat und 7 durch folgende Gleichung be- 
stimmt oe 


r= Z (5, one) eosa ++ 2G 2008) eo osB + £5 deme) cos y. 


Auf diese Gleichung wende man die Formel (15) an, stelle mittelst 
der papey os (9) und ye das Produkt aus cosa in: 


ZG ooet) cosa ++ £ °C 20080) cos osB + o 5 Sere) cosy 


sail als Product zweier Determinanten dritten Grades dar und fiihre 
die Multiplication aus. Man erhilt dann: 
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1 @ £1 cosa 0 (1 @cosb @ £1 @cose 
QD) gee H+ y+ a Ge) 
4 s come (cosa aoeee + cos p Hoos + cose cen 


1 @cosb fe ne in b dcosh 
+> <= (cosa 2° az + cosh “O°” + cose ara 


1 @cose Ocose bl , Ocose 
+s “2 (cosa ——- > cos b “— + cose ——)- 





ot é 02 
Im Factor von bs dome setze man 
DD @ét 
cosa 20°84 — — eogh 208) _ cog, Zeo8e 
Cx 0x Ox ? 


der bemerkte Factor wird dann: 


cosa Beeat Ocosa Ocose 

cosb ( — — ae) +e cose (—— — = 
Mittelst der Gleichungen 4) Test sich dieser Ausdruck auf die Form 
bringen: 
1 0H = 


Rie ve osa a+ cos) SS 


+ cose 
id édcosb 1 @cose 


Transformirt man sl die Factoren von Dw 4 5 


der Gleichung (17), so lisst sich | auf die folgende merkwiirdige 





Form bringen: 


H 0 (H dcosa ‘H écosb 'H dcose 
(18) pm gal FG ) + by D oo) + 3 Do) 
Die Gleichungen (16) in Verbindung mit . 


cosa cosé + cosB cosu + cosy cosy = 0 


1 
re a 


fiihren auf: 


Hieraus folgt, dass Z der Kriimmungshalbmesser der planen Curve 
ist, in welche die Charakteristik iibergeht, durch Abwicklung der 
developpablen Fliiche, gebildet aus den beriihrenden Ebenen zur ein- 
hiillenden Fliche lings der Charakteristik. Ist diese Curve eine kiirzeste 
Linie auf der einhiillenden Fliiche, so muss die rechte Seite der Glei- 
chung (18) verschwinden. Fiir die Gleichung (18) gilt dieselbe Be- 
merkung wie fiir die Gleichungen (7) und (8), cosa, cosb, cose sind 
mittelst der Gleichungen (3) und (4) zu bilden, durch die blossen par- 
tiellen Differentialquotienten einer Function f; solange fiir die folgenden 
Rechnungen z, y, 2, ¢ als unabhingige Variable gelten, diirfen natiir- 
lich in den erhaltenen Ausdriicken keinerlei Reductionen mittelst der 
Gleichung f = 0 vorgenommen werden. 





Ueber die Darstellung von Functionen durch unendliche Reihen. 


Von Junius Kénic in Psst. 


Die Verschiedenheit der speciellen Methoden, welche die Ent- 
wickelung gegebener Functionen in Reihen geben, die z. B. nach 
Potenzen, Kugelfunctionen, Bessel’schen u. a., fortschreiten, fiihrt 
unmittelbar zu der Frage, ob nicht fiir diese Theorien eine umfas- 
sendere Behandlungsweise mégiich wiire. In der That soll in dem 
Folgenden gezeigt werden, dass alle diese und thnliche Entwicklun- 
gen specielle Fille einer allgemeinen Darstellung sind, die nach zwei 
Arten von Entwickelungsfunctionen fortschreitet. Der vorliegende Ab- 
schnitt entwickelt die Grundziige der allgemeinen Theorie fiir Func- 
tionen einer Variabeln; ich werde sodann im Anschluss die Verall- 
gemeinerung der Theorie fiir Functionen mehrerer Variabeln betrachten 
und auf den vielfachen Zusammenhang eingehen, der zwischen den 
Kutwickelungsfunctionen beider Art besteht, sowie Entwickelungen 
untersuchen, die eine auf einer Linie beliebig gegebene Function dar- 
stellen. 


Erster Abschnitt. 


Darstellung analytischer Functionen einer Variabeln 
in endlichen Bereichen. 


§ 1. 
Einfiihrung der urspriinglichen Entwickelungsfunctionen. 


Sei eine Reihe von Functionen 


G, (6), G,@, G(@), .--... 
gegeben, die sich nach einem bestimmten Gesetz ins Unendliche fort- 
setzt und denen wir vorliufig nur die eine Kigenschaft beilegen, dass 
sie sich in der Umgebung eines Punktes z = c siimmtlich nach auf- 
steigenden Potenzen von z—c entwickeln lassen. Ganz dasselbe in 
Bezug auf die Variable z, setzen wir fiir die Functionenreihe 
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— i. a. a 
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Fy (2), Fi, (#0), Fe (@),---- 
fest. Dann soll die Reihe 
(1) Fy (2) Gy (2) + Fi, (2) G (2) + Fy (4) Gea (2) + +--+: 


den Gegenstand der Untersuchung bilden. Dabei setzen wir im Augen- 
blick noch voraus, dass diese Reihe fiir endliche Bereiche der Varia- 
beln convergirt. Sie stellt dann in demselben eine endliche, eindeutige 
und stetige Function der Variabeln ¢ und z, dar, die wir mit ® (z, 2) 
bezeichnen wollen. 

Wann ist diese Function zweier Argumente z und z, in Wirklich- 
keit nur Function des einen Arguments ¢-+ 2,? D. h. wann besteht 
die Functionalgleichung . 


D(z, 2 +h) =—O(e+h, %). 
Es stellt hierin h eine Grésse dar, die in den durch den Convergenz- 
bereich gegebenen Grenzen beliebig variiren darf. Setzt man niimlich 
fiir ® die dasselbe darstellende Reihe, so erhiilt man: 

(2) Fy (@ +h) Gy (2) +F, (+h) G,(@)+F, +h) G2 (2) +++ eee 
= Fy (2) Go(@ +h) +4 (20) G1 (@ +4) + Bo (40) Ge (+h) + +++ 
und es miissen also auch die Argumente z+ und z+ h in den 
Convergenzbereichen liegen. — Fiir jedes z und zg, das im Innern 
des angegebenen Bereiches liegt, werden die G- und J’-Functionen 
auch nach Potenzen von ) entwickelbar sein; wenn man nun diese 
Entwickelung fiir jeden Posten in (2) wirklich ausfiihrt, wird die Glei- 
chung, da sie fiir alle 4 in einem endlichen Bereiche stattfindet, nur 
so bestehen kénnen, wenn die Coefficienten jeder einzelnen Potenz 
von h gleich werden. Die Vergleichung ergiebt folgende Reihe von 

Relationen : 
Fo (2) Go (2) + Fi(@) G,(@) + Fe) Ga (2) + +++ om 
= Fy (%) Go(2) + F, (>) Gil@) + Fo (%) G2(2) + -°--: 
3 0 (2) Go (2) + FY (4) G, (2) + Fi (%) G.(@) +°-°°> ae 
© Fe) GO +A) HO + h@) BOQ to-- 
Fy" (@) Go (2) + Fi" Go) G (2) + 2") Ga (@) + vee - 
= F(a) G6 (2) + Fy (%) Gi) + Fy(%) GS (@) + 


oder allgemein: 
=—@® e=a m 
"Z" FO (6) Ge (2) = 2 Fy (4) @ (2) 
=o ¢ . @=0 _ 
e=w1,2,... 
Sind die Relationen (3) simmtlich erfiillt, so wird dann: 


(4) O(@+ &y) = Fy (2) Gy (2) + Fi (0) G @ + Fz %) G2 (@) + °° 





(5) 
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Da die F von z unabhingig sind, wird man sie durch Einsetzen eines 
bestimmten Werthes von z erhalten kénnen. In einem speciellen Falle, 
der als Grundlage der folgenden Entwickelungen dienen soll, bestim- 
men sich auf diese Weise die F durch recurrirende Formeln. Dazu 
soll die Entwickelung von G, (2) in der Umgebung von z = ¢ mit der 
o'* Potenz von z—c beginnen; oder es mége mit anderen Worten 
Gp (2) fiir 2 = c von der ge’ Ordnung Null werden. 
Dann ist 


Gy (-) = 0, 
o>n. 
Die Relationen (4) und (3) gehen unter dieser Voraussetzung fiir 
z=c in folgende iiber: 
Gy(¢) Fy (%) = % (& + ©) 
Gy (¢) Fo (Zo) = Fy (20) Go (¢) + F, (40) Gi (6) 
Gy (€) Fo (4) = Fy(%) Go(e) + F, (4) Gi (6) + Fy (2) Ge (6) 


sobald 


Gy (¢) Fo" (29) = Fy (40) Go (¢) + F, (29) Gi (¢) + F (49) Ge" (c) + Fs (49) Gs (0). 


Ist man umgekehrt von bestimmten G-Functionen ausgegangen, 
welche die geforderten Kigenschaften besitzen, und bestimmt fiir ein 
gegebenes D(z + 2) die F aus (5), so stellt auch die Reihe 

Fi (40) Go (2) + Fi (40) G (2) + F2 (40) G2 (2) 
die Function ® (z+ 4) dar in der Umgebung von 2=c, wenn sie 
daselbst iiberhaupt convergirt, und die Function ® endlich cindeutig und 
stetig ist. 

Um dies zu beweisen, miissen wir nur bemerken, dass im Punkte 
z =e simmtliche Ableitungen der Function mit denen der Reihe 
iibereinstimmen. Nach einem von H. Laurent*) bewiesenen Satze 
wird die Ableitung einer Reihe 


P1(X) + H2(x) + H3(%) + °°: 


dargestellt durch die Reihe der Ableitungen der einzelnen Glieder 


i (x) + p2(x) + s(x) +---> 
und zwar in dem gauzen Bereiche, in welechem die erste’ Reihe con- 
vergirt, wo dann natiirlich die @ endlich, eindeutig und stetig ver- 
laufen miissen. Da dies der Annahme nach oben der Fall ist, wird 
die n'e Ableitung der Reihe nach z im Punkte z = 0 sein: 


Fy (Zo) Gg” (ec) + F, (2) a” (ec) +--+ + Fa—1(%) on 1 (ec) + Fi (29) am (ec), 





*) Thése, présentée a la faculté des sciences de Nancy, und auch in seiner 
Théorie des résidus p. 100. 
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da die ferneren Glieder fiir = c verschwinden. Das ist aber nach 
(5) nichts anderes, als: 


G, (¢). F —. (2) , 
oder wie man aus der ersten Gleichung der (5) ersieht: 


(feet &) \. 
dz” s=c 

Es folgt hieraus, dass, so lange die Reihe convergirt und 
®(z-+ 2) endlich stetig und eindeutig verliiuft, die Reihe die Func- 
tion ®(z¢ + z,) auch wirklich darstellt. Man sieht aber auch leicht, 
dass die Reihe 

Fy (29) Go (2) + Fi, (0) @ (2) + Fy 0) Go(@) + °++°° 
keinesfalls convergirt, sobald die Function  (z + 2) eine Unstetigkeit 
darbietet. Es muss dann eine Ableitung von , also auch die linke 
Seite einer Gleichung (5) unendlich werden. Ist dies mit der r' der 
Fall, so wird der re Coefficient der Reihe unendlich und die Reihe 
divergirt. 

Dass die betrachtete Reihe fiir ¢ = c einen endlichen Werth be- 
sitzt, ist nach den angenommenen Kigenschaften der G evident. Wir 
wissen auch, dass dieselbe nicht bloss in dem einen Punkte, sondern 
in einem wenn auch noch so kleinen Bereiche um denselben, einen 
endlichen Werth besitzt*) und haben auf diese Weise den folgenden 
Satz erhalten: 

Eine Function (2 + 4,) ist entwickelbar in eine Rethe, die nach 
den Functionen G, (2), G, (2), ... fortschreitet, wenn sie endlich, stetig 
und eindeutig ist in der Niihe des Punktes ¢ + 2p. 

Die von den Entwickelungsfunctionen vorausgesetzten EKigenschaf- 
ten sind, dass sie sich um den Punkt ¢ in Reihen entwickeln lassen, 
die nach Potenzen von z —¢ fortschreiten und dass hierbei die Ent- 
wickelung von G,.(z) mit der g'" Potenz von 2 — c beginne. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen noch die Bemerkung, dass die 
Taylor’sche Reihe selbst, wie diess fiir eine systematische Hérleitung 
wiinschenswerth scheint, sich nach denselben Principien entwickeln 
lisst. Man kann hierzu von der fiir die ganze Ebene giiltigen Reihe 
fiir die Exponentialgrésse ausgehen, die mit elementaren Mitteln er- 
halten werden kann. Multiplicirt man ihre Glieder einzeln mit Func- 
tionen von z, und fragt, unter welchen Bedingungen diese Reihe eine 
Function von z + 2, darstellt, so erhilt man die Bestimmung der 
Coefficienten, sowie die Grenzen der Giiltigkeit der Taylor’schen 
Reihe. 


*) Weil simmtliche Differentialquotienten endlich sind. 
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§ 2. 


Reihen, die nach Potenzen einer gegebenen Function fortschreiten. 






























Bevor wir die Untersuchung der entwickelten allgemeinen Reihen 
wieder aufnehmen, wollen wir uns mit einem speciellen Falle der- t 
selben beschiiftigen, welcher die Grundlage fiir jene abgeben wird. 
Die Reihen der angegebenen Form sind schon von Biirmann auf- ‘ 
gestellt; eine genauere Untersuchung fiir den Fall, dass die zu Grunde 
gelegte Function rational sei, hat Puiseux*) gegeben. — Wir be- 
merken zuerst, dass die .Relationen (5) des vorigen Paragraphen fiir 
die wirkliche Berechnung der Reihen sehr geeignete Formeln geben. 
Ks ist jetzt: 

(1) Gn (2) = [v @)]", 

wo ~(z) in der Umgebung von z =e in eine nach Potenzen von 
z —  fortschreitende Reihe entwickelt werden kann, in welcher das 
constante Glied feblt. Dann ist: 


G, (c) = 1 
Gs (0) = Gi () = =, 
Fy (2) = ® (2, + ¢) 
Fy (4) = F, (45) G (€) 
Fy (2) = F, (2) Gi (©) + F, (0) Ge (©). 


um  -—- a am 


also: 


Man erhilt demnach die Entwickelung einer gegebenen Function in 
der Form: 


(3) O2+4)—=F, + hv@a+hv@’t+::-:: 

Es wird nun die Convergenz dieser teihe zu untersuchen sein. 
Wir bemerken vor Allem, dass wir den Convergenzbereich einer Reihe 
von ihrem Darstellungsbereich zu unterscheiden haben. Man weiss 
wohl, dass in einem zusammenhiingenden Bereich Reihen der betrach- 
teten Art eine bestimmte Function darstellen. Unsere Reihen conver- 
giren aber im Allyemeinen fiir verschiedene mit einander nicht weiter 
zusammenhiingende Bereiche. Und es zeigt sich in der That, dass 
sie in verschiedenen Stiicken auch verschiedene I unctionen darstellen. — 

Zweitens werden wir von dem endlichen Convergenzbereich der Reihe 

die singuliren Punkte wnd Linien zu trennen haben, in denen die 
Reihe einen endlichen Werth besitzen mag.’ Man weiss, dass das 
Cauchy’sche Kriterium sich nur auf jenen bezieht. Mit Hiilfe des- 

selben erhilt man fiir diesen Bereich 








*) Liouville XV. art. 18. Die erwihnten Entwickelungen beziehen sich 
jedoch nur auf 4 = 0, | 
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F 
mod ~ (2) < mod. lim ¥F “ ) 
n+1/n2=@ 


Soll iiberhaupt Convergenz stattfinden, so muss die Grenze des 
Quotienten rechts eine bestimmte Grosse sein, die nicht Null ist. Die 
Ungleichung 

mod ~(z) <a 
stellt dann Fliichenstiicke dar, die von den durch die Gleichung 

mod ~ (z) = 0 
gegebenen Punkten ausgehend, durch diese Punkte umschliessende, 
einfach geschlossene Curven begrenzt werden.*) Fiir gréssere Werthe 
des 4 beginnen die Curven und die bisher um jede Wurzel der Glei- 
chung ~(z) =O getrennt liegenden Flichenstiicke sich zu_ver- 
einigen. Wir werden zeigen, dass 4 in keinem Falle so gross werden 
kann. 

Nach dem schon angefiihrten Laurent’schen Satz erhalt man 
aus (3) durch Differentiation nach 2: 


(4) O@+4)—F ve) +2F, ve) Vv (2) + 3F v(ePv() +-- 


wo die so entstandene Reihe mit der friiheren zugleich convergirt. 
Es ist also auch 


. O (2 +4) =v (2) {F, + 2F, v(2e) +3 Fy ve? +--:- } 
oder : 
¢" 0 
(65) SE) = f+ hv@) + hve tor 
wo wieder (4) und (5) zugleich convergiren miissen. — Wir wissen 


aber von_letzterer Entwickelung, dass sie nur bis zu einem solchen z 
convergent bleiben kann, fiir welches w’(z) = 0 ist, da die ent- 
wickelte Function in diesem Punkte unendlich wird. Dies ist der 
Fall, wenn nicht ’(z + z,) fiir das betrachtete z so Null wird, dass 
o' (2 + 20) 
a 
endlich bleibt. — Diese Ausnahmen werden demnach von einzelnen 
Werthen des 2, gebildet. 
Die Entwickelung der Function ®(¢-+ 2) kann also, mit Aus- 
nahme einzelner Werthe des z,, nur so lange convergiren, als nicht 
v' (2) =0 
wird. Sei der dem Punkte z =e niichste dieser Werthe 2 = 2, so 
hat man die Convergenzbedingung: 


mod . w(z) < mod. w(z.). 
Da die Flichenstiicke, in welchen Convergenz stattfindet, durch 








*) s. Cauchy in den Comptes rendus IV, p. 777. 
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eine continuirliche Ausdehnung der Grenzcurven entstehen, so gelangt 
man endlich zu einem 4’, fiir welches die Zweige der Curve 

mod w (z) = 7, 
welche die Punkte ¢ und ¢ umschliessen, sich beriihren werden. Bei 
weiter wachsendem 4 wiirde man nun erst Convergenzbereiche erhalten, 
die zwei Wurzelpunkte umschliessen und der friihere Beriihrungspunkt 
wird nun dem Convergenzbereich angehéren. Dieser ist aber ein 
Doppelpunkt der Curve 
mod w (2) = 4’. 


(2) =u-+ iv, 
mod (2) = Ww v, 


so wird die Gleichung der Curve: 
w+ vy—As’?—0. 
Fiir den betreffenden Punkt als — der Curve hat man nun: 


Setzt man nun 


also: 


Ou 
u aa - 07 
(6) 
u “ = 0 e 
Andererseits wird: 
(7) y (2 ) calite ia fey} jos. 


*9 oy 
Mit Beriicksichtigung der wise Differentialgleichungen fiir w und 
v werden auch die Gleichungen (6): 


“55 ~ °s,~* 
Ov ov 
—ag5 +95, 0 


und aus diesen: 
oe oes. oe fe —(F+ io) (fo — ; Ow bie 
éy oat oy 
endlich, da der wae Factor nicht co) iad kann, wenn nicht 
auch der zweite Null ist: 


Ov -Ou 
ig 39 > 


d. h. in dem betrachteten Doppelpunkte der Curve wird y’(z) = 0, 
und derselbe wire im Convergenzbereich enthalten, wenn dies mit 
zwei Wurzelpunkten der Fall ist. Man erhilt also den Satz, dass 
zwei Wurzelpunkte c und ¢ sich nicht in demselben zusammenhiingenden 
Stiicke des Convergenzbereichs finden kinnen. (Kinzelne Werthe des 2, 
machen abermals eine Ausnahme.) 

Man hat also fiir die Convergenz der betrachteten Reihe die Be- 
dingung : 
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mod w(z) < mod @ (2). 

Sollten sich jedoch in dem so begrenzten Bereiche Punkte A, 
A’,.... finden, in denen die zu entwickelnde Function unstetig wird, 
so muss man noch 

mod ~(A), mod y(A),..... 
berechnen und wenn diese der Grésse nach geordnet sind, die Con- 
vergenz auf 
mod wy (4) < mod y (A) 

beschriinken. 

Fiir die angedeuteten Ausnahmswerthe des z, erstreckt sich die 
Convergenz in der Regel weiter, als sonst. Die Anzahl solcher 2, 
Punkte kann unendlich gross werden, aber sie bilden immer eine Reihe 
von getrennten Punkten in der Ebene; denn man erhilt sie als Wur- 
zeln der Gleichung 

D(z + 2) =O 


in Bezug auf z,, wenn z eine Wurzel der Gleichung 

vy (2) =0 
ist. So wird z. B. in der Entwickelung von e?@+* ein solcher Aus- 
nahmspunkt 2, = 0 sein; in der That ist die Reihe 

2 
1+ +i) , = Mpbisiaiwins 

in der ganzen Ebene giiltig, wenn ~(z) iiberall den Charakter einer 
ganzen T’unction besitzt. 





§ 3. 
- Reihen, die nach G-Functionen fortschreiten. 


Wir kehren jetzt zu den im Anfang betrachteten allgemeinen 
Reihen zuriick; ihre Form war: 

(1) KG@+AGO+NG@+---: 

Zur Beurtheilung ihrer Convergenz wird es nothwendig sein, den 
Quotienten zweier unendlich entfernter G-Functionen zu bilden. Sei 
dieser 

(G41) 
Lim (“te = «(2) 

eine bestimmte Function von z. Man bemerkt dann, dass die Reihe 
(1) mit 

(2) Fy + Fix (©) + Fax)? +-----: 

zu gleicher Zeit convergirt, so lange keine Unstetigkeitspunkte ein- 
zelner G-Functionen iiberschritten werden. Damit ist das Problem der 
Bestimmung der endlichen Flichenbereiche, in denen die Reihe (1) 
convergirt, auf das des vorigen Paragraphen zuriickgefiihrt. 
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Die Function x (2) enthilt jedenfalls den Factor z—c, da jac 

eine @-fache Wurzel der Gleichung 
Ge (z) =0 
ist. Demnach giebt: 
mod x (z) =A 

einen Flichenbereich, welcher den Punkt z = ¢ einschliesst. Derselbe 
ist zugleich der Darstellungsbereich der Reihe fiir die Function, in 
Bezug auf welche sie entwickelt wurde. 

Dass die Reihe die Function in diesem Bereiche wirklich darstellt, 
ist aus den Entwickelungen des § 1. klar, da im Punkte z =e alle 
Ableitungen der Reihe mit denen der Function iibereinstimmen. Der 


durch mod x(z) =A 


gegebene Convergenzbereich besteht aber im Allgemeinen aus meh- 
reren von einander getrennten Flichenstiicken. Fiir diese stellt die 
Reihe nicht mehr dieselbe Function dar. Fiir jedes derselben existirt 
ein Punkt ¢, c’, ..., wo 
mod x (z) = 0 

wird und es miissten, damit die Reihe auch in diesem Bereich die- 
selbe Function darsteile, siimmtliche Ableitungen der Function © fiir 
Z, + ce und 2, + € iibereinstimmen. 

Wenn — um einen speciellen Fall zu erwiihnen — die Functionen 
G ihre charakteristische Eigenschaft in Bezug auf mehrere Punkte 
g=c, c,... besitzen, so enthilt x(z) die Factoren (2 — ec), (e —€), 
(¢— ec”), ... und man weiss, dass der Convergenzbereich aus ge- 
trennten Stiicken um ¢, ¢,... besteht. Die entwickelte Function wird 
nur in einem dieser Stiicke dargestellt. Es existiren hingegen andere 
Entwickelungen, welche die Function in den Flichenstiicken um ¢, 
ce", ... darstellen, da in der Bestimmung der Coefficienten der An- 
nahme nach ebenso gut von diesen ausgegangen werden konnte, wie 
von ¢. 
Eine gegebene Function lisst sich fiir die Umgebung des Punktes ¢ 
nur in einer einzigen Weise nach G-Functionen entwickeln. 

Hitte man zwei verschiedene, so erhielte man durch Subtraction: 


(3) 0 = a, G, (2) + @,G, (@) + %G,@) +----- 
und da die G in der Umgebung von ¢ endlich eindeutig und stetig 
verlaufen, hieraus durch Differentiation : 


(4) O = a Go (2) + a, Gi (2) + a, G5 (2) + ----- 
Setzt man aber z —c in (3), so erhalt man: 
0 = a, G, (¢) 


und da den Voraussetzungen nach G, (c) endlich ist, 
a =. 








TCC bal 


“ 
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Dadurch geht (4) iiber in: 
O = a, Gi(e) + a, Go(z) +--+: 
was abermals fitr ¢=c, da Gj (ce) wieder endlich ist, 
a, = 0 
giebt. Ebenso erhilt man alle folgenden @ Null. Die einzige Ent- 
wickelung der Null ist also: 


0=0. Gy (2) +0. G (2) fo; 
es giebt also auch fiir jede andere Function nur eine Reihen- 
entwickelung. 

Eine nach G-Functionen fortschreitende Reihe kann nicht fiir zwei 
Punkte in cinem EF lichenstiick des Convergenzbereichs zu einer endlichen 
werden, . 

Sollte dies der Fall sein, so miisste dieselbe die Form besitzen: 

(¢ + %) = Re) + @—) (& —N SO, 
wo dann I (z) eme ganze Function von z, S(z) eine unendliche Reihe 
wiire; hieraus ist aber 
® (2 + %) = F (2) i i (z) 

(@-Y)@—T?) 
eine Entwickelung, die nicht fiir 7 und TU’ gelten kann, wenn nicht 
(abermals Ausnahmswerthe des z,) dieses so bestimmt werden kann, 
dass der Ausdruck links fiir 

e=l1 oder sc=I 


endlich bleibt. Mit Ausnahme solcher z, ist also S(z) eine Reihe, 
die nicht fiir 21 und z=T convergirt. Dann ist dasselbe aber 
auch mit’ 
(e—l) @ —T) S(e) 

der Fall. Es kann also 

Riz) + (¢-—D(e -—YN)S( 
kein Fliichenstiick in seinem Convergenzgebiet enthalten, das / und [’ 
zugleich umfasst. Man schliesst daraus, dass wenn die G-lunctionen 
oder eine unendliche Anzahl derselben eine gemeinschaftliche Wurzel 
besiissen, der entsprechende Punkt auch nicht mehr dem Convergenz- 
bereich der G-Reihe angehéren kann. 

Aus dem Friiheren folgt nun: 

Soll jede Function um den Punkt 2 =e durch eine nach G-Func- 
tionen fortschreitende Reihe dargestellt werden, soweit sie endlich, stetig 
und eindeutig ist, so diirfen diese, mit Ausnahme von 2 = c, nur einer 
endlichen Anzahl von G-Functionen gemeinsame Wurzeln besitzen und 
miissen in der ganzen Ebene endlich, stetig und eindeutig verlaufen. 

Ein Beispiel dieser Art geben die Bessel’schen Functionen, — 


. 
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Wir werden uns noch im nichsten §. mit der genaueren Umgrenzung 
der Convergenzbereiche beschiftigen. 

Aus dem Umstande, dass die Reihen (1) und (2) zugleich con- 
vergiren, so lange die Convergenzcurve keinen Unstetigkeitspunkt ein- 
zelner G-Functionen iiberschreitet, liisst sich noch eine zweite Methode 
zur Bestimmung der Convergenzgrenzen ableiten. Wir betrachten 
abermals die zweite Reihe statt der ersten und schreiben diese 



























DalF x (2) | 
os 


In allen Fillen, wo nun x(z) nur fiir unendliche z unendlich 
wird, convergirt die Reihe 


n 
e* © ans Ps so (2)" 
n! 
in der ganzen Ebene. Beniitzt man den bekannten Satz, dass, wenn 
ns Mi Mae o-»,0\0 
eine ins Unendliche fortlaufende Reihe von Grossen ist, die siimmtlich 
unter einer bestimmten endlichen Grésse bleiben, die Reihen 


Uy + uy + ty +++: 
Ay Uy + a,U, + A, +--+: 


zugleich convergiren, so erhilt man unmittelbar Folgendes: Die Reihe 
2. F, G, (2) 
convergirt, wenn die Gréssen ! F’, siimmtlich endlich bleiben. 


und 


§ 4. 
Reciproke Entwickelungsfunctionen. 


Die nach dem Bisherigen ausgefiihrte Entwickelung einer Func- 
tion, die ausser von der Variabeln € noch von einem Parameter z ab- 
hingt, besitzt die Form: 

@ (f, 2) = Ry (2) Gf) + BR, (2) G, (©) + R,(2) G(6) +----- 
wo jedes Glied das Produkt einer Function von z und einer solchen 
von € darstellt. Das friihere z, (jetzt §,) soll ein fiir allemal einen 
bestimmten constanten Werth erhalten haben und kommt demnach 
nicht weiter in Betracht. Man kann aber nun die Entwickelung als 
nach den R,, R,, .... fortschreitend betrachten. Wir wollen diese 
als die auf ® (§ 2) bezogenen reciproken Functionen der G bezeichnen. 
In dieser Allgemeinheit fiihren wir jedoch die Untersuchung nicht 
weiter, sondern beschriinken uns, 

(6,2) = 5-5 
zu setzen. Dann erhalt man zur Bestimmung der R folgende Formeln: 
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= G,(¢) R,(2), 


— gig = GOR) + GOR, 
(1) ‘ 
ys = (0) By) + GO Ry) + BO Ble), 


— 123, = GOR + GORE + (ORE + GOR), 


| 


Man ersieht hieraus unmittelbar, dass 2, eine mit dem Factor 
(¢ — c)~-"~—'! multiplicirte ganze Function n' Grades von (z — e) ist, 
in welcher das constante Glied nie fehlt, so dass R, (z) fiir =e 
von der » -+ 1" Ordnung co wird. Den gréssten iiberhaupt miég- 
lichen Convergenzbereich der G-Reihen, wie er sich nach Betrachtung 
der Null und Unendlichpunkte der G ergiebt, wollen wir mit A be- 
zeichnen; da derselbe aus sich continuirlich erweiternden x-Curven 
besteht, wird er durch eine Curve 


mod «(€) == mod x (£.) 


begrenzt. Der Convergenzbereich der Reihe 


(1) gap = RE) GO + B(2) GO + Bee) G0 +--+ 


kann sich demnach iiber die in A enthaltenen € nicht hinaus erstrecken. 
Um die hinreichenden Bedingungen der Convergenz der Reihe (1) zu 
erhalten, untersuchen wir den Quotienten zweier unendlich entfernter 
Rt-Functionen. . Derselbe wird, weil es die R sind, eine eindeutige ana- 
lytische Function von § sein. Sei nun ¢ ein Punkt in der Umgebung 
von = ¢, und zwar diesem so nahe, dass der Convergenzbereich der 
Reihe (1) erst durch jene Curve begrenzt wird, welche den Unstetig- 
keitspunkt der zu entwickelnden Function = enthilt. Dann ist 


Ry 41) Gn41 
R, (® G, 
so lange € nicht gleich z wird, und wird 1, sobald dies der Fall ist. 
Man hat also in der Umgebung von z = c 


<1, 


Lim Fats here 


und damit diesen Quotienten fiir jedes z erhalten, nachdem er fiir ein 
unendlich kleines Stiick der Ebene gegeben. Nun ist unmittelbar zu 
sehen, dass die Reihe (1) in dem Stiick des Bereichs A convergirt, wo 
dies auch mit der Reihe 


9 SO 9 OF gsi ous. 
(2) 1+ x@ + xe t 


der Fall ist; also sobald 


Mathematische Annalen. Y. 
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(3) 


ist. — 

Nach diesen Bemerkungen kann man unmittelbar die Cauchy’sche 
Methode zur Entwickelung nach Potenzreihen fiir alle G-Functionen 
und ihre Reciproken erweitern, Wir gehen hierzu von der Gleichung 


1 5 i 
(4) 9(@)=s5 oe 


mod x(£) < mod x(z) 


aus, wo das Integral iiber einen Bereich auszudehnen, in welchem die 
Function stetig verliuft und z ein Punkt des Bereiches ist. 

Sei nun die Function (z) endlich, eindeutig und stetig in einem 
peripherischen Bereiche der Ebene, d. h. ausserhalb einer bestimmten 
x-Curve, dann kann man die Gleichung (4) anwenden und man erhiilt, 





wenn man noch fiir — die Reihe (1) einsetzt *): 
i sf @ (€) dE { Ry (2) Gy (E) + RB, (2) GQ) + +--+}. 


Nach einem von Laurent an der o. e. Stelle gleichfalls bewie- 
senen Satze ist, wenn g, (2), , (2), ... auf dem Integrationsweg 
endlich, stetig und eindeutig bleibt und die Reihe 


9, (2) + 92(2) +°--: 


convergirt, auch 
foe dz +o.) WO esses 
in demselben Bereiche convergent. Man erhilt also 


(5) p (2) = CR (2) + CR, (2)+---- 
und hierin: 
(6) C.= 5 Ji (2) Ga(2) dz. 

Man sieht daraus, dass eine Entwickelung nach den reciproken 
Entwickelungsfunctionen, wie (5), giiltig ist fiir den peripherischen Theil 
des Darstellungsbereichs , welcher durch 

mod x (§) < mod x(§.) 
wm den Punkt ¢ herum gegeben ist. Die innere Grenze des Conver- 
genzbereichs ist gegeben durch die erste Curve 
mod *(€) = 4, 
auf welcher ein Discontinuititspunkt der Function g (€) liegt. Im 
giinstigsten Falle, wo  (€) fiir den ganzen Bereich A stetig ist, ist 
diese Grenze (die Integrationscurve): 

*) Dies ist gestattet, weil z ein Punkt des Bereichs ist, also immer wie dies 

der Fall sein muss, damit die Reihe convergire, 


7 mod x (£) << mod x (¢) 
ist. 
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mod x (€) = 0, 
d. i. der Punkt ¢, wo die Reihe (2) jedenfalls schon divergirt. 
Wir untersuchen nun den allgemeinsten Fall, wo die Function 
y (2) stetig bleibt in einem ringférmigen Theil des Bereichs A, d. i. 
in dem zwischen zwei x-Curven (von denen die erste die weitere sei) 
mod x(z) =A 
mod x (2) = 4’ 


eingeschlossenen Stiicke. Man kann dann fiir 


vast, f e&as, 


wo das Integral iiber die Begrenzung dieser Ringfliiche zu nehmen ist, 
schreiben : 














1 { : £ 
e@—=s rea) Sat + ans © ag. 
(2’) 
Es ist hier das erste nil iiber die Curve 4, das zweite iiber die 
Curve 4’ zu nehmen, beide aber den bekannten Festsetzungen nach 
in entgegengesetzter Richtung. Um diese in beiden gleich zu machen, 
schreiben wir die Formel in folgender Gestalt: 


(7) g@=s 


203/ 








i 


F @ ag ‘2 
‘) 


Da hierin € einen marae Bereichs darstellt, ist fiir das erste In- 
tegral (A): 


(8) - mod %(€) < mod x(z), 

und fiir das zweite (A’): 

(9) mod (€) > mod x(z). 

Ks ist ferner aus (2): 
Fp = MOKO+TRMOGO+-----: . 
p= BOHM +AROGA+------ 


die erste dieser Reihen convergirt, wenn = Bedingung (8), die zweite, 


wenn (9) erfiillt ist. Man darf also fiir = ; und par: = in dem ersten 


und zweiten Integral der Gleichung (7), die sail resp. zweite dieser 
Reihen einsetzen. Die gliedweise Integration ist nach dem Laurent’- 


schen Satze gleichfalls gestattet und man erhiilt also folgende Ent- 
wickelung: 


y (6) = Cf Gy(6) + CFG, (8) + CFG) +---- 
+ Cr By) + Cr BO + CF RQ +- 


21* 


(10) 
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wo , 1 bd 
ct = ani J 9) R, (2) dz 
a 
und A : 
Cy = saz | 9) Ga (2) de. 
(a) 


Wir stellen die bisher erhaltenen Resultate kurz zusammen. 

Jedes System von G-Functionen G,, G,, .... bestimmt ein System 
von reciproken Entwickelungsfunctionn R,, R,, .... Die grosste, 
iiberhaupt mégliche Ausdehnung des Darstellungsbereichs ést durch 

mod x (2) < mod x (2,) 
gegeben, ein Bereich, den wir mit A bezeichnen wollen, und der auch 
die ganze Ebene umfassen kann. Die Convergenzcurven sind gegeben 


durch 
mod x(2) =A. 


9 


Fine Function ist entwickelbar nach G-Functionen, wenn sie endlich, 
stetig und eindeutig ist um den Punkt 2=c. Die Entwickelung gilt 
bis zur ersten x-Curve, welche einen Unstetigkeitspunkt der Function enthiilt. 

“ine Function ist entwickelbar nach R-Functionen, wenn sie end- 
lich, stetig und eindeutig ist in einem peripherischen Theile des Be- 
reiches A. Die Entwickelung gilt von dessen dusserster Grenze bis zur 
ersten x-Curve, die einen Unstetigkeitspunkt der Function enthiilt. 

Man hat endlich eine Entwickelung nach G- und R-Functionen, 
wenn sie endlich, stetig und eindeutig ist in einem ringformigen Stiick 
des Bereichs A. Man kann die einschliessenden x-Curven soweit hinaus- 
schieben, bis sie Unstetigkeitspunkte der Function treffen. 

Aus dem bisher behandelten Systeme reciproker Entwickelungs- 
functionen liisst sich nun eine unendliche Anzahl neuer solcher her- 
leiten. Sei zu diesem Zwecke ® (€’, z) irgend eine Function, die end- 
lich, stetig und eindeutig in der Umgebung von {= c, die ausserdem 
durch die Substitution 


o= x() 
in ‘ 
i—s 
iibergeht. Solcher Functionen giebt es unendlich viele. Setzt man 
t c= f (¢’) ? 
so wird . 
1@)-= 
eine soleche, die wieder durch die Substitution 
o=S.f(0) 


wenn S.f die inverse Function bezeichnet, in ~—, tibergeht. Nach 


g 


dem Vorigen existirt nun eine Entwickelung: 
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(11) ® (f, 2) = 8, (2) Gy (FE) + 8, (2) G(F) +--+: 
deren Darstellungsbereich A gegeben sei: 
mod «(f) <1. 


Setzt man nun {= 7(§), so wird nach den gemachten Fest- 
setzungen: 
1 


paz = Sol) G{2OF +5, CG (1OF +---°> 
eine Reihe, welche die Function in dem Bereiche A’: 
mod x {7 (§)} <1 


x {x(6)} = K(O) 
Ge {x()} =0r(O) 


darstellt. Wenn wir 


setzen, so wird 
; 1 
(12) pe = SONO+SANO+----- 
eine Reihe, deren charakteristische Convergenzeurven durch K (&) be- 
stimmt sind. Es ist hierbei wohl zu beachten, dass durch diese Trans- 


formation eine weitere Einschriinkung des mdglichen gréssten Dar- 
stellungsbereichs erfolgen kann, da dieser sich nun von dem durch 


u(6) =e 
gegebenen Punkte*) aus nur bis K’(£) = 0 erstrecken kann. Den so 
bestimmten Bereich bezeichnen wir mit A’. 
Sei jetzt m(£) eine Function, die in einem ringformigen Stiicke 
des Bereiches A’, d. i. zwischen den Curven 
= mod K (£) =a 
mod K (£) = 2’, 
wo die erste die weiter ausgedehnte sein moége, endlich, stetig und 
eindeutig bleibt. Dann ist aus der Cauchy’schen Gleichung wieder: 
1 ; (¢ 1 2 
0) anf Gantt af P ag. 
(a) (2’) 
Hierin stellt € einen beliebigen Punkt des Bereiches dar, also ist fiir 
das Integral um (A): 





(13) mod K (§) < mod K (2), 
fiir das zweite um (A): 
(14) mod K (£) > mod K (z). 


Nun ist auch: 


*) Im Allg. ist € eine mehrdeutige Function. Um Eindeutigkeit zu erlangen, 
hat man einen bestimmten Zweig der Function zu wiahlen. 
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1 


az = Sol2) Fo) + S(2) (0) +--- >> 
Ae = SOT) + SON) > 


und zwar wie friiher (S. 323) mit den Convergenzbedingungen (13) 
und (14). Also lassen sich auch die unendlichen Reihen in den Aus- 
druck des @(z) einsetzen, und man erhiilt: 


p (@) = ATT, (2) + ATT, (2) + APT, (2) +--+: 
+ A> S,(2) + ATS, (2) + AP S,(2) +--+ +:> 


Ay = azar [9 ©) Su (6) a8, 
(2’) 





und 


(15) 


wo 


und x 
Ay = 357 [POO AE. 
(4) 

Aus jedem der bisher erhaltenen Systeme von Entwickelungs- 
functionen liisst sich nun wieder eine unendliche Anzahl von anderen 
durch Substitution neuer Variabeln ableiten. Man wird sich leicht 
iiberzeugen, dass die auf diesem Wege erhaltenen neuen Systeme die- 
selben sind, wie wenn man von der verallgemeinerten Cauchy ’schen 


Gleichung 
* p(s _ 
J ~(o) — w (2) 


i ag 
Jee - (2) 


ausgegangen wire. Aus diesem Grunde habe ich es auch vorgezogen, 
den bisherigen Entwickelungen die einfachere Form zu Grunde zu 
legen. 





9 (2) = 


§ 5. 
Anzahl der Entwickelungen einer Function. 


Wir wenden uns nun zur Loésung der Frage, auf wieviel ver- 
schiedene Arten dieselbe Function eutwickelbar ist, die wir genauer 
so fassen: Giebt es Bereiche der Ebene, in welchen verschiedene Ent- 
wickelungen einer Function nach denselben Eutwickelungsfunctionen 
zu gleicher Zeit gelten kénnen? 

Wir werden das allgemeinste System reciproker Entwickelungs- 
functionen, das sich aus der Reihe 


pa = EO ETO + EO) EO +--+ 


herleitet, also 
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EX() , ES® , EF@,..- 
Ey, (2) ? E, () ? E; (2); tee 
betrachten. Durch die Entwickelung selbst gelangt man dazu, die 
zu entwickelnde Function in zwei Theile 
@ (2) = 9 (2) + 92 (2) 
zu zerlegen, von denen der erste um den Mittelpunkt des Convergenz- 
bereichs, d. i. eine Wurzel der Gleichung 
mod K (z) = 0 
endlich, der zweite unendlich wird. Wir werden demnach die Ent- 
wickelungen nach den Et (die den G entsprechen mdgen) und den 
E~ gesondert betrachten kénnen. 
In bekannter Weise reducirt sich das aufgestellte Problem auf 


die Untersuchung simmtlicher Entwickelungen der Null. Hat man 
zwei verschiedene Reihen fiir eine Function, so ist ihre Differenz 
O=«,K, + oF, +«,F,+---- 

eine Entwickelung der Null, die verschieden ist von der einen be- 
kannten : 

0O=0.F,+0.4F,+0.£F,+--:-- 
Umgekehrt kennt man alle Entwickelungen einer Function aus einer 
derselben, wenn die Entwickelungen der Null bekannt sind. 

Giebt es eine zweite Entwickelung der Null, so giebt es schon 
unendlich viele, da man diese mit einer beliebigen Constante mul- 
tipliciren kann. Hiernach gestaltet sich die zu behandelnde Aufgabe 
dergestalt um, dass man zu untersuchen hat, wieviel willkiirliche Con- 
stanten die Coefficienten der Reihenentwickelungen fiir eine gegebene 
Function enthalten. 

Fiir die Entwickelungsfunctionen 

Et (8), Et(e), Et ),..-.. 
erhilt man unmittelbar den Satz: Die Entwickelung einer Function 
nach den E* ist in einem gegebenen Bereiche nur in einer Weise mig- 
lich. Wir bemerken hierzu, dass die E* in Bezug auf ein z = y noch 
immer die Kigenschaft besitzen, nach welcher y eine pnfache Wurzel 
der Gleichung 


Et (2) =0 
ist.*) Fir den Punkt y folgt also aus 
(1) 0 = a E* (2) + a, EF (2) + Et (2) +---- 


*) Wenn 7(f) die Function ist, durch welche die Variable transformirt wird, 
ist p der Grad der Vielfachheit einer beliebigen Wurzel der Gleichung x (y) = c. 
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(wenn man z = y setzt). Da E+(y) nicht null ist 

a =0. 
Da nun auch die E+ in der Umgebung von z = y» stetige Functionen 
sind, folgt durch p-malige Differentiation aus (1) 

0 = a, Dr E+ (2) + «, DP Et (2) +---- 

und z= y gesetzt 

a, = 0. 
Ebenso erhilt man alle aufeinander folgenden @ gleich 0. Um den 
Punkt y ist also nur eine Entwicklung méglich. Andererseits ist 
friiher bewiesen worden, dass der Bereich einer Entwicklung nach den 
E* einen Punkt y enthalten muss. Es ist damit der oben ausge- 
sprochene Satz bewiesen. 

Fiir die Entwicklungsfunctionen E>, E[, ... wird sich das Re- 
sultat weniger einfach gestalten. Dass der soeben eingeschlagene Gang 
hier nicht méglich ist, sieht man schon daraus, dass die H- grade 
fir den Punkt ¢ = y unstetig werden. In der That wird es ver- 
schiedene Entwicklungen einer Function nach diesen geben*). 

Um die Anzahl der willkiirlichen Constanten und die Art ihres 
Vorkommens in den Entwicklungen nach den EH festzustellen, be- 
diirfen wir vor Allem eines Hiilfssatzes, der zuerst entwickelt werden 
soll. Nach dem vorigen ist die Entwicklung: 


p (2) = Ct Et (2) + CHET(2) + C} Et (2) +---- 


nur in einer Weise méglich und ist in dieser: 
os 1 : ome 
Of a -* J 9 (2) Ew (2) de. 
a 


Daher ist die Entwicklung von E7(z) nur in der Weise miglich: 
+ ie OD Al - 
Wn (2) = 1. En (2). 


Fiir die Coefficienten dieser Entwicklung gilt aber wieder: 
. eee. “at(e) Bt +) de 
ct = =. f® (e) Et (2) de. 
i 


Da aber die C+ simmtlich gleich Null mit Ausnahme des C,, das eins 
ist, erhailt man hieraus den Satz: dass das Integral: 


J Et (e) Et (2) de. 
2 


gleich 0 oder 2x1 ist, je nachdem w und v verschieden oder gleich sind. 


*) Entwicklungen der angegebenen Art sind von Frobenius gegeben worden. 
Crelle, 73, 











— 
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Wenn nun die Entwicklung einer Function nach den E- ge- 
geben ist, 


(2) gp(2) = CT EV) + CrE7@+Cr£ET@+:::: 


so erhiilt man durch Multiplication mit Ey (2) dz und Integration auf 
dem geschlossenen Umkreise: 


mod K (2) = 
(3) Ci = fo (2) Et (2) dz. 


(a) 

Es muss also, wenn auch mehrere Eutwicklungen méglich sind, 
der. v'° Entwicklungscoefficient durch diese Gleichung ausgedriickt 
werden. In dieser kann 4 jeden Werth zwischen 0 und 2’ annehmen, 
wenn die Entwicklung von (z) bis 


mod K(z) = 2’ 


convergirt, da die Entwicklung von Et (2) nach den E+ fiir die 
ganze Ebene convergirt. Nur diirfen die K-Curven nicht grade durch 
Unstetigkeitspunkte der Functionen E+ durchgelegt sein. — Seien 
diese Unstetigkeitspunkte der E+, die in dem Bereiche A’ liegen 


wy ? To ? Wy yseee 


und denken wir uns diese ihrer Lage nach geordnet auf sich von z= y 
aus continuirlich erweiternden K-Curven 

4 mod K(z) =p, , 

4) mod K(z) = p,, 

von denen auch mehrere aufeinanderfolgende zusammenfallen kénnen. — 
Da nun die Werthe der Entwicklungscoefficienten sich nicht indern, 
wenn die einschliessende K-Curve bis zu einer des Systems (4) aus- 
gedehnt wird, so wird es fiir eine zu entwickelnde Function nur so 
viele sich nicht vollstiindig deckende Convergenzbereiche verschiedener Ent- 
wieklungen geben, als es Curven des Systems (4) giebt. Und zwar ent- 
spricht jeder Curve (4) ein Convergenzbereich, der ein oder mehreren 
Entwicklungen eigenthiimlich ist. 

Nach diesem wird es, um alle Nullentwicklungen nach den E- 
zu erhalten, uur nothwendig sein, alle zu bestimmen, die in eimem 
bestimmten Bereich convergiren. Hat man diese in Bezug auf jede der 
Curven (4) erhalten, so kann jede andere Nullentwicklung nur durch 
Summation der vorigen entstanden sein und wird in dem gemein- 
schaftlichen Stiick beider Convergenzbereiche convergiren. — In dem 
zur Bestimmung der Coefficienten erhaltenen Integrale (3) kénnen, da 
dasselbe um Unstetigkeitepankte der unter dem Integralzeichen stehen- 
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den Function zu nehmen ist, unendlich kleine Werthiinderungen des 
(2) endliche Werthunterschiede geben, und in der That wird dies 
die Ursache sein, wesshalb auch fiir einen vorherbestimmten Conver- 
genzbereich verschiedene Nullentwicklungen méglich sind. 

Wir wollen den unendlich kleinen Werth des z— a, dem sich 
dieses fiir 

lim z= «@ 

nihert, mit 0 bezeichnen, und als die Fundamentale Null 1' Ordnung 
betrachten. Dann erhalt man als allgemeinen Ausdruck der Null: 


= 2 3 coves 

(5) A = 4,0 + u,0? + u,d* + - } 

da nach den bisherigen Untersuchungen nur eindeutige Functionen 
von g nach den E- entwickelt werden kénnen, und diese nur von 
einer ganzen Orduung null werden kénnen. w,, w., u. s. f. sind hin- 
gegen vollig beliebige Zahlen. 

Kin Nullausdruck der oben angegebenen Form ist fiir die ganze 
Ebeue eine endliche, eindeutige und stetige Function. Fiir eine solche 
ist eine Entwicklung nur nach den H~- moéglich in dem peripherischen 
Theile des Bereiches A, der nach innen bis hart an die Curve 

mod K(z) = p; 
ausgedehnt sei, also die Unstetigkeitspunkte 
Wy, My, **** Wi—1, HG 
der Functionen E+ nicht enthalte, die in dem centralen, ausge- 
schlossenen Stiick des Bereiches A’ liegen. 
Bezeichnen wir nun den Werth des Integrals: 
1 fo. Et@a 
oni | P- (2) dz, 
a 
genommen in einem kleinen Kreise um den Punkt , mit TT; (p). Dann 
werden wir zur Bestimmung der Coefficienten der Entwicklung die 
Gréssen 
(s) 3799 8) (s) 
T-'(6), 1T-(6*), TT (6%), ---, Ti (6&), ----- 

zu berechnen haben, d. i. wenn z, ein Punkt ist, in dem die Function 


Ey} (2) von der 4,,,!" Ordnung unendlich wird, das Integral 


0° (z — ars Et 
sas fae. Rt, 
ant (2 + 7s) r,s 
(5) 


Da dasselbe in einem unendlich kleinen Kreise um den Punkt 2, ge- 


nommen werden soll, wird 
e—2,=0 


gesetzt werden kénnen. Das Integral geht also tiber in 
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1 [{ @—*) EO 
tai f re 
(*) 
wo noch (2 — a,)* EY (z) in der Nahe von z, einen endlichen Werth 
behiilt. Man weiss von einem solchen Integral (Cauchy’s Residuum), 


dass es endliche Werthe besitzt, wenn die Function unter dem In- 
tegralzeichen wirklich unendlich wird, also 





As > O35 

aber null ist, wenn 

woe. A,,s< 0. 

Es sind also 
> . ’ v : 4. 

(6) T1(9), TH"), «+ + + TH (0% -#) 
endliche Grissen, alle darauffolgenden verschwinden. Nach diesen 
Eroérterungen erhilt man als Coefficienten von FE, (z) in der allge- 
meinsten Nullentwicklung, die in dem peripherischen Theil des A’ bis 
zur Curve 


mod K (2) = p; 


convergirt: 
i ¥ — 1 : wd —_— 
&, = ii J . Ey (2) dz = ye fd + ud? + .-.--) Ey (2) dz, 
(Pi +1) . 


und da das Iuteyral um die K-Curve gleich den Integralen um die 
einzelnen Unstetigkeitspunkte ist, weiter 


(7) & == {u, T1 (8) + peg TT (82) ves ema, , TTS (8 -1)}. 


Ist ein x kein Unstetigkeitspunkt des Z;°, so werden gleichfalls die 
darauf bezogenen TT verschwinden. 


Sei nun von den Zahlen 
do, 1 ? Ao,25 er Xo, i 
Ait » Ana, cerrees, Ani 


> 


irgend eine 
Au, » = ™ 


die grésste; d. h. irgend eine Function E+ soll in Bezug auf irgend 
einen der Punkte 2 héchstens von der m'e* Ordnung unendlich werden, 
wo also m in gewissen Fiillen ins Unendliche wachsen kann. Dann 
hiingen die Coefficienten einer Nullentwicklung, die in dem angegebenen 
Bereiche convergirt, in der aus (7) ersichtlichen Weise von den m 
beliebigen Gréssen 


My Ua, +++ Um 
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ab, und es ist friiher auch gezeigt worden, dass dieses die allgemeinste 
Form der Entwicklung in diesem Bereiche ist. 

Es ist somit das Problem, alle Entwicklungen der Null nach den 
E- anzugeben, vollstiindig gelést. Es sind zuerst alle Convergenz- 
bereiche angegeben, fiir die eine solche méglich, und zweitens fiir 
einen beliebigen Bereich die allgemeinste Entwicklung gefunden. — 
Die Anzahl der Entwicklungen kann auf zwei Arten ins Unendliche 
wachsen, und zwar wenn dies mit der Anzahl der Unstetigkeitspunkte 
oder mit der Ordnungszahl eines solchen der Fall ist. Im ersten Falle 
giebt es unendlich viele verschiedene Convergenzbereiche; im zweiten 
unendlich viele Entwicklungen in einem Bereiche. Beides kann auch 
zugleich eintreten. — Dem Gesagten zufolge liisst sich nun eine Ein- 
theilung aller Entwicklungen der Null (und damit jeder andern Func- 
tion) in Classen und Genera angeben. 

In ein Genus sollen alle jene Entwicklungen zihlen, die in dem- 
selben Bereiche convergiren; die demselben Genus angehérenden Ent- 
wicklungen theilen wir in Classen, in der Weise, dass alle Entwick- 
lungen derselben Classe Nullwerthe von gleicher Ordnung darstellen. 

Die Anzahl der Classen in einem Genus ist dann m— 1; d. i. das 
Maximum der Ordnungszahlen jener Unstetigkeitspunkte, die in dem 
von der Curve 

mod K(z) = p; 
der inneren Begrenzung des Convergenzbereiches, eingeschlossenen 
Raume liegen. 

Zur Begriindung des zuletzt ausgesprochenen Satzes ist nur zu 
- bemerken, dass der Nullausdruck, von dessen Entwicklung wir aus- 
gingen, nur bis zu dem Glied w,,_; 6“—! fortgesetzt zu werden braucht, 
also die Form 


A = u,d -b UL, 0? a eeee — Um—1 gui 


besitzt. Die weiteren Glieder haben keinen Einfluss auf die Entwick- 
lung, da die beziiglichen Theilintegrale null sind, oder mit anderen 
Worten, in den Reihen fiir w,,0”, u. s. f. siimmtliche Coefficienten 
unendlich klein von erster, zweiter, .... Ordnung werden, d. i. mit 
der unmittelbar gegebenen 


0.EF@ +0. Ep) pee 


zusammenfallen. Wenn also uz das erste uw ist, welches nicht gleich 
null, so ist A eine Grésse, die unendlich klein wird von der a‘ Ord- 
nung. — Die in dem betrachteten Bereich convergirenden Null -Ent- 
wicklungen stellen also in der That siimmtlich unendlich kleine Gréssen 
der 1’ bis m — 1" Ordnung dar; und eine hierauf begriindete Ein- 
theilung erschépft siimmtliche Entwicklungen. 
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Wir nennen ein vollstiindiges System von Reprdsentanten der Null- 
entwicklungen ein solches, aus welchem jeder andere durch blosse 
Addition zusammengesetzt werden kann. in solches vollsténdiges Sy- 
stem erhiilt man jedesmal, wenn man aus jeder Classe der Nullent- 
wicklungen einen beliebigen Reprdsentanten wihlt. Seien diese 


> = 
Of? = 0+ 1,207 + +--+ + 6 m—16" ? 

. “ 4 ay 
OY = e220? + + +++ + 6, m—10" ? 


(i) i m—1 
On—-1 = Gintiuns® ? 


(die ¢,,, wo > s miissen null sein, da 0’. eine unendlich kleine Grisse 
ret Ordnung bedeutet), so lassen sich immer Zahlen 6,, 6)... 6n—1 
bestimmen, dass identisch 
6,0) + 6,05 +++ 6m —10in—1 = Wy 9 $F yd? + ++ + Wy —18"—! 

wird. Addirt man Entwicklungen, die in verschiedenen Bereichen con- 
vergiren, so wird, da die Bereiche sich einschliessen, die Summe in 
dem kleineren der Bereiche convergiren, also auch dann die Form der 
allgemeinen Entwicklung besitzen, die in diesem Bereiche convergirt. 

In einfachster Weise werden wir als Repriisentanten der einzelnen 
Classen die Entwicklung von 0, 6?, .... wiihlen, und, wenn diese 
bis zur Curve 


mod K(z) = p; 


[8], » [8 ln, ++--- 


convergiren, mit 


bezeichnen. 

Um nun alle Entwicklungen einer gegebenen Function nach den 
E- anzugeben, werden wir aus den gegebenen Integralformeln die 
Coefficienten in gewohnlicher Weise berechnen. Die Entwicklung con- 
vergirt dann im peripherischen Theil des Bereiches A’ bis zum ersten 
Unstetigkeitspunkte der Function. Addirt man nun die verschiedenen 
Nullentwicklungen, so erhilt man neue Entwicklungen, die in dem 
gemeinsamen Stiick der Convergenzbereiche der addirten’ Reihe con- 
vergiren. 

Dieselben Verhiiltnisse haben statt, wenn die Entwicklung einer 
Function in einem ringformigen Stiick des Bereichs gegeben ist. 

Zwei Entwicklungen gehéren in dasselbe Genus oder in dieselbe 
Classe, wenn dieses mit den zur urspriinglichen Entwicklung addirten 
Nullentwicklungen der Fall ist. 
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§ 6. 
Anwendung auf einzelne Gattungen von Entwicklungsfunctionen. Beispiele. 


I. Wir wollen vor Allem die im § 4. entwickelte Methode zur 
Darstellung neuer Entwicklungsfunctionen aus den urspriinglichen G 
und F& zur Bildung eines Systems benutzen, welches diesem in vieler 
Beziehung analog ist und mit diesem die einfachsten Formen der Ent- 
wicklungsfunctionen darstellt. Zu diesem Behufe soll 

z—e 
— &=9)@—o-1 
in Bezug auf 2’ nach G-Functionen entwickelt werden. (In dem eben 
hingeschriebenen Ausdruck ist ¢ die mfache Wurzel der Gleichung 
G, (2) = 0.) In dieser Reihe 
ro(0) Go(#) + 110 G, (2) + 2()) Ge) +---- 
ist, wie man aus den Relationen (5) des § 1. unmittelbar erhiilt, 
%, 7, ++. bestimmt durch die Gleichungen 
0 ax G, (c).%, 
1 = Go (¢)m + Gi (er, 
(1) 216-—¢) =G@On+GOn+G On, 
3! (6 — ¢)? = Go'(e)r9 + Gi’ (er, + G2’ (ry + Gs’ (Ors, 





Man erhiilt also r,(€) = 0, und die darauffolgenden r, (), r,(), .... 
als ganze Functionen vom 0", 1'e", im Allg. r,(&) als ganze Function 
n — 1' Grades von € bestimmt. Setzt man nun 


¢—e= ss, 
so wird 
(2) = z= 110) 91 @) + 28) 92(2) + 73 (8) 9s(2) +--+: 
und damit ein System von Entwicklungsfunctionen, 
a oS ere 
1) | Hillis evess- 


in denen gn(#) fiir 2 = 00 von der nv Ordnung null wird, 1, (2) eine 
ganze Function n — 1! Grades von § — ¢ ist. Waren die Convergenz- 
curven des urspriinglichen Systems: 

mod x (2) =A, 
so erhilt man jetzt fiir diese: 


mod «(+.+¢)=0. 


Der grésste mégliche Bereich, in dem eine Function durch die g 
und + dargestellt wird, umschliesst demnach den Punkt oo. Ebenso 
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wie derselbe fiir die G und R auch die ganze Ebene mit Ausnahme 
des Unendlichkeitspunktes umfassen konnte, kann dies auch jetzt der 
Fall sein. Ausnahmestellen sind dann einzelne Punkte oder Linien. 
Dieselben ergeben sich aus der Abbildung der unendlich entfernten 


: : 1 
x-Curve durch die Function =e 


In diese Classe gehéren z. B. die Entwicklungen nach Kugel- 
functionen. Die im endlichen befindliche Ausnahmelinie ist das Stiick 
einer Geraden zwischen + 1 und — 1. Wir werden die Theorie dieser 
Functionen in der von Hermite gegebenen Erweiterung auf beliebig 
viele Variabeln wieder aufnehmen. Ganz ihnlich werden sich die 
gleichfalls von Hermite aufgestellten U-Functionen behandeln lassen. 

Ueberhaupt ist durch das vorhergehende die Miglichkeit einer Ent- 
wicklung nach ganzen Functionen von steigendem Grade gegeben. 

In derselben Weise, wie die G oder g-Functionen die R oder r 
bestimmen, ist dies auch umgekehrt der Fall. Sollen die Relationen 
(1) des Art. 4. oder des gegenwiirtigen fiir in der erhaltenen Form 
gegebene Ft oder r bestehen, so miissen die Coefficienten der einzelnen 
Potenzen von z — ¢ verschwinden. Dies giebt lineare Gleichungen 
zur Bestimmung von 


G,(c), Go(c), ..., Gi), Gi, -.. Gs(o),.... 
Die hierin nicht enthaltenen 
G,(c); G(€), Gs(e); G3(¢), Gs(e), .--- 


verschwinden in Folge der bekannten Kigenschaften der G-Functionen. 
Im zweiten, soeben behandelten Fall, gehen die Relationen iiber in: 


1 = Gi(c), *; 
21(6—c) = Gi ()r, + G (or, 
31 (— 0)? = Gi'(e)r, + GY (rs + Gyr, 


(3) 


und man erhilt also die Bestimmung von 
Gi), GPE), ...5@@,... 3 


Aus den so erhaltenen Gréssen kennt man aber die Potenzent- 
wicklung der gesuchten G und ¢; und damit diese Functionen selbst. 


Il. Seien die Entwicklungsfunctionen r,, v2, .... die Summe der 
n ersten Terme einer Potenzrethe 


a + a, (§ —¢) + a,(§ —c)?+----- 


Dieselbe muss natiirlich convergent sein, da sonst auch die r in’s 
Unendliche wachsen wiirden. Die Relationen (3) geben: 














=. 
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G = 
1 a 
9! at 
GY => oe ~ = te 
11 a, ’ 2 a, 
3! ’ 3! 
yer we yeu « 
Gi = 0 > Gs = ? Gs = -— 
lly fl 
Ui wet wee 4 ! weg . 4 ! 
Gi = 0 ? , = 0 ? 5 = = P = -++ a 
3 4 


und hieraus wird: 


G,(“)=(@¢ —9 ({—% @—0) 
G,(¢) = (¢ — 0)? ( — = @ — a) 


rl (lg 


, , 3! 4!,, 
G()=@¢-—¥ G-2e@- c)) 


Endlich erhilt man 


1 i 2! 1 ) 

RP <=; SS 53 

a ee 

92(2) = GH ay ay Z—C 

(4) bes oe Sin eo 

te 1 n! (n+ 1)! 1 

9n (2) = oie (. ~~ a Pom 

(Z Cc) n-—1l n 


. . . . . . . . . . . 


Es entsprechen sich demnach die beiden Systeme von Entwick- 
lungsfunctionen : 
NZ)» Gl@) 5 Gyl@)p----ee 
ri(#) , 92), 1y(2)y ee eeee. 
Um vor allem die Form der die Convergenzbereiche begrenzenden 
Curven zu finden, bilden wir den Quotienten zweier aufeinander 
folgender g Functionen, Derselbe niihert sich, wenn die zu Grunde 
gelegte Reihe convergirt, der Grenze 
1 
—z—Cc 
Die Convergenzcurven sind also Kreise um ¢ =e und zwar convergirt 
die Entwicklung nach den g ausserhalb, die nach den r innerhalb 
eines solchen Kreises bis zam Punkte z = ¢. 
Setzt man z — c = 2”, so erhilt man 


9 (2?) = Ar; + A,r, + A,r, + St vy 
wp (a*) = Ayer, + A,r, + Ayer, + >>> 


und 


wo 




































Darstellung von Functionen durch Reihen. 
=a, 
r, =a, + 4,2", 


1s = A, + 4,2? + aya, 


also die Entwicklung einer graden (oder ungraden) Function nach den 
Niherungswerthen einer Potenzreihe, welche eine grade (oder ungrade) 
Function darstellt. 


Herr Weierstrass benutzt z. B. in seiner Vorlesung iiber An- 
wendung der elliptischen Functionen die Niiherungswerthe der Reihe 


ms 2 aps 2-4 By 
a+ 32 +7; +- Dawe % 


zur Reihendarstellung des elliptischen Integrals erster Gattung. 


Ill. Facultitenreihen. Auch diese Entwicklungen gehéren dem 
unter I. entwickelten Falle an. Man setze hiezu 


1 
n@) =F 


? 


1 
92 (2) = e(@4+1)’ 


been 1 
epee ES pee es 


und hieraus fiir die G: 
G.()= 


1-(1+2)(14+22)--+-(1-+n—12) , 


und da G,(¢) = 1, also 7, = 0 ist, und ferner 


Gj) =21 , Gy Om—3! , Gat 4l.... 


Gs'(0) = 3! , Gy"(0)=—3.4!,... 


wird, erhilt man 
1, 


LA 


ry = e(e +1), 
r= ele + 1) (+2), 


~ 
= 


| 


te 
te 
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als das reciproke Entwicklungssystem. Der Quotient zweier aufein- 
anderfolgender g hat zur Grenze die Grosse: 


a ey 

z+n 
d, h. Kreise, deren Mittelpunkt der unendlich entfernte Punkt auf der 
reellen 2-Axe ist. Wenn also der Convergenzbereich iiberhaupt ins 
Endliche gelangt, sind die Convergenzcurven der y-Axe parallele Grade, 
seine grésste Ausdehnung, da z = 0 schon ein Unstetigkeitspunkt der 
g ist, die zur rechten der y-Axe liegende Halbebene, wo dann der 
dieser zuniichstgelegene Theil als der peripherische zu gelten hat. — 
Ebenso, oder durch Abbildung aus den vorigen ergeben sich auch die 
Convergenzeurven der G-Reihen. Es sind dies Kreise, welche die 
y-Axe beriihren, und deren Mittelpunkt auf der positiven Seite der 
z-Axe fortriickt. 

Eine Function ist demnach in eine Facultiitenreihe entwickelbar, 
wenn sie endlick stetig und eindeutig ist fiir alle Punkte zur rechten 
einer Graden, die parallel (und zur rechten) der y-Axe verliiuft. Die 
Coefficienten lassen sich nach § 1. berechnen. 

IV. Bessel’sche Functionen. 


Dieselben sind definirt durch die in der ganzen Ebene convergenten 
unendlichen Reihen: 


2” 2? s 
res (1 — 3@nF3) + 2-4 Qn FQ e@nd4 ) 
Dieselben besitzen demnach in Bezug auf z = 0 die Kigenschaften der 
guerst eingefiihrten G-Functionen. Man erhilt also fiir die Ent- 
wicklung 
D(2 + 2%) = Fy (Zo) F°(2) + FP (%) F' (2) + FY, (%) J2(2) 


die Bestimmung der Coefficienten durch folgende Relationen 


Fy (%) = (%) 
Fia)= 5 Fie) 
F§(@)) = — 5 Fu@) + 4 Fi) 
FS) = — § Fi(@) + 4 F(a) 
v@)= FHe)— 7 he) + 5K) 


Man erhilt ebensoleicht das System reciproker Functionen, die Neu- 
mann als Bessel’sche Functionen 2’ Art eingefiihrt: 















Darstellung von Functionen durch Reihen. 


Oe)= > 

2 
Oe)—= 5 
9 2 8 
oa) — 245 
OW=at+F 


Um die Convergenz der nach den J und O fortschreitenden Reihen 

zu priifen, bilde man 

tim { Fe} : 

J"(2) Juxx 
Derselbe ist sehr einfach: 
& 
(= 31)" 

Die nach den J fortschreitenden Reihen convergiren also in Kreisen 
um den Nullpunkt. (2) ist eine Constante; kein J wird ausser fiir 
2 = oo unstetig, die Reihen convergiren also, so lange die darzu- 
stellende Function endlich stetig und eindeutig ist. 

Kine Entwicklung nach den O convergirt ausserhalb eines be- 
stimmten Kreises, der simmtliche Unstetigkeitspunkte der Function 
einschliesst. Endlich erhiilt man eine Entwicklung nach beiden Func- 
tionensystemen, wenn die Function in einem Kreisring endlich, ‘stetig 
und eindeutig ist. 

Durch das Vorstehende ist die Entwicklung beliebiger Functionen 
nach den Bessel’schen J" auf die mechanische Ausrechnung der 
Coefficienten zuriickgefiihrt, die bisher nur in der Form geschlossener 
Integrale bekannt waren. In Bezug auf specielle Beispiele kann auf 
die Monographien von Neumann und Lommel verwiesen werden. 

Aus den gegebenen Formeln erhellt unmittelbar, dass in der Ent- 
wicklung grader oder ungrader Functionen nur die Bessel’schen 
Functionen mit gradem (resp. ungradem) Index vorkommen. Man 
tiberzeugt sich leicht, dass dies eine allgemeine Eigenschaft der G- 
Functionen ist, die den Wurzelpunkt ¢ = 0 besitzen, und abwechselnd 
grade und ungrade Functionen von 2 sind. Hieraus erhilt man auch 
den Beweis eines von Lommel als wahrscheinlich bezeichneten Satzes, 
dass jede grade Function nach Quadraten der Bessel’schen Function 
entwickelbar ist. Analoges erhiilt man fiir Entwicklungen nach Pro- 
dukten von Bessel’schen Functionen. Beispiele solcher Entwick- 
lungen sind von Schlémilch gegeben. 

Nach den entwickelten Methoden lassen sich auch die von Fro- 
benius untersuchten Reihen behandeln, die nach den Niaherungs- 


werthen eines unendlichen Productes, oder den Ziihlern oder Nennern 
22* 






Junius Kénre. 


540 

















der Niiherungsbriiche eines unendlichen Kettenbruchs besonderer Form. 
fortschreitet. Die Reihe dieser Functionen besteht aus ganzén Func- 
tionen 1'", 2° Grades u. s. f., gehdren also auch unter I. 
V. Die Entwicklung endlich vieldeutiger Functionen um _ ihren 
Verzweigungspunkt a lisst sich aus den friiheren durch die Substitution 
1 
2—+—c=(x—a)" 
ableiten, grade so, wie dies bei Potenzreihen geschieht. Die den G 


entsprechenden Entwicklungsfunctionen miissen demnach um « = a in 
1 


eine Reihe entwickelbar sein, die nach Potenzen von (x — a)” fort- 
schreitet, und zwar beginnt die Entwicklung von G_(x) mit der Potenz 


e 
(2 —a)". Man kann z. B., wenn man die Discriminante der alge- 
braischen Gleichung F(x, y) = 0 mit D(x) bezeichnet, die Wurzeln 
dieser Gleichung in der Umgebung der Verzweigungspunkte nach 
gebrochenen Potenzen von D(x) entwickeln. Aehnliche Verhiiltnisse 
werden fiir Gleichungen zwischen mehreren Variabeln  stattfinden, 
worauf wir noch zuriickkommen werden. 


Raab, September 1871. 














Ueber das Pentaeder der Flichen dritter Ordnung. 


Von Pau. GorDAN in GIESSEN. 


Dass der allgemeinen Fliche dritter Ordnung ein bestimmtes Pen- 
taeder zugeordnet sei, dessen Ecken Knotenpunkte der Hesse'schen 
Fliiche sind, und dass diese Kigenschaft dazu fiihrt, die Gleichung der 
Fliche durch die Summe von fiinf Cuben darzustellen, hat zuerst 
Sylvester ausgesprochen (Cambr. and Dublin Math. J. Bd. 6., 1851). 
Sylvester giebt die wesentlichsten analytischen und geometrischen 
Verhiiltnisse an, aber ohne Beweis und Ableitung. 

Fiinf Jahre spiiter entwickelte Steiner (Crelles J. Bd. 53., 1856) 
in einem der Theorie der Flichen dritter Ordnung gewidmeten Auf- 
satze die Eigenschaften des Pentaeders genauer und ausfiihrlicher, 
aber ebenfalis ohne Beweise. 

Im Jahre 1860 wurde die Frage von Salmon (Phil. Tr.) und 
Clebsch (Crelle’s J. Bd. 58.) aufgenommen, indem dieselben an die 
erwithnte kanonische Form ankniipften. Insbesondere gab Salmon 
a. a. O. eine Reihe algebraischer Bildungen, leider die héhern, wie 
das Product der Pentaederseiten selbst, ohne Angabe des Bildungs- 
weges. Diese Untersuchungen wurden in Salmon’s Raumgeometrie 
reproducirt. 

Dagegen gab Clebsch im folgenden Jahre (Crelle’s Journal Bd. 59., 
1861) zuerst eine directe Untersuchung des Pentaeders, und damit eine 
directe Lésung der Aufgabe, eine quaterniire cubische Form als Aggregat 
von fiinf Cuben darzustellen. 

Es wurden endlich in rein geometrischer Weise die Siitze von 
Sylvester, Steiner und Clebsch begriindet in den beiden grossen 
Arbeiten von Cremona und Sturm, welche den Steiner’schen Preis 
von 1866 erhielten, und von denen die erste in Crelle’s Journal 
Bd. 68., die andere als besonderes Werk (Synthetische Untersuchungen 
iiber Fliichen dritter Ordnung, Leipzig, Teubner, 1867) erschienen ist. 

Der gegenwiirtige Aufsatz schliesst sich im Wesentlichen an die 
Arbeit von Clebsch vom Jahre 1861 an. Obwohl dort der Weg zur 
Transformation der quaterniren cubischen Form in ein Aggregat von 
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fiinf Ouben angegeben ist, so fehlt doch noch grossentheils die Aus- 
fiihrung der angedeuteten Operationen; es fehlt insbesondere, was auch 
bei Salmon nicht gegeben ist, die Bildungsweise des Productes der 
fiinf Pentaederebenen, durch welches die zu lésende Gleichung fiinften 
Grades gegeben wird. 


Die Ausfiillung dieser Liicke ist der Zweck dieses Aufsatzes. Dabei 
bin ich um so lieber auf ausfiihrliche Entwicklungen eingegangen, 
als ich beabsichtigte, an dem Beispiele des Pentaeders im Zusammen- 
hange die Methoden darzulegen, welche die Algebra allmiilig zur Be- 
handlung derartiger Probleme entwickelt hat. Die Hiilfsmittel, welche 
ich anwende, sind grésstentheils der Methode der symbolischen Rech- 
nung entnommen, wegen deren Begriindung ich auf die ,,Theorie der 
biniren Formen“ von Clebsch, Leipzig, Teubner, 1871, verweise. 
Dabei hielt ich es, um das Verstiindniss zu erleichtern, fiir zweck- 
miissig, auch bekannte Siitze tiber das Pentaeder zu reproduciren, die 
ich in der hier vorgetragenen Form grésstentheils der angefiihrten 
Abhandlung von Clebsch entnahm. 


Der Gang der Untersuchung ist folgender. In § 1.—3. stelle ich 
einige Siitze aus der Theorie der Flichen zweiter Ordnung auf, und 
wende dieselben in § 4.—6. auf die quadratischen Polaren der Flichen 
dritter Ordnung an. Hierauf bestimme ich in § 7.—9. die Zahl der 
Knotenpunkte der Hesse’schen Fliiche und ihre Lage als Ecken eines 
Pentaeders. Daran kniipfe ich in § 11.—13. die Transformation einer 
quaterniiren cubischen Form in die Summe von 3 Cuben, wobei die 
Pentaederebenen als bekannt vorausgesetzt werden, und zeige in § 14., 
15., wie sich in dieser kanonischen Form der Flichen dritter Ordnung 
die Bildungsgesetze der Covarianten und Invarianten gestalten, und 
wie die Eigenschaften der Knotenpunkte sich wiederum aus ihr ent- 
wickeln. Mit den auf solche Weise erhaltenen Formeln lése ich dann 
in § 16. eine Reihe von Aufgaben, in welchen einzelne Theile des 
Pentaeders gegeben, andere gesucht sind. In § 17. endlich zeige ich, 
wie das Product der Pentaederseiten aus der gegebenen Flichenglei- 
chung gefunden wird, und benutze dasselbe in § 18., um die Ebenen 
des Pentaeders zu finden und die gegebene Form dritter Ordnung in 
der kanonischen Form darzustellen. 


Wihrend dieser Untersuchungen setze ich stets allgemeine Flachen 
dritter Orduung voraus, und lasse einerseits diejenigen besondern 
Flichen unberiicksichtigt, welche sich in der karonischen Form nicht 
darstellen lassen, andererseits alle Fille, in welchen die Fliiche dritter 
Ordnung einen oder mehrere Knotenpunkte besitzt. 























Das Pentaeder der Flichen dritter Ordnung. 


$1. 
Symbolische Darstellung der Flachen »'" Ordnung und ihrer Polaren. 


Bezeichnen wir durch 
fie) =0 

die Gleichung einer Fliche n'* Ordnung in den Tetraedercoordinaten 
Xy, Ly, Ly, Z. In der Methode der symbolischen Rechnung ersetzt 
man f symbolisch durch die Potenz eines linearen Ausdrucks, und 
schreibt daher beziehungsweise 
f = (a,x, + a,x, + a,x, + a,x,)" = (b, 2%, + b,x, +b, 2, + b,44)".... 
oder kiirzer 

. n n 

f=ma,=b,.... 

Die Aufgabe, die Durchschnittspunkte der Fliche mit der Ver- 
hindungslinie zweier Punkte zu finden, nimmt bei dieser Bezeichnungs- 
weise folgende Form an. Die gegebenen Punkte seien x und y (d. h. 
sie haben die Coordinaten.z,, 2, v3, x, und y,, Yrs Ys> Ys); dann 
ist ein beweglicher Punkt der Verbindungslinie dureh die Coordinaten 

tt ay, » Let AY, » LetAys » U+AY 
gegeben, und mag daher kurz durch x + Ay bezeichnet werden. Den 
n Schnittpunkten der Geraden mit der Fliiche mégen die n Parameter- 
werthe 
RE ie: 
entsprechen. Dieselben sind dann die Wurzeln der Gleichung x‘ 
Grades , 


Nimmt man / in der symbolischen Form, so nimmt die Gleichung die 


Gestalt 
(az + da,)" = 0 
oder 
r n n--1l n ‘ —2 2 n 
a” + (") daa, + (°) Raya, --++a*a =0 
an. 


Die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von A in dieser Glei- 


chung, also die Ausdriicke 


stellen, indem man die y als constant, die x als veriinderlich ansieht, 
gleich Null gesetzt die sogenannten Polarfliichen des Punktes y dar, 
und zwar wird die durch die Gleichung 

aa = (0 


dargestellte Fliche (x — hk)" Ordnung, die k'* Polare von y genannt. 
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Bei den Flichen 2‘ Ordnung erhiilt man auf diese Weise nur 
die eine Polare 
gt, = 0, 
welche eine Ebene ist. 
Bei Flichen 3'* Ordnung erhilt man zwei Polaren, die erste, 
quadratische: 
° a,'a,=Q, 
und die zweite, lineare: . 
a,a, =O, 


vou welchen die erste sonach eine Fliiche 2" Ordnung, die zweite eine 
Ebene darstellt. 
Flaichen zweiter Ordnung. 


Im Folgenden werde ich 6fters Gelegenheit haben, Formeln zu 
benutzen, welche sich auf Flichen 2'* Ordnung beziehen, und welche 
daher hier, wenn auch ohne Beweis, vorausgeschickt werden moégen. 

Die allgemeine Flaiche 2‘ Ordnung sei in Punktcoordinaten durch 


die Gleichung . 
i= 4 k=4 J 
f= 2S JZ fxxtxu=0 
P ‘= 1 &= 1 
oder symbolisch durch 
f=a,’ = b,? = c,? = d,? = 0 
dargestellt. . 


Die Bedingung dafiir, dass die Schnittlinie zweier Ebenen 
Uz = U2, + UX, + U2, + Ux, = 0 
Vz = 0, 2, + 0,2, + 0; 2; + v,4, = 0 
ilie Fliche beriihrt, d. h. die Gleichung der Fliiche in den Liniencoor- 
dinaten u;v,% — ¥; Ux, ist dann durch die Gleichung 
(tin fie fis fis % | 
! 
| for for fos fey Me % 
| fr foe fos for Us % , * 
- “ | == $(abuv)? = 0 
(fn fe fis fu % | 
*S @% & «, 0 0 | 
%  % % O O | 
gegeben, wo bei der symbolischen Darstellung die Gleichung (abuv) 
die Determinaute 
@, Gy Ay- a 


b, b, bs db, 


(abuv) =, 


%, Uy Us Uy 


UV, Up Vs Y% 


bedeutet. ‘ 
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Die Bedingung ferner dafiir, dass eine Ebene u, = 0 die Fliche 
beriihrt, d. h. die Gleichung der Fliche in Ebenencoordinaten, ist: 
fi fie fis fia % 
fe fre fos fay Me 
fu tse fos for | 
fi fie fis fa 


ct, & tt, @ O 


= — t(abeu? =0.. 


Die Determinante der Fliche endlich hat den Ausdruck 


hi his his his 
In fee fas has 
A= > = yy (abed) 
. . . 27 . 
fss hse hss fs, 
fi fre fis fas 
lhr Verschwinden sagt aus, dass die Fliiche einen Knotenpunkt hat, 
also ein Kegel ist. Die Coordinaten der Spitze x dieses Kegels ge- 
niigen dann den vier Gleichungen 
a,@,=0, a,a,=0, a,a,;=0, a,a,=—0. 
Man kann dieselben durch die eine Formel 
Ay Ay = 0 
ausdriicken, wenn man voraussetzt, dass die y beliebige Werthe an- 
nehmen kénnen, ohne dass die Gleichung zu bestehen aufhért. Die 
Gleichung der Flache in Liniencoordinaten 
(abuv)? =0 
fiihrt dann fort, die Tangenten des Kegels darzustellen; dagegen stellt 
die Gleichung 


(abcu)? = 0 


nur noch das Quadrat der Gleichung u, der Spitze dar. Daraus folgt, 


dass der Ausdruck 
(abeu)? 


2 
Uy, 


einen von den Veriinderlichen w unabhiingigen Werth hat; dass also, 
wenn die w wie die v ganz beliebige Gréssen darstellen, immer 


(abeu)? (abev)? 
—— —; 
Uy Ux 





oder 
vx? (abeu)*? = uz? (abev)? 
ist. 

Aus der Identitit der Gleichungen uw,” = 0 und (abeu)? = 0 folgt 
noch, dass die Produkte und Quadrate der Coordinaten x der Kegel- 
spitze den Unterdeterminanten von A proportional sind. 
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Eine weitere Particularisation der Fliiche entsteht, wenn auch 
diese Unterdeterminanten verschwinden. Alsdann hat die Fliiche un- 
endlich viele Knotenpunkte, und ist ein Ebenenpaar. Die Gleichung 
in Ebenencoordinaten verschwindet dann identisch. Die Gleichungen 


G@z4,=0, a24,=—0, aza;=0, aza, = 0 


reduciren sich auf nur zwei von einahder verschiedene, welche zu- 
sammen die Doppellinie des Ebenenpaars repriisentiren, und die Glei- 
chung 

(abuvy = 0 
stellt das Quadrat der Gleichung dieser Doppellinie in Liniencoor- 
dinaten dar, oder sie ist Quadrat der Bedingungsgleichung, welche 
angiebt, dass eine Gerade diese Doppellinie schneide. 


» 


§ 3. 
Conjugirte Elemente in Bezug auf diese Fliche zweiter Ordnung. 
Als conjugirte Punkte in Bezug auf eine Fliche 2 Ordnung 
bezeichne ich zwei Punkte, von denen jeder auf der Polaren des andern 
liegt. Zwei conjugirte Punkte x, y sind demnach durch die Gleichung 
verbunden : 
az, = 0. 


Ebenso bezeichne ich als conjugirte Ebenen zwei solche, deren 
jede durch den Pol der andern geht. Zwei soleche Ebenen w, v sind 
durch die Gleichung verbunden: 


fi fie fis fia 

for fer tes fay % 

fs fre fos far %s joa i (abeu) (aber) = 0. 
fu fie fas fy vy 


U wU UU, uw, O | 





Allen Punkten einer Geraden x, y sind die Punkte derjenigen 
Geraden conjugirt, in welcher die Polaren w, v von x, y sich schneiden, 
und umgekehrt sind den Punkten der Schnittlinie zweier Ebenen uw, v 
simmitliche “Punkte der Verbindungslinie z, y ihrer Pole conjugirt. 
Man kann daher die Linien x, y und w, v selbst conjugirt nennen. 

Die Geraden, welche die zu einer Geraden uw, v conjugirte Gerade 
treffen, bilden einen speciellen Complex. Jede Gerade U, V, welche 
diesem Complexe angehdrt, will ich der Geraden w, v entsprechend 
nennen, so dass zwei Gerade einander entsprechen, wenn jede die 
conjugirte der andern trifft. Die Bedingung dafiir, dass zwei Gerade 
uw, v und U, V einander entsprechen, ist dann: 











+ 









; Pentueder der Flichen 3 Ordnung. 


his V 
fa fer fos far Ur Vy 
fs hye has fyi U; V; 
hi hye his his U, V, 
es @ @ «6 O O 
1% %% % »v, O O | 






= }(abuv) (abUV) = 0. 


§ 4. 
Anwendung auf die quadratische Polare einer Fliche dritter Ordnung. 


Die in den beiden vorigen §$ angegebenen Resultate werde ich 
nun auf die erste (quadratische) Polare eines Punktes y beziiglich 
einer gegebenen Fliche 3" Ordnung anwenden. Die Gleichung der 
Fliiche 3' Ordnung sei symbolisch durch 

f=a;i=b,°... 

dargestellt. Die Gleichung der quadratischen Polare eines Punktes y 
in Bezug auf diese Fliiche ist dann in symbolischer Form 

az? dy = 0; 
bezeichnen wir die Coefficienten dieser Fliche 2'" Ordnung dem 
1 Vorigen entsprechend durch f,,, so ist symbolisch 

fix = Ay 4; Me 
und zugleich kann man fiir die f;, die wirklichen Ausdriicke bilden: 


- __ g PSY) | 
fia= 4 OY OY, 





Indem wir nun die oben ausgefiihrten Bildungen in Bezug auf 
diese Fliche vornehmen, bleibt die Gestalt der wirklichen Ausdriicke 
véllig unveriindert; dagegen ist in der symbolischen Darstellung jeder 
der symbolischen Reihen a, b... entsprechend ein Factor a,, b,... 
hinzuzufiigen. Wir kénnen uns daher begniigen, die symbolischen Aus- 
driicke der zu betrachtenden Formen anzugeben, indem wir wegen der 
wirklichen auf die in den vorigen §§ gegebenen Determinanten verweisen. 

Auf diese Weise erhalten wir aus dem Vorigen folgende Siitze: 

1. Die Geraden u, v, welche die quadratische Polare von y be- 
riihren, befriedigen die Gleichung 
(1) a, b,(abuv)? = 0 
(Gleichung der Polare in Liniencoordinaten). 

Betrachtet man hierin die Gerade als gegeben, den Punkt y als 
beweglich, so folgt aus der Gleichung (1) sofort weiter: 
| 2. Alle Punkte y, deren erste Polare eine gegebene Gerade beriihrt, 
bilden die Fliiche 2'* Ordnung (1). 


i, 
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3. Sind u, v und U, V entsprechende Gerade in Beaug auf’ die 
Polare von y, so hat man: 

(2) a, b,(abuv) (abU V) = 0. 
Daher auch umgekehrt: 

4. Alle Punkte y, in Bezug auf deren erste Polare zwei gegebene 
Gerade u, v und U, V sich entsprechen, bilden die Fliiche 2’ Ord- 
nung (2). 

Die Gleichung der Polare in Ebenencoordinaten ist: 
(3) ay by cy (abeu)? = 
Daher hat man durch Umkehrung den Satz: 

6. Alle Punkte, deren erste Polaren eine gegebene Ebene uw le- 
rithen, bilden die Fliiche 3'* Ordnung (3). 

Diese Fliche soll die zur Ebene u gehirige Fliche (bei Steiner 
Polarfliche von uw) genannt werden. Ihren symbolischen Ausdruck 
werde ich dadureh abkiirzen, dass ich 


ay by cy(abeu)? = gy, wy? 
setze. Der Uebergang von den Symbolen a, b, ¢ der urspriinglichen 
Form zu den Symbolen gy, ~ der jetzt eingefiihrten geschieht dann, 
indem man die Coefficienten des linearen Ausdrucks (abeu) durch die 
y ersetzt, und die Coefficienten von a,b,c, durch die Coefficienten von 
g,*. Aus Letzterem folgt, dass man symbolisch 
Cpipe—n = aibeen + abc, + adie, + andre: + anbicne + anbeei 
zu setzen hat. Aber da die Symbole a, b, ¢ gleichwerthig sind, und 
auch in dem Ausdrucke von g,?u,* symmetrisch vorkommen, so haben 
die aus ; 
a; bye, (abeu)* 
durch Vertauschung der Indices i, k, h zu bildenden Ausdriicke simmt- 
lich denselben Werth, und man kann also, da die 6 Glieder des obigen 
Ausdrucks von 69;9;,q, siimmtlich dasselbe Endresultat liefern, kiirzer 
durch 
PiPEPr = Uileen 

die Relation zwischen den Symbolen ausdriicken. 

Mit Benutzung der neuen Symbole ergiebt sich nun weiter: 

7. Zwischen den Coordinaten zweier Ebenen, welche in Bezug auf 
die Polare von y conjugirt sind, besteht die Gleichung: 
(4) ay by cy (abeu) (abev) = 9 uypvy, = 0. 
Und umgekehrt: 

8. Die Punkte, in Bezug auf deren erste Polare zwei gegebene 
Lbenen u, v conjugirt sind, bilden die Fliche 3'* Ordnung (4). 
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§ 5. 
Die conjugirten Punkte der Hesse’schen Flache. 


Soll die quadratische Polare von y einen Knotenpunkt haben, so 
wird sie ein Kegel. Der Ort der Punkte y, deren Polaren Kegel sind, 
ist also durch das Verschwinden der Determinante der Polare, oder 
nach § 2. durch die Gleichung: 

(1) a, b, c,d, (abed)? = 0 

gegeben. Ich werde die linke Seite dieser Gleichung durch 24A be- 
zeichnen, so dass A die Determinante der f;, selbst ist. Die Fliiche 
4’ Ordnung A = 0, oder symbolisch A,' = 0, ist also der Ort der 
Pole y, deren Polaren Kegel sind. Sie heisst die Hesse’sche Fliche*). 

Ist z die Spitze des zu einem Punkte’y der Hesse’schen Fliiche 
gehérigen Kegels, so findet man nach § 2. ¢ aus den vier linearen 
Gleichungen 
(2) aya,a,=0, aya.a,=—0, aya,a,=—0, a,a.a,=—0, 
welche in diesem Falle zusamimen bestehen kénnen, und welche man 
dadurch ersetzen kann, dass man die Gleichung 
(3) ly Aya; = 0 
fiir alle Werthe der « bestehen liisst. 

Eliminirt man aber aus den Gleichungen (2) die y, so erhiilt man 
die Gleichung A =O, nur diesmal mit den ¢ geschrieben, und man 
hat also den Satz: 

1, Auf der Hesse’schen Fliche liegen nicht nur diejenigen Punkte, 
deren Potaren Kegel sind, sondern auch die Spitzen dieser Kegel. 

Da die Spitze z des zu y gehérigen Kegels auf der Hesse’schen 
Fliiche liegt, so ist seine Polare abermals ein Kegel, und man findet 
dessen Spitze &, indem man die Gleichung 

Az A, dg = O 
fiir alle Werthe der x bestehen liisst. Vergleicht man aber dies mit 
(3), so zeigt sich, dass so lange die Spitze tiberhaupt véllig bestimmt 
ist (den entsprechenden Ausnahmefall untersuchen wir weiter unten), 
— mit y zusammenfallen muss. Wir haben also den Satz: 

2. Ist die Polare von y ein Kegel mit der Spitze in z, so ist auch 
die Polare von z ein Kegel mit der Spitze in y. 


*) Bei Flachen n'e* Ordnung heisst Hesse’sche Fliiche diejenige, welche durch 
das Verschwinden der Determinante der zweiten Differentialquotienten gegeben 
wird, und welche der Ort der Knotenpunkte von Polaren ist, dagegen heisst der 
Ort der zugehérigen Pole die Steiner’sche Fliiche. Bei den Fliichen 3'* Ord- 
nung fallen beide Fliichen zusammen. 
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Die Hesse’sche Fliche zerfallt daher in Punktepaare, welche ein- 
ander so entsprechen, dass jeder die Spitze eines Kegels ist, welcher 
die Polare des andern ist. Solche Punkte wollen wir conjugirte Punkte 
der Hesse’schen Fliche nennen. Da fiir solche Punktepaare die Glei- 
chung (3) unabhangig von den Werthen der 2 besteht, so hat man 
den Satz: 

3. Ein Paar conjugirter Punkte der Hesse’schen Fliche ist in 
Bezug auf die Polare jedes beliebigen Punktes x conjugirt. 

Man kann ferner sofort zeigen: 

4. Kein Punkt der Hesse’schen Fliche ist sich selbst conjugirt. 

Denn in solehem Falle wiirden die Gleichungen (2) in 

aarv=0, a,a’=—O0, aa’?=—0, aa? =—O0 
iibergehen. Das Zusammenbestehen dieser Gleichungen wiirde aussageu, 
dass die Fliche einen Knotenpunkt habe, ein Fall, welchen wir aus- 
schliessen. 

Ist, wie oben, 2 die Spitze der in einen Kegel ausartenden Polaren 
von y, so stellt nach § 2. die Gleichung der Polare in Ebenencoor- 
dinaten 

py ty? = 
das Quadrat u.* =O der Kegelspitze dar, und es ist, wenn w« und v 
beliebige Ebenen sind: 
Pty? . v.2 = pr vy? . u,. 
Verschwindet also u,, ohne dass v, verschwindet, so muss g,*#y? = 0 
sein. Dies lasst sich durch folgenden Satz interpretiren: 

5. Geht cine Ebene u durch einen Punkt 2 der Hesse’schen Fliche, 
so geht die ihr zugehorige Fliche 3’ Ordnung durch den zu 2 con- 
jugirten Punkt. 

Ferner kniipft sich daran der Satz: 

6. Alle Flichen 3' Ordnung, welche im oben benutzten Sinne zu 
Ebenen gehiren, welche durch einen Punkt z der Hesse’schen Fliche 
gehen, werden in dem conjugirten Punkte y von der zweiten Polare des 
Punktes z beriihrt. (Clebsch, a. a. O. p. 202.) 

Die Tangentenebene der zu u gehérigen Fliiche 3' Ordnung im 
Punkte y hat die Gleichung 


Pz Py? Uy” = 0. 
Setzt man fiir p,*w,* semen Ausdruck a,b,c, (abcu)*, so erhailt man 
durch Differentiation nach den y und Multiplication mit den z: 
3 G2 Py? Uy? = {dzbyly + dybely + dybyce} (abcu)?, 
oder, da rechts alle drei Terme denselben Werth haben: 


Px Py? Uy? = a,b,c, (abeu)?. 
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Auf das Produkt dieses Ausdrucks mit v,2 wende ich nun die Iden- 
titiit an: 
(abeu) v. = (abev) u, — (abuv) ce. + (acuv) b, — (beuv) a.. 
Es wird dann 
Pr Py Uy? .v,2 = {(abev)u, —(abuv)e,+ (acuv)b,—(beuv)a.}*. Az by by. 


Nun ist erstlich nach der Voraussetzung uw, = 0, ferner aber auch 
ay a.a; = b,b.b; ... = 0; daher bleibt nur: 
Pr Py Uy? . ve = (deur) aZdz. 

Die fragliche Tangentialebene ist also nicht verschieden von der zweiten 
Polare a,2a, = 0 des Punktes z, wie zu beweisen war. 

In derselben Weise beweist man den Satz: 

%7. Die eweite Polare a,2a,—= 0 eines Punktes z der Hesse’schen 
Fliiche ist die Tangentenebene derselben im conjugirten Punkte y. 

Die Gleichung dieser Tangentenebene ist 

(abed)? a,b, c,d, = 0; 


multiplicirt man die linke Seite mit v.°, und verfiihrt wie oben, so 
erhalt man 

(abcd) a,b, ¢yd, . v2 = (aber) a,byc, . dd, 
d. h, diese Tangentenebene ist von der zweiten Polare d,d:* = 0 des 
Punktes z nicht verschieden. 


§ 6. 


Die Knotenpunkte der Hesse’schen Fliche. Knotengerade und 
Knotenebenen. 


Schon oben wurde bemerkt, dass fiir besondere Pole y die Polare 
a,?d, = 0 mehr als einen Knotenpunkt haben kann. Sie hat dann 
unendlich viele und zerfillt in ein Ebenenpaar. In diesem Falle muss 
nach § 2. die Form q,*w,? fiir alle Werthe der w verschwinden, und 
umgekehrt ist es die hinreichende Bedingung fiir das Zerfallen der 
Polare in ein Ebenenpaar, wenn die Gleichung 
(1) 9,Puy? = 0 
fiir alle Werthe der w besteht. 

Wenn man auf die wirkliche Form dieser Gleichung 

| fi fie fis fia % | 
fa fe hes fay % 
| for foe fos far Us teas 
| fir fre fis faa | 
| 0, M% tt @ O | 
zuriickgeht, so erkennt man, dass die Coefficienten, welche hier ver- 
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schwiuden miissen, die simmtlichen Unterdeterminanten von A sind. 
Daher verschwinden auch die Differentialquotienten von A, und die 
Hesse’sche Fliiche hat also in jedem solchen Punkte y einen Knoten- 
punkt. Mat hat so den Satz: 

1. Die Punkte, deren Polare in ein Ebenenpaar ausartet, sind 
Knotenpunkte der Hesse’schen Fliiche. 

Die Gleichung g,u,? = 0 bestand unabhiingig von den Werthen 
der u, sobald y einer dieser Knotenpunkte war. Daher ergiebt sich: 

2. Alle den Ebenen des Raumes zugeordneten Flichen 3' Ord- 
nung haben diese Knotenpunkte der Hesse’schen Fliche zu gemeinsamen 
Punkten. 

Da die Polare eines solchen Knotenpunktes y deren unendlich 
viele besitzt (die Punkte der Doppellinie der Polare), so hat ein solcher 
Knotenpunkt unendlich viele conjugirte Punkte z. Sie bilden eine 
Gerade; man erhilt diese aus irgend zweien der Gleichungen 
(2) Gya,a,=90, aya,a,=—0, aya,a,=0, a,a.a,=—9, 
welche sich in diesem Falle auf nur zwei von einander unabhiingige 
Gleichungen reduciren. 

Diese Gerade will ich die dem Knotenpunkte conjugirte Knoten- 
gerade nennen, die durch sie und durch den Knotenpunkt gelegte 
Ebene seine Knotenebene. Diese letztere ist immer bestimmt, denn 
da nach § 5. Satz 4. kein Punkt der Hesse’schen Fiche sich selbst 
conjugirt sein kann, so hat man auch den Satz: 

3. Ein Knotenpunkt liegt niemals auf seiner Knotengeraden. 

Nach § 2. ist 


(3) ayb,(abuv)? = 0 
das Quadrat der Gleichung eines speciellen Complexes, welcher durch 
siimmtliche die Knotengerade von y treffende Geraden befriedigt wird, 
und die Gleichung (1) kann also als die Gleichung dieser Knotenge- 
raden angesehen werden. 

Ist z ein Punkt der Knotengeraden, so ist nach § 2. 


gu)? = 0 
das Quadrat der Gleichung von y, und man hat zugleich fiir alle 
beliebigen Werthe von w und v 


Vy? . Pr tty? =u, . 9 vy. 


§ 7. 
Zahl der Knotenpunkte der Hesse’schen Flache. 


Um die Anzahl der Knotenpunkte der Hesse’schen Fliiche zu 
bestimmen, deren Polaren Ebenenpaare sind, schlage ich folgenden 
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Weg ein. Es sei eine beliebige Gerade gegeben, &, 9 seien zwei 
Punkte, welche auf ihr liegen, «, v zwei Ebenen, welche durch sie 
gehen. Die Ebenen, welche durch die Gerade gehen, bilden dann 
das Biischel 

Ur + Ave = 0; 
und die denselben zugehdrigen Flichen 3 Ordnung bilden die Flichen- 
schaar 
1 Gz (Uy + Avy)? = 0 
(1) = Px Uy? + 2A QA Uyry + A pz vy’. 
Nach § 6. Satz 2. schneiden alle diese Flichen sich unter anderm 
in den gesuchten Knotenpunkten; man hat also nur die Schnittpunkte 
aller dieser Fliichen, d. h. die 27 Schnittpunkte der Fliaichen 
(2) ‘Pe ty? = 0 , Qe *tyry=—0 , gry? = 90 
aufzusuchen, und diejenigen auszuscheiden, welche der Frage fremd 
sind, 

Diese 27 Punkte zerfallen in drei Classen, jenachdem ihre Polaren 
keinen, einen oder mehr als einen Knotenpunkt besitzen; nur die 
letztere Classe liefert die gesuchten Punkte. 

1. Gehért einer der 27 Punkte (y) zu der ersten Classe, so liegt 
die gegebene Gerade auf seiner Polare, und es finden die Gleichungen 
statt: 

aya’ =O , ayaga,=0 , aya, =O. 

Man erhilt auf diese Weise nur einen'einzigen Punkt y, der aus diesen 
Gleichungen auf lineare Weise bestimmt ist. Man kann die Gleichung 
dieses Punktes, d. h. desjenigen Punktes, dessen Polare eine gegebene 
Gerade &, y oder u, v enthiilt, folgendermassen aufstellen. Fiigt man 
den drei obigen Gleichungen die Gleichung w, = 0 hinzu, so ergiebt 
sich durch Elimination der x die gesuchte Gleichung in der folgenden 
Form, wobei nur die Symbole in den verschiedenen Reihen beziehungs- 
weise durch a, b, ¢ bezeichnet sind: 


aa, aa, aga, aa, 
o—| Deby Db, be Dabs Debads Deda, as tlhe? Galea 
Cy'C, Cyrlg lglg Cg" 
w, W, Ws W; 


Indem man abe auf alle Weise vertauscht, und statt der obigen Glei- 
chungen die Summe aller so entstehenden setzt, findet man die sym- 
metrischere Form: 

0 = (abew) (ash, — bean) (agen — CEdn) (Dgey — Ceby), 
oder endlich, wenn man statt der Bestimmungsstiicke §, » die Be- 
stimmungsstiicke «, v einfiihrt: 

= (abew) (abuv) (acuv) (beur). 

Mathematische Annalen. V. 23 
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2. Gehért y der zweiten Classe an, so ist seine Polare ein Kegel, 
und dessen Spitze ¢ muss nach § 5. Satz 5. auf jeder der Ebenen 
uz + dv, = 0, also auf der gegebenen Geraden liegen. Da man vor- 
aussetzen darf, dass die ganz willkiirliche Gerade &, » der Hesse’schen 
Flaiche nicht ganz angehért, so trifft sie dieselbe in 4 Punkten; die 
ihnen conjugirten sind die 4 Punkte y, welche in diese Classe gehéren. 
Aber nach § 5. Satz 7. haben alle Flaichen der Schaar 1., also auch 
die Flichen 2. in jedem dieser Punkte eine gemeinsame Tangential- 
ebene (die zweite Polare des betreffenden Punktes 2); daher sind ihre 
Beriihrungspunkte als vierfache Schnittpunkte zu zihlen*). 

3. Gehdrt endlich der Punkt y der 3'" Classe an, so ist seine 
Polare ein Ebenenpaar, er selbst einer der gesuchten Knotenpunkte 
der Hesse’schen Fliche. War nun in der ersten Classe nur ein ein- 


*) Den Beweis des Satzes, dass ein gemeinsamer Beriihrungspunkt dreier Fliichen 
als vierfacher Schnittpunkt anzusehen sei, gab Herr Clebsch in der oft angefiihrten 
Abhandlung. Ich will der Vollstiindigkeit halber den Beweis hier kurz repro- 
duciren. 

Denken wir uns ein beliebiges dreiaxiges Coordinatensystem, den Anfang 
(c= 0, y=0, 2=0) in den fraglichen Punkt gelegt, und die gemeinsame Tan- 
gentenebene zur Ebene «2 = 0 genommen. Suchen wir nun die Schnittpunkte der 
Flichen, welche dem Anfangspunkte unendlich nahe liegen, fiir welche also x, y, 
z unendlich kleine Werthe erhalten. 

Die Gleichungen F = 0, ® = 0, Y = 0 der drei Fliichen kann man sich den 
Bedingungen gemiiss in die Form gebracht denken: 


F=r+f (a, y, 2)...=0 
P=—=2+ (a, y, 2)...=0 
¥=—2-+ 9(2,.9, 4)... 94, 


wo f, mg, » homogene Functionen 2'** Ordnung sind. 
Vernachliissigt man nun Gréssen héherer Ordnung, so kann man diese Glei- 
chungen durch die Gleichungen dreier Fliichen 2" Ordnung 


«+f=0 ? z«+gp=0 ’ x«+y=0 
ersetzen, und diese verhalten sich in der Niihe des Anfangspunktes genau wie die 


gegebenen, haben also dort auch die gesuchte Anzahl gemeinsamer Schnittpunkte. 
Nun folgt aber aus den letzten Gleichungen 


f—op=0, f—y~=0. 
Hierdurch hat man zwei Gleichungen fiir x 5 . -, welche also vier Werthsysteme 


dieser Grdssen liefert. Hat man sie gefunden, so giebt irgend eine der Glei- 
chungen x + f= 0 etc. die Grisse « eindeutig. Es giebt also vier Werthsysteme 
x“, y, 2, welche den Gleichungen 
«+f=0, «+q9=0, «+y=0 

geniigen, ohne dass «= y==-z=0. Da nun drei Fliichen 2'* Ordnung sich in 
acht Punkten schneiden, so miissen die vier fehlenden Schnittpunkte in den Be- 
riihrungspunkt gefallen sein. Eben dies muss also auch bei den gegebenen drei 
Flaichen stattfinden, und der Beriihrungspunkt zahlt daher fiir vier Schnittpunkte. 
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ziger Punkt enthalten, in der zweiten vier, deren jeder vierfach zihlte, 
so bleiben 27 — 1 — 4. 4 = 10 Punkte der letzten vemeaes iibrig, und 
man hat den Satz: 

Die Zahl der gesuchten Knotenpunkte ist 10. 

Im Allgemeinen fallen von diesen nicht zwei zusammen, und 
ebenso wenig fallen zwei der zehn Knotengeraden oder zwei der zehn 
Knotenebenen zusammen. Denn wiire dies der Fall, so miisste dasselbe 
auch bei jeder speciellen Fliiche 3 Ordnung eintreten. Nun zeigt 
sich aber das Gegentheil bei einer Fliche, welche als Aggregat von 
fiinf Cuben gegeben ist, wie wir weiter unten sehen werden. Es kann 
also im allgemeinen Falle nicht eintreten, dass zwei der Knoten- 
punkte ete. zusammenfallen. 


§ 8. 
Die Knotengeraden. 


Kinem Knotenpunkte y sei ee Knotengerade L conjugirt, der 
Ort der dem Punkte y conjugirten Punkte der Hesse’schen Fiche. 
Es giebt zehn Gerade LZ, wie zehn Punkte y. 

Ich werde nun zunichst folgenden Satz beweisen: 

1. Jede Gerade L schneidet alle zu den Ebenen des Rawmes ge- 
hirenden Flichen 3' Ordnung 9>ty? = 0 in denselben drei Punkten 
also in Knotenpunkten y. 

Nach der letzten Formel des § 6. besteht niimlich, wenn y einer 
der zehn Knotenpunkte, z ein Punkt der Knotengeraden JL ist, fiir 
alle Werthe der w, v die Gleichung 


Vy? . PP Uy? = Uy? . p> vy’. 
Ist also 2 so gewiihli, dass es auf der zur Ebene u gehorigen Fliche 
liegt (welche man als nicht durch y gehend annehmen kann), so ist 
auch g,'v,? = 0, d. h. ¢ liegt auch auf jeder zu einer anderen Ebene 
v gehérigen Fliiche 3‘ Ordnung, wie zu beweisen war. 

Man beweist nun ferner leicht den Satz: 

2. Von den drei auf einer Knotengeraden liegenden Knotenpunkten 
sind niemals zwei conjugirt. 

Wiiren nimlich zwei der drei auf ZL liegenden Knotenpunkte, etwa 
£, y conjugirt, so bildeten die Punkte y, &, 4 ein Dreieck, in welchem 
jede Ecke der andern conjugirt wiire, in welchem also jede Seite die 
der gegeniiberliegenden Ecke conjugirte Knotengerade wire. Es wiirde 
die Ebene dieses Dreiecks also die Knotenebene fiir jede der Ecken 
sein und es fielen also mehrere Knotenebenen zusammen , was im Allge- 
meinen nicht eintritt. 

Den drei auf der zu y conjugirten Knotengeraden L liegenden 
Knotenpunkten —, 7, € sind drei andere Knotengeraden M, N, O 
23* 
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conjugirt, welche durch y gehen. Ich will M, N, O auch der Ge- 
raden I gegeniiber als die dieser conjugirten Knotengeraden bezeichnen. 
Von zwei conjugirten Knotengeraden geht also jede durch den der 
andern conjugirten Knotenpunkt. 

Man kann tiber conjugirte Knotengerade folgende Siitze aufstellen: 

3. Zwei einander conjugirte Knotengeraden haben niemals einen 
Punkt gemein. 

Wiiren L, M zwei conjugirte Knotengerade, welche einen Punkt 
z gemein hiitten, so wiire dieser jedenfalls den mit Z und M con- 
jugirten Knotenpunkten selbst conjugirt, also ein Punkt, welchem 
mehr als cin Punkt der Hesse’schen Fliche conjugirt wire, mithin 
einer der zehn Knotenpunkte. Derselbe miisste also einer der auf L 
liegenden Knotenpunkte sein. Nun liegt aber der Annahme nach auf 
LE auch der zur Geraden M conjugirte Knotenpunkt; und dieser miisste 
also entweder mit z zusammenfallen oder ihm conjugirt sein. Im 
erstern Fall lige ein Knotenpunkt z auf seiner Knotengeraden M, was 
dem Satze 3. des § 7. widerspricht; im zweiten Falle ligen auf L 
zwei conjugirte Knotenpunkte, was nach Satz 2. des gegenwiirtigen 
§. unmdglich ist. 

4. Zwei conjugirte Knotengerade entsprechen einander in Bezug 
auf die Polare eines jeden Punktes s im Raume. 

Da nimlich ein Knotenpunkt y jedem Punkte z seiner Knoten- 
geraden conjugirt ist, so muss nach § 5. Formel 3. die Gleichung 
































a,aya, =0 

fiir jeden Punkt s bestehen. Es muss also z und daher die ganze 
Gerade L auf der in Bezug auf a,a,? = 0 genommenen Polarebene von 
y (a,a,a, =) liegen, und die in Bezug auf die Fliche a,a,? = 0 zu 
L conjugirte Gerade P muss also durch den Pol dieser Ebene, durch 
y, gehen. Im Punkte y aber wird sodann P von M, N, O geschnitten, 
welche die durch y gehenden, also zu LZ conjugirten Knotengeraden 
sind. Diese Geraden sind also in Bezug auf die Fliiche a,a,2 =O zu 
L entsprechend nach der Definition des § 3.; was zu beweisen war. 


§ 9. 
Die gegenseitige Lage der zehn Knotenpunkte. 


Mit Hilfe der im Vorigen gegebenen Siitze ist es nun leicht, die 
gegenseitige Lage der zehn Knotenpunkte zu studiren. 

Gehen wir von einem derselben, x, aus. Durch ihn gehen drei 
Knotengerade G,, G,, G,; auf jeder der letztern befinden sich noch 
zwei Knotenpunkte, welche durch 


Yir 2 3) Yor 22 5 Yay 2 
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bezeichnet werden mdgen. Die noch fehlenden drei Knotenpunkte 
miissen also auf der zu x conjugirten Knotengeraden G liegen; sie 
sollen durch §,, &, & bezeichnet sein. : 

Alle zehn Knotenpunkte liegen demnach auf den vier Geraden 
G, G,, G,, G,, den durch 2 gehenden und den zu x conjugirten. 
Das Entsprechende muss beziiglich aller andern Knotenpunkte, z. B. in 
Bezug auf §, stattfinden. Auf der zu §, conjugirten Geraden G, 
liegen die drei Kuotenpunkte x, y,, 2,; auf der durch §, gehenden 
Knotengeraden G liegen die drei Punkte &,, &,, &. Mithin miissen 
auf den beiden andern durch &, gehenden Geraden H, und H,, noch 
paarweise die iibrigen Knotenpunkte y,, 2, y,, 23 liegen. Die Ge- 
raden H, und H, sind den Punkten y,, 2, conjugirt, da sie andern 
Punkten nicht conjugirt sein kénnen. Wihlen wir also die Bezeich- 
nung noch so, dass y,, y, auf H, und z,, z, auf H, liegen, und dass 
H, dem Punkte y,, H, dem Punkte z, .conjugirt ist, so erhalten wir 
nunmehr folgende Tafel: 











Knotenp. | Conj. Ger. Knotenpunkte auf derselben. 


| 
| 


x | G E, EE, 
E, (ry LY, 2 
bo G, L Yo & 
g, G, H Y3 
% A, E222; 
ay A, Es Yo Ys: 


Mit Hilfe dieser Tafel findet man nun auch leicht die Punkte, 
welche auf den zu den vier iibrigen Knotenpunkten y,, 2,, y,, 2, con- 
jugirten Knoténgeraden K,, L,, K,, L, liegen. Nach der obigen 
Tafel sind zu 

Yor 22» Ys» 4% 


schon beziehungsweise conjugirt die Punktepaare 


bor 2 5 Bee MH 5 bay 5 Bay M- 
Es fehlt also auf jeder dieser 4 Knotengeraden nur noch ein Punkt. 
Nun sind die gedachten vier Knotenpunkte beziehungsweise mit den 
folgenden Punkten nicht conjugirt, weil sie mit denselben auf Knoten- 


geraden liegen (§ 8. Satz 2.): 
29 U3 5 Yor 43 35 239 Yo 5 Yay 205 


ausserdem nicht conjugirt den folgenden Punkten, weil sie ihnen 
gegeniiber in der Tafel nicht vorkommen: 


B54 3 S39 4% 3 ba Mi 
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endlich aus beiden Griinden nicht conjugirt zu x, &. Also bleiben 


als dritte conjugirte Punkte nur iibrig beziehungsweise: 


% > ¥s > 42 » Y2> 
und die vorige Tafel wird also durch die folgende ergiinzt: 





Knotenp. | Conj. Ger. | Knotenpunkte auf derselben. 





Yo K, | bo, 21, % 
& L, bo. Wis Ys 
Ys K; | E3, 21) 2 
&s L, 532 Yi» Yo: 


Aus diesen Tafeln geht nun leicht eine einfache Gruppirung der 
zehn Knotenpunkte hervor. Bemerken wir, dass die von einem Knoten- 
punkte ausgehenden Geraden niemals in einer Ebene liegen kénnen; 
denn nach dem Satze 3. des § 8. kann z. B. von den durch x gehenden 
Geraden G, nicht in der Ebene von G, und G, liegen, weil H, in 
dieser Ebene liegt, welches dem auf G, liegenden Punkte y, conjugirt 
und daher auch zu G, selbst conjugirt ist. 

So bilden die drei durch w gehenden Geraden die drei Ebenen 
G,G,, G,G, und G,G,, die ich durch E®, E®@, E®) bezeichnen will. 
Diese Ebenen aber enthalten nach der Tafel beziehungsweise die Punkte 


By Voy Zr» Ys 23> & 3 Ls Yor 25> Yur 21> So 3 %y Yr> By Yor Se, &, 


und die Geraden 
H,, H, ; K,, L, ; K;, L;. 


Ausserdem finden sich noch zwei ausgezeichnete Ebenen HE), LO, 
welche durch die zu 2 conjugirte Gerade G gehen; in diesen Ebenen 
liegen beziehungsweise die Punkte 
i & 
bi Sar bs > Sty Sry 2 5 Bir Ses 3 > Yar Yar Yo» 

und die Geraden 

a vy 

G, H,, K,, K; ; G, H,, L,, LD. 


Construirt man hieraus die Tafel 





Ebenen, | Punkte in ihnen. | Gerade in ihnen. 


~- — =< 

EM 1%, Yo, 229 Ysx 23, & | 
2 

E® Ly Ysy> 23 Wry My &e 

E® Ly Wry 21> Yor Sry & 
“4 a o | 

E® gE, §3, #1» “29 & 


E®) Fir S25 E55 Yr» Yrs Ys | 


nw 


‘Me 
2 
| 
: 


— 
~~ 
— 
~“ 
wo 


AAQNMNS 
nas 

SRR 

DAS 


5 
iS 
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so bemerkt man, dass die zehn Geraden nichts sind, als die Durch- 
schnitte von je zweien der Ebenen, die zehn Punkte nichts anderes, 
als die Durchschnitte derselben zu dreien. 
Die Knotenpunkte und Knotengeraden sind Ecken und Kanten 
eines gewissen Pentaeders, des Pentaeders der Fliche 3'* Ord- 
nung. 


§ 10. 
Das Pentaeder. (Clebsch a. a. O. p. 208.) 


- Die Bezeichnung der zehn Knotenpunkte und Knotengeraden wird 
nun durch Einfiihrung des Pentaeders einfach und iibersichtlich. Wir 
bezeichnen jeden Knotenpunkt durch die Indices der drei Ebenen, die 
sich in ihm schneiden; jede Knotengerade durch die beiden Indices 
der sich in ihr schneidenden Ebenen. Die Zahlen der zu einem Punkte 
conjugirten Geraden sind immer diejenigen, welche unter denen des 
Punktes nicht vorkommen. Es sind demnach folgende Knotenpunkte 
und Knotengerade conjugirt: 





Punkte: Gerade: 


> 09 OF Hm C9 Co BO DO DO 
om OO oe oo | 
aN 


-_ = © 
- 


~ 
_ 


 ) 
_ we 


OT SO Ol ell ll oe oe 


~] 
ad 





Re et re DD DO DO CO OO 
NoOwr OO -F O'P Oct 


= = ~~ i 


3, 4,5 
Zwei Knotenpunkte sind conjugirt, wenn sie durch keine Gerade ver- 
bunden sind, also wenn sie nur eine gemeinsame Zahl enthalten; so 
sind z. B. zu 1, 2, 3 conjugirt die Punkte 1, 4, 5; 2, 4, 5; 3, 4, 5. 

Kiner Knotengeraden sind diejenigen conjugirt, welche sie nicht 
treffen, also diejenigen, welche keine Zahl mit ihr gemein haben; so 
sind zu 4, 5 conjugirt die Geraden 1, 2; 2, 3; 3, 1. 

Punkte liegen in einer Ebene, wenn sie eine, in einer Geraden, 
wenn sie zwei Zahlen gemein haben; Gerade liegen in einer Ebene, 
wenn sie eine Zahl gemein haben, und durch einen Punkt gehen die- 
jenigen, deren Zahlen sich aus drei Zahlen paarweise zusammensetzen. 

Die Gleichungen der Pentaederebenen bezeichnen wir durch 


EO = E® = Ef «, + EP a, + ES a + EP a,=0 
(¢ = 1, 2, 3, 4, 5). 
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Die Gleichung der Schnittlinie von E® mit EZ ist: 
| (i) (i) (i) (i) 
| xy ss 
A 7H PO pe | at ae 
E; E, E; E, | (£0, E®, UL, v) aes 0; 
%, MU, ty ty 
v7 > & * 4 
d. h. dieses ist die Gleichung des Complexes, welcher aus allen jene 
Linie treffenden Geraden gebildet ist, oder die Bedingung dafiir, dass 


die Schnittlinie der Ebenen uz =O, v, =O mit jener einen Punkt 
gemein haben. . 


Die Gleichung des Schnittpunkts von EO, E®, E® ist 
© po Fo -,O 
E, Ef, E; E, 


(k) zk) (k) Ak) 
F, E, E; “4 _ (EO, Ew, EM, u) —(. 


h (h 
E™ EY E . EY 

., % % 
Ausser diesen Determinanten werden im Folgenden noch oft die 
aus den Coefficienten von vier der Ebenen gebildeten Determinanten: 
E® EY EY E® 

1 2 3 4 
re) tH) A) A) 

s & & = 
+(h) +(h) rh) (h) 

< FE, E; E, 


(me) +( 7m) (m) a(m) 
E™ EO BO Fe 


= (E%, EM, Ew, Ee), 


Der Bequemlichkeit wegen werde ich in Zukunft bei der Bezeich- 
nung dieser Determinanten den Buchstaben £ iiberall auslassen. Es 
soll also die letzte durch (7%, k, h, m) bezeichnet werden, die Gleichung 
einer Knotenlinie durch 


(¢, k, wu, v) =O, 
und die Gleichung eines Knotenpunktes durch 

(i, ky h, u) =0, 
wobei auch die Komma wegbleiben kénnen. 


Die fiinf aus vier Reihen der EF gebildeten Determinanten sind 
die Coefficienten der zwischen den fiinf Ausdriicken EF, stattfindenden 
Identitiit, welche nach der nunmehr eingefiihrten Bezeichnung so zu 
schreiben ist: 


(2345) E, — (1345) E, + (1245) E, — (1235) E, + (1234) B, = 0. 
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$ 11. 
Ueber gewisse im Folgenden auftretende Constanten. 


Ehe ich dazu iibergehe, die Gleichung der Fliche 3" Ordnung 
durch die fiinf linearen Ausdriicke EF darzustellen, werde ich einige 
Formeln entwickeln, welche diese Darstellung wesentlich erleichtern. 

Nach § 5., Formel (3) besteht, wenn y, z conjugirte Punkte de® 
Hesse’schen Fliiche sind, die Gleichung 

Ay Ay a, =O 


unabhiingig von den Werthen der z Da nun der Knotenpunkt 123 


jedem Punkte der Geraden 45 conjugirt ist, so darf man fiir y den 


Punkt 123, fiir 2 den Schnittpunkt der Geraden 45 mit einer belie- 
bigen Ebene w setzen, und hat daher fiir alle Werthe der x und der wu: 


(1) a, (a 123) (a 45 w) = 0, 


oder allgemein: 


(2) Az (4 t, ty ty) (@ 0, 4, U) =O, 


wenn 7%, %, és, ¢,, i, die Gahlen 1, 2, 3, 4, 5 in irgend welcher 


Reihenfolge bedeuten. 
Insbesondere hat man aus (1) die Gleichungen: 


a, (a 123) (a 145) = 0, 

dz (a 123) (a 245) = 0, 

ay (a 123) (a 345) = 0 
(fiir beliebige x), Gleichungen, welche in ihnlicher Weise fiir je zwei 
conjugirte Knotenpunkte bestehen. Da jedem der zehn Knotenpunkte 


3». is ie 
“- Paare conjugirter Knotenpunkte, 


und die entsprechenden fiinfzehn Gleichungen haben die Form: 


‘ cia : 10.3 
drei conjugirt sind, so giebt es 


(3) Az (A 4, ty ts) @ t, 3, 4) = 0; 
nur eine einzige Zahl kommt hier zweimal vor. 

Dagegen verschwinden nicht identisch fiir alle x diejenigen Aus- 
driicke, welche aus a, a, a, entstehen, wenn man fiir y, 2 zwei nicht 
conjugirte Knotenpunkte setzt, also zwei solche, die auf derselben Ge- 
raden liegen, mithin zwei Zahlen gemein haben. Die Gleichung 
(4) dz (a 234) (a 235) = 0 
stellt also eine Ebene dar. Aber wegen der Gleichungen (3) sieht 
man sofort, dass diese Gleichung durch die Knotenpunkte 

124, 125, 134, 135, 145 
befriedigt wird, da die Ausdriicke 
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(a 124) (a 234) (a 235) 
(a 125) (a 234) (a 235) 


aus den verschwindenden Ausdriicken 

(a 124) (a 235)a,, (a@125) (a234)a,... 
durch passende Wahl der x abgeleitet werden kinnen. Die Gleichung 
(4) wird also durch fiinf in der Ebene E“ liegende Knotenpunkte 
befriedigt, und kann sich demnach von EZ’ = 0 nur um einen con- 
stanten Factor unterscheiden. Man hat also identisch: 


(5) Gz (a 234) (a 235) =. EB”, 
und ebenso: | 
6) dz (a 234) (a 245) = d. B®, 


sowie noch vier andere iihnliche Darstellungen, bei welchen links be- 
ziehungsweise die Zahlen 25, 34, 35, 45 doppelt vorkommen. 

So lange die absoluten Werthe der Coefficienten der EL’ nicht 
vollig bestimmt sind, bleiben auch die absoluten Werthe der c, d... 
unbestimmt. Ihre Verhiiltnisse aber ergeben sich auf folgende Weise. 
Multipliciren wir (5) mit (1245), (6) mit (2345) und bilden die 
Differenz, so finden wir links: 

az (a 234) {(a 235) (1245) — (a 245) (1235)} 
= dz (a 234) (a 125) (2345), 
was nach (3) identisch verschwindet. Daher giebt die rechte Seite: 
e. (1245) —d. (1235) = 0, 
eS eer. aN 
(1235) (1245) 

Der von linker Seite von (5), (6) nur um einen constanten Factor 

verschiedene Ausdruck: 


oder: 


a, (@ 234) (a235) e BE) dE) a,, (a 234) (a2 45) 
(1234) (1235) (2234)(1 235) (1234) (1245) ~~ =(1234) (12.45) 
iindert also seinen Werth nicht mehr, wenn man die Zahlen 3 und 4 
vertauscht. Da er nun in Bezug auf 23 einerseits und auf 45 an- 
dererseits vollkommen symmetrisch ist, so kann er sich auch nicht 
mehr iindern, wenn man die Zahlen 2, 3, 4, 5 irgendwie vertauscht. 
Daher ist er von EY nur um einen von diesen Zahlen giinzlich unab- 


hangigen constanten Factor verschieden, welcher durch a" bezeichnet 
werden mag. Man hat also: 
Lp (@ Ky kts ky) (a key key & 
a, ( 2k, ky) (akg ak) E®, 
(1 hy hig hig) (1 By hig hs) 
wo nun k,, k,, k,, k, die Zahlen 2, 3, 4, 5 in irgend welcher Reihen- 















Ay ( 





Oo UV 


— 
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folge bedeuten. 


Formel : eae 
@,, (@ by t3 ty) (@ dy ty ts i, i, 

@) bhi) Gaaay © Fe 

WO @;, ¢, %3, ¢, ¢; die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 in irgend welcher Reihen- 

folge darstellen. 

Haben wir die absoluten Werthe der Coefficienten in EF in irgend 
welcher Weise fixirt, so bestimmen die Gleichungen (7) fiinf Constante 
«, welche den fiinf Ebenen einzeln zugeordnet sind. Von diesen 
soll in der Folge wiederholt Gebrauch gemacht werden. 


Und allgemein erhiilt man auf gleiche Weise die 


§ 12. 
Die Polaren der Knotenpunkte. 


Es wurde oben gezeigt, dass die Polare eines Knotenpunktes 123 
aus zwei Ebenen besteht, welche sich in der Geraden 45 schneiden. 
Die Polare soll jetzt durch die Ebenen FE ausgedriickt werden. Thre 
Gleichung ist zuniichst 

‘a 23) ax 
a,(a123)=0. 


Multiplicirt man mit (2345) und wendet die Identitit an: 


345) — B® (4345) + B® (a 245) — ES (4235) + EO (234) = 


so erhilt man‘ 
a® (a 123) (2345) = a, (a 123) {E® (43.45) — E® (a 2.45) 
+ EW (4235) — E® (a234)} =0. 


Nun verschwinden nach § 11. die Coefficienten von Eo und E; 


die von EY und E® aber werden nach der Formel (7) desselben §.: 


dz (a 123) (a@235) = — (1234) (2345) a® B® 
dz (a123)(a234)—= (1235) (2345)e° E. 


Setzt man diese Werthe ein und dividirt durch (2345), so ergiebt 
sich der gesuchte Ausdruck der Polare des Knotenpunktes 1 23: 


a? (a 123) = — a, B®, (1234) — «, E®. (1235). 


Da hier in dem Ausdrucke der Polare ntr die Quadrate von Eo 
und Eo auftreten, so folgt der Satz (vgl. Clebsch a. a. O. p. 218): 
Die Ebenen, in welche die Polare eines Knotenpunktes zer- 
fillt, sind harmonisch zu den Pentaederebenen, welche sich in 

der thm conjugirten Knotengeraden schneiden. 
Man kann dies auch dadurch ausdriicken, dass man sagt, diese 
beiden Pentaederebenen seien in Bezug auf die Polare conjugirt, 
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Allgemein haben wir, wenn i,, i,, i;, ¢,, 4, in irgend welcher 
Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 bedeuten, fiir die Polare eines 
Knotenpunktes den Ausdruck: 


2 ss id e@l? f2 > < s i) wl)? p> ss 
(1) a, (@ 4, & &) = — a ES (i, 4 ts 4) — a) EN (4, by ty 5), 
und die Polare zerfillt daher in die beiden Ebenen: 
y(i,) a. 7, > ie rs 1(i;) ;. ° r - oe 
E; V— CM) (0) by 3 ty) oO V ais) (%; ty tt) = O 


EN Y — ald (4, by ts ty) — EY” Vc) (i, ty is i) = 9. 


§ 13. 
Die kanonische Form der Flache dritter Ordnung. 


Mit Hiilfe der im Vorigen entwickelten Formeln ist es nun leicht, 
die einfache Gleichung anzugeben, vermdge deren die Gleichung der 
Fliiche 3‘ Ordnung sich durch die fiinf linearen Ausdriicke F darstellt. 

Aus der Identitiit 
a, (2345) = E® (a 345) — E® (a 245) + E® (a235) — ES) (a 234) 


erhilt man durch Multiplication mit a* : 


(1) a’. (2345) = q@? {B® (a345) — BE (a 245) + E (a 235) — B® (a 234)}. 


Nach der Gleichung (1) des vorigen §. haben nun die Coefficienten 
der EF rechts die Ausdriicke: 


a® (a 345) = a” B® (23.45) + a EB (13.45). 
— a? (a 245) = a BE (23.45) — a BO" (12.45) 
a® (a 235) = a BE (23.45) +”) BO” (1235) 

~ a (a234) = a EB (23.45) — a EO" (1234). 


os ° os . a 3 : 
Fiihrt man diese Ausdriicke ein, so erhiilt man aus (1) a,, d. h. /, 
ausgedriickt mittelst der Formel: 


f=a™ EB? 4 e E* +a E + a) Be 
+ oom” { E?) (1345) — B® (1245) + B® (1235) — E® (1234)}. 


Nach der am Ende des § 10. angegebenen Identitit ist aber der 
eingeklammerte Ausdruck rechts gleich 


E!) (23.45); 


und es ergiebt sich also fiir f der symmetrische Ausdruck: 


3 = «3 3 as 
(2) f= Qe) E” + a E + a” E* + a) BO + Pa EO . 








—«~f~m 022 =r iat oe 
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Dieses ist Sylvester’s kanonische Form, in welcher f sich als 
Aggregat von fiinf Cuben ausdriickt. 

Wir sind auf diese Form in einer eindeutigen Weise gekommen, 
indem wir die Knotenpunkte der Hesse’schen Fliiche studirt haben. 
Ks wird sich nun umgekehrt ergeben, dass in der That die Pentaeder- 
fiichen die einzigen sind, ftir welche f die Form (2) annimmt; und 
zwar zeigt sich dieses dadurch, dass in der durch die Darstellung (2) 
gegebenen Fliiche die EL nothwendigerweise die Pentaederflichen sind. 
Wir werden dies zeigen, indem wir, von der Form ausgehend, die- 
jenigen Bildungen (nebst anderen) aufstellen, welche wir oben, von 
der allgemeinen Form von f ausgehend, gegeben haben. 

Ks wird sich hierbei noch ein anderer Umstand erledigen. Denn 
in dem Vorigen war der Beweis fiir die Natur der gegenseitigen Lage 
der Knotenpunkte dadurch gefiihrt, dass wir gewisse Vorkommnisse 
als im allgemeinen Falle nicht auftretend annahmen (§ 7.). Das 
letztere wird dadurch gerechtfertigt, dass wir es so finden, wenn wir 
von der Form (2) einer Fliiche 3’ Ordnung ausgehen und die Frage 
in dieser Form studiren. 

Um die in Rede stehenden Bildungen bequem ausfiihren zu kénnen, 
werde ich zunichst im folgenden §. entwickeln, wie man aus der 
symbolischen Form einer aus / entsprungenen Covariante ete. sofort 
die wirkliche Gestalt ableiten kann, welche dieselbe fiir die in der 
kanonischen Form f gegebene Flichengleichung annimmt. 


§ 14. 
Darstelfung symbolischer Produkte mittelst der kanonischen Form. 


Wenn man die Formel 
3 é=s5 ti) a? 
(1) a= 2 a" E* 
‘=1 

zweimal nach den « differenzirt, und die Incremente einmal dureh y, 
einmal durch ¢ ersetzt, so erhilt man: 

FS 0 BO Fo BO 
(2) Ay My A; = = * FE? E i. 
Vergleicht man irgend welche Coefficienten auf beiden Seiten der 
Gleichung (2), so hat man 

i=5 
¢ y ) AH FO Fo 
(3) a a, = Ze EL; Ey” E, 

Diese Formel dient dazu, in symbolisch gegebenen Bildungen die 
symbolischen Reihen durch die wirklichen Coefficienten der kanonischen 
Form zu ersetzen. Nach der Formel (3) hat man eine symbolische 
Reihe a dadurch in diese iiberzufiihren, dass man an Stelle derselben 
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geradezu die Coefficienten von EF setzt, das Resultat mit « multi- 
plicirt, sodann aber nach i von 1 bis 5 summirt. Fiihrt man dasselbe 
in Bezug auf jedes Symbol aus, welches in einem gegebenen symbo- ° 
lischen Produkte vorkommt, das k Symbole enthiilt, so ergiebt sich 
eine kfache Summe analoger Produkte, welche aus dem gegebenen 
hervorgehen, indem man die darin auftretenden Reihen in allen miég- 
lichen Combinationen durch die Coefficienten der Ebenen EF ersetzt 
und mit den entsprechenden « multiplicirt. Aber in dieser Summe 
verschwinden erstlich alle diejenigen Terme, in denen etwa die Coeffi- 
cienten der niimlichen Ebene EF fiir zwei verschiedene Reihen der- 
selben symbolischen Determinante eingefiihrt sind. Enthialt ferner ein 
solches symbolisches Produkt eine Anzahl von symbolischen Reihen 
symmetrisch und so, dass je zwei dieser Reihen dabei in einem sym- 
bolischen Determinantenfactor vereinigt auftrefen, so verschwinden in 
der Summe nicht nur alle diejenigen Terme, in welchen nicht fiir alle 
diese symbolischen Reihen verschicdene Reihen der EF eingefiihrt wer- 
den, sondern die tibrigen werden auch einander gruppenweise gleich. 
Die Terme einer Gruppe unterscheiden sich nur durch Vertauschung 
der fiir diese symbolischen Reihen gesetzten Reihen von FE unter ein- 
ander. Man kann also die von diesen symbolischen Reihen herriih- 
renden Summen durch eine einzige ersetzen, welche sich auf alle 
Combinationen (ohne Wiederholung) von Reihen der FE bezieht, welche 
an Stelle jener symbolischen Reihen treten kénnen, und muss diese 
einfache Summe dann nur mit der Permutationszahl der Anzahl der 
gedachten symbolischen Reihen multipliciren. Solche, auf die betreffen- 
den Combinationen ausgedehnten einfachen Summen werde ich durch 
ein einfaches Summenzeichen bezeichnen, dem ich nur diejenigen In- 
dices untersetze, welche durch allée beziiglichen Combinationen der 
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 zu ersetzen sind. 

Hiernach sind sofort die Formen ersichtlich, welche die symbo- 
lischen Ausdriicke 

dz b,(abuv)*, adrbet,(abeu) = Pry, A = azb,¢,d,(abed) 

in ihrer wirklichen Darstellung mit Hiilfe der kanonischen Form an- 
nehmen. 

In der Form a,b, (ab uv)* kommen zwei Symbolreihen vor, sym- 
metrisch und in derselben Determinante (ab wv) vereinigt. Daher hat 
man nach dem Obigen: 


(4) dzbz (ab uv)? = 220° a” E® E® (ikuv)?, 
i, k 
wo die Summe sich iiber alle Combinationen der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 
zu zweien erstreckt. 
In 92, ui, = dzbe¢z(abeu) haben wir drei Symbolreihen, sym- 
metrisch und in derselben Determinante vereinigt; also ist: 
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(5) P, uy, = 6= & oe a EO B® EY ikhuy, 
wobei die Summe sich iiber alle Combinationen der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 
zu dreien erstreckt. 

Endlich enthilt A = a,b,¢,d,(abcd)* vier Symbolreihen, sym- 
metrisch und in derselben Determinante vereinigt. Daher ist: 
(6) A= 24 J aa a” o EO E® EM EE? GkAD’, 

i,k, ht 

wo die Summe sich auf alle Combinationen der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 
zu vieren erstreckt. 

Ich fiige noch die Darstellung einer vierten Form: 


(7) S = (abcu) (abdu) (acdu) (bedu) = ut 


hinzu, welche ich im Folgenden gebrauchen werde. Sie enthalt vier 
symbolische Reihen, symmetrisch und je zwei in einem Determinanten- 
factor vereinigt. Daher ist: 

(8) S = 24 = Pa a® ol) eo (ikhu) (iklu) (ihlu) (khlu), 

wo die Summe sich wieder iiber alle Combinationen der Zahlen 1, 2, 
3, 4, 5 erstreckt. 

Die Fliche 4° Classe S = 0 wird von den Ebenen umhiillt, bei 
deren Schnitteurve mit f= 0 von den neun Wendetangenten sich 
dreimal drei in einem Punkte schneiden (Clebsch, Borchardt’s 
Journal, Bd. 58. p. 238). Man kann sie nach ihrer Ableitung aus 
der Aronhold’schen Invariante S fiiglich die Aronhold’sche Fiche 
nennen. 


- § 15. 


Nachweis der Knotenpunkte und ihrer Lagenverhiltnisse aus der 
kanonischen Form. 


Dass die Pentaederecken Knotenpunkte der Hesse’schen Filiiche 
sind, lehrt die Gleichung (6) sofort. Denn fiir eine solche Ecke ver- 
schwinden drei Ausdriicke E,. In den Differentialquotienten von A 
aber enthalt jeder Term noch das Produkt dreier verschiedener E,. 
Daher muss mindestens eines von diesen jedesmal verschwinden; es 
verschwinden also fiir eine Pentaederecke alle Differentialquotienten 
von A; mithin sind diese Ecken Knotenpunkte von A = 0. 

Bilden wir nun die Polare a? (a 123) einer Pentaederecke 123, 
so haben wir nur in der Formel (2) des § 14. die y gleich den « zu 
setzen, fiir die z aber die Coordinaten dieser Ecke. Es verschwinden 


dann , _, E®, und es bleibt: 


2 " 2 
a BY (1234) + & EO (1235) =0. 


















368 Pavut Gorpay. 
Dieses ist der Satz des § 12., nach welchem die Polare einer 
Pentaederecke aus zwei Ebenen besteht, welche durch die conjugirte 
Kante gehen und mit den durch dieselbe Kante gehenden Pentaeder- 
seiten ein harmonisches System bilden. 

Das Quadrat der Seite dieser Kante ergiebt sich nach § 2., indem 
man die Gleichung der Polare von 123 in Liniencoordinaten ausdriickt. 
Der allgemeine Ausdruck der Polare von x in Liniencoordinaten ist 

a,b, (abuv)? =-0, 
was nach § 14. (4) in 
= ee EO E® (ikuvy = 0 
iibergeht. Setzt man nun fiir w die Ecke 123, so verschwinden 
E, E™, E™, so bleibt 
a) @ (1234) (1235). (45 uv)? = 0, 
also wirklich, abgesehen voy einem constanten Factor, das Quadrat 
der Gleichung (45 wv) = 0 der Kante 45. 

Die Kanten des Pentaeders liegen ganz auf der Hesse’schen 
Fliche, da deren Gleichung befriedigt wird, wenn irgend zwei der 
EF, verschwinden. 

Ganz ebenso wie die Gleichung (4) des § 14. bildet man den 
Ausdruck 
(1) azbz(ab uv) (ab UV) = 25 0% a E9 E® (ik uv) Gk UV), 

i,k 


welcher, gleich Null gesetzt, bedeutet, dass die Geraden u, v und U, 
V entsprechende sind in Bezug auf die Polare des Punktes 2, d. h. 
dass jede dieser Geraden die der andern in Bezug auf die Polare con- 
jugirte Linie schneidet. 

6% man in (1) wv und UV durch zwei conjugirte Knoten- 
gerade, d. h. durch zwei solche, welche keinen Knotenpunkt gemein 
haben, Pats durch 23 und 45, so verschwinden alle Produkte (ik uv) 
(ik UV), und man erhilt die Giidee, welche von den x unabhiingig 
besteht: 

az bz (ab 23) (ab 45) = 0, 


d. h. den Satz 4. des § 8. nach welchem zwei conjugirte Knoten- 
gerade einander in Bezug auf die Polare jedes Punktes entsprechen. 
Ersetzt man dagegen in (4) die wav, UV durch zwei nicht con- 


jugirte Knotengeraden, also durch zwei, welche sich schneiden, etwa 
35 und 45, so bleibt: 


(2) azbz (ab 35) (ab 45) = 2a" & BEY EB (1235) (1245). 


. . 1 (2 
Dies verschwindet nur, wenn E = ( oder E” = 0, und man hat 
also den Satz: 








al 
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1. Nicht conjugirte Knotengerade entsprechen einander nur 
in Bezug auf die Polaren der Punkte derjenigen beiden Pen- 
taedercbenen, in welchen keine von ihnen liegt. 
Kiir die Polare des Punktes « in Ebenencoordinaten fanden wir 
in § 14. die Gleichung: 
3 302 gk pO WM Pl) PH PMH /772.7,,,\2 _ /O. 
(3) 9, Uy = 6 Za aa Ee Ee ES (ikhu? = 0; 
sieht man darin die w als gegeben, die x als veriinderlich an, so ist 
dies zugleich die Gleichung der zur Ebene uw gehorigen Fliche 3'* 
Ordnung. 
Ersetzt man in (3) die 2 durch die Coordinaten eines Knoten- 


punktes, etwa 123, so verschwinden drei der LZ, und damit der ganze 
Ausdruck (3). Man hat also 

(p 123) wi, = 0) 
fiir alle Werthe der uw. Dies ist der Satz 2. des § 6., nach welchem 
alle den Ebenen w des Kaumes zugehérigen Fliichen 3'" Ordnung die 
Knotenpunkte gemein haben. 

Ersetzt man dagegen x durch einen beliebigen Punkt einer Knoten- 
gerade, etwa durch den Punkt 12v, in welchem die Knotengerade 
12 von einer beliebigen Ebene v geschnitten wird, so muss die Glei- 
chung seiner Polare in Ebenencoordinaten das Quadrat der Spitze des 
Kegels sein, in welche sie ausartet, d. h. das Quadrat der Gleichung 
des conjugirten Knotenpunktes (hier 345). In der That ist aus (3): 
(4) (p12v)ul = 6 a a a (123 v) (1240) (1250). B45u)’, 
also (p F2v)* ut, = 0 von (345u)? = 0 nur um einen constanten 
Factor verschieden. 

Statt aber den beliebigen Punkt der Knotengeraden durch die 
Ebenen 12 zu bestimmen, kann man sie durch drei Ebenen UVv 
bestimmen, von denen die ersteren beiden durch sie gehen, so dass 
man sie als Gerade UV bezeichnen kann, und die Gleichung des con- 
jugirten Knotenpunktes, ins Quadrat erhoben, ist dann: 

(5) (p UVoyul, = 0, 
wo die « die Veriinderlichen, die v beliebige Constanten bedeuten. 

Betrachtet man dagegen die wu als gegeben, die v als veriinder- 
lich, so stellt (5) das Produkt der Schnittpunkte, welche die Knoten- 
punkte 12 oder UV mit der einer beliebigen Ebene wu zugehérigen 
Fliche 3' Ordnung bilden, also das Produkt der auf ihr liegenden 
Knotenpunkte dar. In der That ist diese Gleichung von der Gleichung 


(123 v) (1240) (1250) =0 


nur um einen constanten Factor verschieden. 
Mathematische Annalen. V. 
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Fiir zwei in Bezug auf die Polare von x conjugirte Ebenen u, v 
hat man aus (2): 


P, Hy %y = 6 J aa a EY EME (ikhu) (ikhv) =0. 
i, kh 


Ersetzt man hierin u, v durch irgend zwei Pentaederebenen, etwa 
1, 2, so bleibt: 


9, EY EP =6 ae a &® ES ES EP (1345) (2345) =0. 


Dies verschwindet nur, wenn E® oder E“ oder E® verschwinden; 
daher folgt der Satz: 
2. Zwei Pentaederebenen sind conjugirt in Bezug auf die 
Polaren der Punkte jeder der drei anderen Ebenen des Pen- 
taeders. 


§ 16. 
Bestimmung des Pentaeders, wenn einzelne Theile desselben gegeben sind. 


Ich werde nun, auf die Entwickelungen des vorigen Paragraphen 
gestiitzt, eine Reihe von Aufgaben lésen, in welchen von dem Pen- 
taeder einer Fliche 3'* Ordnung einzelne Stiicke als gegeben voraus- 
gesetzt werden, und es sich darum handelt, die tibrigen daraus zu finden. 

I. Vier Pentaederebenen sind bekannt (2345), die fiinfte (1) soll 
gefunden werden. 

Ich setze in der Gleichung (2) des § 14.: 


dz dy a, = Za” EY EO EO 
fiir y einen beliebigen Punkt der Ebene 2, fiir ¢ den Punkt 345. 


Es bleibt dann - 
Gz dy (a 345) = a) EM EM (1345). 


Die rechte Seite ist von Eo nur-um einen constanten Factor ver- 
schieden; daher ist 


(1) dy Ay(a345) =O 


die Gleichung der gesuchten fiinften Pentaederseite. 

In derselben kommt, wie man sieht, nur eine Ecke (345) und 
ein Punkt y der Ebene 2 vor. Diese Stiicke geniigen also zur Bestim- 
mung der fiinften Ebene. 

Geometrisch kann man die in der Gleichung (1) gegebene Lisung 
der Aufgabe durch den Sat= interpretiren: 


Die Ebene E“ ist die Polarebene eines beliebigen Punktes 


von E®) in Bezug auf die quadratische Polare der Ecke 345. 

ll. Drei Pentaederebenen (3, 4, 5) sind gegeben, man soll die beiden 
tibrigen (1, 2) finden. 

Nach der Formel (2) des § 15. ist: 












— es _ 8 8 be 


an 
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az by (ab 35) (ab 45) = 2a a BE EB” (1235) (1245). 
Die Gleichung 

(2) dz be (ab 35) (ab 45) = 0 

ist daher von dem Produkte der Gleichungen der beiden gesuchten 
Pentaederebenen nur um einen constanten Factor verschieden und liefert 
also die Lésung der Aufgabe. 

In (2) kommen nur die Kanten 35, 45 vor; ihre Kenntniss ge- 
niigt also zur Auffindung der tibrigen Pentaederseiten. Der geome- 
trische Inhalt der Auflésung ist durch den Satz 1. des § 15. gegeben; 
man sucht diejenigen Punkte, in Bezug auf deren Polare die Kanten 
35, 45 einander entsprechen; sie bilden die gesuchten beiden Ebenen. 

III. Ein Knotenpunkt 123 ist gegeben; man sucht die Ebenen 
des Pentaeders. 

Die Pentaederebenen theilen sich in diesem Falle in zwei Grup- 
pen, deren jede besonders zu suchen ist. Zur einen Gruppe gehdren 
die drei Ebenen, welche durch den gegebenen Knatenpunkt gehen, 
zur anderen Gruppe die beiden iibrigen. 

Das Quadrat der Gleichung der Geraden 45 erhilt man (vergl. 
§ 15.), indem man die Polare des Punktes 123 in Liniencoordinaten 
aufstellt : 

(a 123) (6123) (ab uv)? =0. 

Zwei Punkte dieser Geraden seien &, 7. Die drei Punkte § + 4,1, 
£+ 4,y, § + 4,, welche Knotenpunkte sind, erhiilt man nach § 8., 
Satz 1., indem man die Gerade mit der einer beliebigen Ebene wu zu- 
geordneten Fliche 3" Ordnung schneidet, also aus der cubischen 


Gleichung: 
(pe + Ag,)P ui, = 0. 

Hat man so die Knotenpunkte 145, 245, 345 gefunden, so 
findet man die Gleichungen der Ebenen FE”, E®), E® nach § 11., 
(7) in der Form: ts 

1.: (az + 4, ay) (ag + A; ay) de = 0 
2.2, (az + A, ay) (ag + A, ay) Qe = O 
3.: (as + Ayan) (ag + A, a,) ae = 0. 
Dagegen ist das Produkt der Ebenen E“ und E® nach II. dureh die 
Gleichung 
az bz (ab 12) (ab 13) = 0 
gegeben. 

IV. Zwei Pentaederebenen sind gegeben, die tibrigen gesucht. 

Man findet ihr Produkt nach der letzten Formel des § 15. aus- 
gedriickt durch die Gleichung 


gy, Ey) EY =0. 
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Die geometrische Interpretation der Lésung ist in dem Satze 2. des 
§ 15. enthalten. 

Bei dieser Lésung wird von den Ebenen 1, 2 nur das Produkt 
benutzt, da E® E® aus dem Produkt EY E® entsteht, wenn man 


die x durch die ® ersetzt. Diese Bemerkung fiihrt zu einer weiterhin 
zu benutzenden Darstellung des Produktes dreier Pentaederebenen. 

Es ist nach § 15., Formel (2): 

azb, (ab 35) (ab 45) = 20% a EO B® (1 235) (1245). 
Setzt man in dieser Identitit fiir die 2 die » und multiplicirt mit 9°, 
so hat man: 
p, a,b, (ab 35) (ab 45) = 2a a. gp EM EM. (1235) (1245). 
Aber nach der letzten Formel des § 15. ist: 
9, EY EP = 6a ee EME EO (A 6) (2345). 
Daher wird auch: 
Pp, dy by (ab 35) (ab 45) 

= 120 @ ee a. EO EO E® , (1235) (12.45) (1345) (2345). 
Man hat hier das Produkt dreier Pentaederebenen durch einen Aus- 
druck dargestellt, in dem nur zwei ihrer Schnittlinien (35, 45) auf- 
treten. 

V. Eine Pentaederebene (5) ist gegeben; die iibrigen sind zu finden. 

Seien &, 9 irgend zwei Punkte der Ebene 5. Die Punkte, in 
welchen die Gerade &, 9 die Hesse’sche Fliche schneidet, findet man 
aus der biquadratischen Gleichung: 

(A; + 4A,)' = 0. 

Die Wurzeln der Gleichung seien 4,, 4,, 4, 4,; die vier Punkte 
— + A,m liegen dann einzeln auf den Pentaederkanten 15, 25, 35, 45, 
in denen die Ebene 5 die Hesse’sche Fliiche schneidet. Diese Kanten 
aber sind den vier Ecken 234, 134, 124, 123 conjugirt; man findet 
also die Quadrate der Gleichungen der letztern nach § 5., indem man 
die Polaren dieser Punkte in Ebenencoordinaten aufstellt, also aus den 


Gleichungen 
- ? Sak on —s 9 § 
(9; + Aig,)* 2, =0 (i= 1,2, 3,4). 
Setzen wir dies der Kiirze wegen gleich Ue, so dass & die Coor- 


dinaten eines dieser Knotenpunkte bedeuten, so ist nach I. die Glei- 
chung der Pentaederebenen E® durch 


A, AL) Oe = O (¢=—1, 2,3, 4) 
gegeben, wodurch die Aufgabe gelést ist. Aber da 


(9: + 4,9,)' mi, = HzO 












(1) 


= Z 
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gesetzt wurde, so ist auch, identisch fiir die « und v: 
(%; + 4, ?,) Uy Vy = UOMO. . 


Versteht man also unter der. v beliebige Constante, setzt aber fiir die 


« die Symbole a und multiplicirt mit a;a,, so erhilt man die Glei- 


ni) 


chung der Ebene EF,” in der Form 


(gy: + 4iPx)° hy Vy A Ay = 0 (é = 1,2,3, 4). ; 
Diese Form der Auflésung macht die Aufsuchung der Coordinaten 
unndthig. 
§ 17. 


Das Produkt der fiinf Pentaederebenen. 


Ich gehe nun dazu iiber, das Produkt der Gleichungen aller fiinf 
Pentaederebenen aufzustellen, wodurch dann die Aufgabe, die Ebenen 
des Pentaeders zu finden, allgemein auf eine Gleichung 5'" Grades 
zuriickgefiihrt wird. 

Durch P bezeichne ich das gesuchte Produkt, multiplicirt mit 
einer passend gewiihlten Constanten: 


P = 24 Le cc ce) G8, {(1 23-4) (1235) (1245) (13.45) (2345)}° 


EE? EE? FE B® EO, : 
a x a x x 


(1) 


Ks kommt darauf au, den Ausdruck P auf eine Reihe von Bildungen 
zuriickzufiihren, in denen nur die Coefficienten der Fliiche 3'" Ord- 
nung, bez. deren Symbole auftreten. 

Nun-hat man zuniichst nach den im vorigen §. unter 1V. gege- 
benen Bildungen des Produktes zweier und dreier Ebenen, wobei nur 
die Bezeichnungen der Symbole veriindert sind: 


p> dy by (ab 35) (ab 45) . €x dy (ed 35) (ed 45) 
=e a of a E® E® E® E® E® | (1235)? (12.45)? (13.45) (2345). 
Fiihrt man hieraus den Ausdruck des Produktes der F in (1) ein, so 
erhilt man fiir P den Ausdruck: 
@) P= & a® ee) @ . (13.45) (23.45) (1234) 
- D> dy by (ab 35) (ab 45) . Ce dy (ed 35) (ed 45). 


Es kommt darauf an, aus diesem Ausdrucke die Coefficienten der 
Kbenen allmiilig herauszuschaffen und dafiir symbolische Coefficienten 
der Fliiche einzufiihren. Ich gehe zu diesem Zwecke zuniichst auf die 
Gleichung (1) des § 15. zuriick: 


(3) dzby (ab uv) (abUV) = 2 Daa” EY E® (ik wv) (LUV). 
i,k ; 





374 Pavut Gorpan. 


Ich ersetze darin die x durch die Coordinaten der Punkte 123 und 
124 und erhalte: 


(a 123) (b 123) (abuv) (abUV) = = 2a) a (123.4) (1235) (45 wv) (45 UV), 
(a 124) (b 124) (ab uv) (abUV) = — 2 a al (1234) (1245) (35 uv) (35 UV). 
Hier setze ich nun in der ersten Gleichung fiir 
uv, UV, ab 


die Symbole 
ad, ocd, ef, 
in der zweiten Gleichung die Symbole 


ab, ed, gh. 
Alsdann ist: 


(e123) (f 123) (ef ab) (efed) = 2a a) (123.4) (1235) (45 ab) (45 cd) 
(g 124) (kh 124) (gh ab) (gh ed) = — 2a a (123 4) (1245) (35 ab) (35 cd); 


multiplicirt man also (3) mit — 4(1235) (1245), so kann man rechts 
diese Gleichungen anwenden und erhiilt: 
(4) —4P. (1235) (1245) = a a a) a@® . (1345) (2345). 
- D3 Ay by Cx dz (ab ef) (ab gh) (edef) (edgh) (¢ 123) (f123) (g124)(h 124). 
Die Form P erscheint hier im Zusammenhange mit einer Form, 


welche in Bezug auf zwei verschiedene Punkte qe, fiir einen 
dritten von der 5'°" Ordnung ist: 


9? dy by Cz dz (ab ef) (abgh) (ed ef) (cd gh) ey fy gz hs. 
Aus dieser Form entsteht P bis auf einen constanten Factor, wenn 
man die y, 2 darin durch zwei nicht conjugirte Knotenpunkte (hier 
123, 124) ersetzt. 
Insofern wir diese Form nur riicksichtlich der in ihr auftretenden 
Punkte y, 2 betrachten, kénnen wir dieselbe symbolisch durch 


9; 6: 

ae wobei zu bemerken ist, dass die Form fiir y, ¢ symme- 
trisch ist, due also 9? 62 = 9? 6%. 

Die Gleicheng 
stellt also das Produkt der Pentaederseiten dar, wenn man unter y, 2 
zwei nicht conjugirte Knotenpunkte versteht. Ausserdem hat man 
den Satz: 

Wenn y, 2 zwei conjugirte Knotenpunkte sind, so verschwindet der 
Ausdruck 95 6: identisch. 

Er verwandelt sich niimlich dann, etwa fiir die Knotenpunkte 
123, 145, in 

D> Ay by Cy dy (ab ef) (ab gh) (ed ef) (ed gh) (e 123) (f 123) (g 145) (h 145). 








(e 
(g 





V), 
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Aber indem man die Formel (3) ahnlich wie oben benutzt, hat man: 


(c 123) (f 123) (ef ab) (efed) = 2a a (1234) (1235) (ab 45) (cd 45) 
(g 145) (kh 145) (ghab) (ghed) = 2a® a (1245) (1345) (ab 23) (ed 23), 


und der obige Ausdruck kann also ersetzt werden durch: 
4 oc?) of af) a) (123 4) (1235) (1245) (1345) 
- p> dy by Cz dz (ab 45) (ed 45) (ab 23) (cd 23). 
Dieser Ausdruck aber verschwindet identisch, weil nach § 15. die 
Gleichung 
az bz (ab 23) (ab 45) = e, d, (ed 23) (cd 45) = 0 
besteht, und also alle symbolischen Ausdriicke verschwinden, welche 


(ab 23) (ab 45) oder (ed 23) (ed 45) zu Factoren haben. 
Wir haben nach dem Obigen fiir P den Ausdruck: 


(5) —4P. (1235) (1245) = (9 123)? (6 124), 
wihrend zugleich 
(6) 0 = (9 123)? (6 145), 


und wihrend alle iibrigen Gleichungen bestehen, welche durch Ver- 
tauschung der Zahlen aus diesen hervorgehen. 
Quadrirt man nun die beiden identischen Gleichungen 
(9 135) (123 4) = (9 13 4) (1235) — (9 1 23) (1345) 
(6 245) (1234) = (6 234) (1245) — (6 124) (2345), 
und multiplicirt die daraus erhaltenen Ausdriicke der doppelten Pro- 
dukte rechts mit einander, so ergiebt sich: 
4(@ 123) (@ 134) (6 124) (6 234) . (1235) (1245) (1345) (2345) 
= {(@ 134)? (1235)? + (@ 123)? (1345)? — (@ 135)? (1234)? 
. {(6 234)? (1245)? + (6 124)? (2345)? — (6 245)? (1234)*}. 
Fiihrt man rechts die Multiplication aus, so verschwinden nach 


(6) fiinf Terme, wahrend die anderen vier nach (5) den gemeinsamen 


Werth 
P - 
TH a® a0 ga * (1345) (2345) (1235) (1245) 

annehmen. Es bleibt also nach Auslassung eines gemeinsamen Factors: 
(7) —4P= (9123) (9 134) (6 124) (6234). aM a®@a® al, 
eine Gleichung, welche noch bestehen muss, wenn man an Stelle von 
1, 2, 3, 4 vier andere der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 setzt. 

Betrachten wir nun die Form, welche aus 9% 8 entsteht, wenn 


man die z den y gleichsetzt. Diese Form mag symbolisch durch pé 
bezeichnet werden. Es ist dann 


— Fr 
Py 0, Fy 3 
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und indem man diese Gleichung wiederholt nach den y differenzirt 
und die Incremente durch neue Coordinaten z, ¢, r ersetzt, findet man: 
(8) 6 Py Ds Pi Pr = Z Oy 0: % G,, 

wo die Summe rechts sich auf die sechs Glieder erstreckt, welche man 
durch Vertauschung der y, 2, ¢, r aus der Grésse unter dem Summen- 
zeichen erhiilt. Ersetzt man y, z, ¢, r durch die Coordinaten der 


Knotenpunkte 
123, 134, 124, 234, 


so nimmt nach (7) jedes Glied der Summe (8) den Werth 


an, und es ist also auch: 
(9) —4P = a a a a (p 123) (p 124) (p 134) (p 234), 
und gleich den anderen Ausdriicken, die durch Aenderung der Zahlen 
aus diesem hervorgehen. 
Nun hatten wir in § 14. fiir die Form 
S = (abcu) (ab du) (ac du) (be du) = ul! 
den Ausdruck gefunden: 


S=ut—24 Ff cael ao ik hu) (iklu) (ihlu) (kh lu), 


i, k, hy 
wo die Summe sich auf die fiinf verschiedenen Combinationen der 
Zahlen i, i, h, l erstreckt. Ersetzen wir hierin die w durch die p, 
co verwandelt sich jedes Glied der Summe wegen (9) in — 4P, und 
es bleibt also 

— 480 P = pt, 


oder nach der Definition von P: 
PE = — 11520 (ee oe eo & 8 (123 4) (1235) (1245) (13.45) (2345))" 
ML) zAr(2) 73) Fad) Zr) 
sa SE E.’. 
Dies ist der gesuchte Ausdruck des Produktes der fiinf Pentaeder- 
ebenen durch die Coefficienten der Fliiche. Ich fasse das Resultat in 
folgendem Satze zusammen: 
Das Produkt der Pentacderebenen ist durch die Gleichung 


p = 0 
gegeben, welche aus den Formen 
ut = (ab cu) (ab du) (ac du) (be du) 
Di = 2 dy by Cx dz (ab ef) (ab gh) (ed ef) (cd gh) ey fy Jy hy 


gebildet ist, wnd in den Coefficienten der Fliche vom 15' 
Grade wird. 





45))° 
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§ 18. 
Bestimmung der Pentaederebenen und Herstellung der: kanonischen Form. 


Von dem Produkt der Pentaederebenen ausgehend, kann man nun 
endlich den Weg, der zur Ueberfiihrung von f in die kanonische Form 
einzuschlagen ist, vollstiindig darlegen. Es handelt sich zuniichst 
darum, die Pentaederebenen zu finden; sind diese einzeln bekannt, 
so fiihren die Formeln des § 11. und 13. zum Ziele. 

Bezeichnen wir durch G die Covariante 

G = p'; 
sie stellt nach dem Vorigen, gleich Null gesetzt, das Produkt der 
Pentaederebenen dar; und insofern sie in den x vom 5'" Grade ist, 
kann man sie symbolisch durch 


S| 
G = » a 
bezeichnen. 
Schneiden wir nun die Fliche 5'* Ordnung G = 0, d. h. das 


Pentaeder, mit der Verbindungslinie zweier Punkte &, y. Die fimf 
Schnittpunkte haben dann Coordinaten von der Form £& + A;y, und 
die den fiinf Pentaederebenen entsprechenden Werthe 4,, 4,, 4,, 4,, 4; 
findet man aus der Gleichung 5'* Grades 


(95 + Ag)? = 0. 

Hat man diese Gleichung gelést und ist 4; eine der fiinf Wurzelu, 
so findet man die zugehérige Pentaederebene, indem man fiir den 
Punkt § + 4;y die Tangentenebene des Pentaeders bildet. Man kann 
also setzen: 

(5 + Aigr)' gn = EY, 
und hat so die fiinf Pentaederebenen bestimmt. 

Um nun f in der kanonischen Form darzustellen, bestimmt man 
zunichst nach (7) § 11. die Constanten « durch die Formel 

@,, (@ ty ty ty) (a 2, ty t5) (i) zt) 
Ghei) G ARE) SMe? 
in welcher die i die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 in irgend welcher Reihen- 
folge bedeuten. Sofort hat man dann in der Gleichung 


. 3 
f= Za EO | 


die gesuchte kanonische Darstellung von f. 


Giessen, im Mirz 1872. 


































Ueber Elimination aus einem gewissen System von Gleichungen. 


Von A. Britt in Darmsraprt. 


Man wird in der analytischen Geometrie nicht selten auf die Auf- 
gabe gefiihrt, die gemeinschaftlichen Lésungen eines Systems von Glei- 
chungen zu finden, welche durch das Verschwinden der Determinanten 
einer Matrix von Elementen (welche Variable enthalten) mit mehr 


Vertikal- als Horizontalreihen — Determinanten eines unvollstindigen 
Systems — gebildet werden. Man hat die gemeinsamen Lésungen fiir 


eine gewisse Anzahl jener Gleichungen aufzustellen und von diesen 
die Zahl der den anderen nicht gemeinsamen Lésungen abzuziehen, 
um die Zahl der Allen gemeinsamen Lésungen zu finden. Fiir den 
allgemeinen Fall einer Matrix mit beliebig vielen Vertikal- und Hori- 
zontalreihen haben Herr 8. Roberts*) und vorher durch Induction 
Herr Salmon**) diese Zahl gefunden. Beide jedoch ziehen in ihren 
Formeln nicht den-Grad der einzelnen Veriinderlichen, sondern die 
Gesammtdimension derselben in Rechnung. Ich werde im Nach- 
folgenden (§ 1.) ein Verfahren zur Bestimmung der gemeinsamen 
Lésungen angeben, welches auch auf den Fall, dass die Elemente nicht 
in Bezug auf die Dimension, sondern nur auf den Grad in den ein- 
zelnen Variabeln als allgemein angenommen werden, angewendet wer- 
den kann. Die erforderlichen Operationen werden betriichtlich ver- 
einfacht, wenn man sich hierbei eines algebraischen Hiilfssatzes (§ 3.) 
bedient, der, wie ich glaube, von allgemeinerem Interesse ist. Der- 
selbe bezieht sich auf die Zahl der gemeinsamen Lésungen von zwei 
iibervollstiindigen Systemen von Gleichungen, fiir welche einzeln man 
die entsprechenden Zahlen keunt. 

Um ein grésseres Beispiel zu den allgemeinen Betrachtungen der 
§ 1—3. zu geben, bestimmen wir in § 4. die Zahl derjenigen Werthe- 
systeme 4, ... 4 (deren einige auch constant sein kénnen), welche 
die Determinanten des folgenden Systems zum Verschwinden bringen: 


*) Crelle-Borchardt, Journal f. Math. Bd. 67, 
**) Introductory lessons to the higher Algebra, 2. ed. p. 229. 
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| i (Ay) 2 (Ay) «+++ -- Mx +i (A;) 
(1) Pi (ao) Po (dy) «+++ pri (Ay) | 
91 (Ax) Pr (Ax) a ea Pe+i (Ax) | 


wo die g ganze Functionen m'* Ordnung je von den eingeklammerten 
Variabeln sind, und ¢ sowohl positiv (< k) als negativ (> 2 — k) sein 
kann. *) 

Wenn man das Resultat dieser Abziihlung geometrisch deutet, so 
enthilt dasselbe die allgemeine Lisung einer Aufgabe iiber Schnitt- 
punktsysteme von Curvenbiischeln mit einer geraden Linie, welche fiir 
den Fall & = 2 (indem dort indess eine Curve an Stelle der Geraden 
tritt) in dem Abschnitt iiber das Verschwinden der 0-Function (§ 61.) 
der Theorie der Abel’schen Functionen von Clebsch und Gordan 
gelést worden ist. 


§ 1. 


Das iibervollstindige System von Gleichungen, welches durch 
Nullsetzen der einzelnen Determinanten des folgenden Systems mit k 
Horizontal- und gq Vertikalreihen entsteht (q > ik): 


|| Ay Mo ++++ Ug 


! 


(2) Gn G++ ++ Melee S(1, 2,... ae 


Ak1 Ae «+++ Akg 

enthilt im Allgemeinen nur g—k-+ 1 von einander unabhingige 
Gleichungen (wir werden sagen: ist ,,iiquivalent‘’’ gq —k-+ 1 Glei- 
chungen). Denn man kann aus demselben, falls nicht alle Unter- 
determinanten, welche sich aus irgend k —i Vertikalreihen (i < k) 
bilden lassen, verschwinden**) , ein System von g linearen Gleichungen, 
je mit den Elementen einer Vertikalreihe als Coefficienten, herleiten, 
welches k — 1 Unbekannte besitzt und gy —k-+ 1 Relationen liefert. 

Wir setzen der Einfachheit wegen voraus, dass zwischen den 
Elementen besondere Relationen nicht bestehen. Wir denken uns die- 
selben als Functionen von wenigstens soviel Variabeln, als von ein- 
ander unabhiingige Gleichungen durch das System (2) dargestellt sind. 


_ S(12... g:—0 


modge nun der Inbegriff aller Gleichungen bezeichnet werden, welche 
durch Nullsetzen der Determinanten des Systems (2) entstehen, mit: 


(12 a 


*) Wir denken uns das.System von Determinanten nach Bequemlichkeit bald 
in einem stehenden, bald in liegendem Rechteck angeordnet. 
**) Vgl. den analogen Satz in Baltzer, Theor. d. Determinanten, 3. Aufl., S. 42. 
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die Zahl der gemeinsamen Lésungen dieser Gleichungen, wobei je nach 
Bediirfniss eine Anzahl von Variabeln als constant angesehen wird. 
Ferner mége mit: 
((12 ....s), (12... &,] 
die Zahl der Lésungen bezeichnet werden, welche gleichzeitig den 
beiden Systemen: 
S(12...sk=0, S(12...e,=—0 

geniigen. 

Wir fiihren nun im Folgenden mit Hiilfe der Bemerkung, dass 
alle gemeinsamen Lésungen des ‘Systems (2) unter denjenigen von 
irgend g — k + 1 von einander unabhingigen Determinanten enthalten 
sind, die Bestimmung der gemeinsamen Lisungen eines Systems zuriick 
auf diejenigen niederer Systeme, d. h. solcher Systeme, fiir welche 
entweder k oder q einen kleineren Werth besitzt. 

1. Man betrachte zuniichst das System von Gleichungen: 

Ga, Bin ++ Bie 


(3) S(12... 9), =| | —0. 


|| Gy, Ago «+ - Azg 


Die Lésungen desselben sind alle enthalten unter den gemeinsamen 
Lisungen der beiden Systeme: 

S(12...q¢—1),,=90, S(g, q—1), =9, 
von denen das Letztere bloss aus der letzten Determinante des Systems 
(3) besteht. Unter diesen Lésungen befinden sich indess auch solche, 
welche nicht allen Gleichungen von (3) gemeinsam sind. S(q, g — 1), 
verschwindet, wenn 


(4) S(q—1),=0 


ist, d. h. wenn die beiden Elemente a,,,—1 wud az, , — » verschwinden.*) 
Alsdann verschwinden aber auch alle Determinanten von S(12...q— 1)., 
wenn nur noch die Gleichungen erfiillt werden: 

(4*) S(12...q—2), = 0. 

Die Gleichungen (3) sind einem System von g — 1 Gleichungen iiqui- 
valent, (4) emem von 2, (4*) gq — 3; also (4) und (4*) zusammen 
wiederum q — 1 Gleichungen. Man hat demnach: 


(12... qe = [(12-.. @— Do (¢ — 1, da] — (12... @— Bo (@— Dol 


*) Hier wie in der Folge nehmen wir cin Rechteck von Elementen, welches 
auf die schmale Seite gestellt ist, als gleichbedeutend an mit demselbeu, auf die 
breite Seite gestellt, so dass z. B. die Bezeichnungen: 


Ay, Up | 
| : | yy Agi Ay, 
|) Gy Ag |= 0 und | 0 
| Ayo Ago a 
As, Asa 12 4g2 “32 


gleichbedeutend sind. 
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Diese Gleichung gilt nur, so lange S(12...q — 2) = 0 g — 3 Glei- 

chungen iiquivalent ist, also fir g > 3. Fir q = 3 ist: 

(4°) (123), = [(12), (23),] — @)2- 

2. Wir betrachten ferner das System von Gleichungen: 
| Qi, yo --- Ag || 

(5) S(12... g)3 =] Ay Gy... deg | =O. 

| As, Msg ++ + Msg | 

Die Lésungen sind inbegriffen unter denjenigen, welche 

(6) S(2...q¢g—1),=—0 und S(q—2, q—1, g,=—0 

gemeinsam haben. Unter Letzteren befinden sich aber auch diejenigen, 

welche den Systemen: 
S(q—2,q—1),—0 
(7) a »4 )s 
S(12...q—2), =0 
gemeinsam sind, ohne alle Gleichungen von S(1...qg) =O zu be- 
friedigen. Denn die erste der Gleichungen (7) macht die Determinante 
S(q—2, = 1, Q)s 

verschwinden, und von S(1...q—1), diejenigen Determinanten, 

welche die beiden letzten Vertikalreihen enthalten. Darum verschwin- 

den aber noch nicht alle Gleichungen des Systems. Es muss also die 
letzte Gleichung (7) noch hinzutreten. Dem System der Gleichungen 

(7) wiederum gehéren noch die Lésungen von: 

S(q— 2); =0 
S(12...q¢—3), <0 

an, welche den Gleichungen (6) nicht allen geniigen. Man erhiilt so 

endlich: 

(8) (1... q@)3=[(L---¢—1);@—2, a—1, Ws] 
—|(l...¢@— 2), @—2, ¢—1)3] + [C.- - - @ — 3)3 (@ — 2)s)5 
Diese Formel, welche eine Zuriickfiihrung héherér Systeme auf 

niedere enthiilt, wird illusorisch, wenn (1... q — 3), = 0 nicht mehr 

q¢ — 5 Gleichungen repriisentirt. Die Formel (8) gilt demnach nur 

fiir q > 5. 

Fiir g = 2 hat man ein stehendes Rechteck, welches auf den Fall 
mit dem Index 2 fiihrt, 

Fiir g = 3 erhilt man eine einfache Determinante. 

Der Fall ¢ = 4 wird nach der Formel: 

(8) (1234), = (123), 234),] — 23), 

behandelt. 

q¢ =5 nach der leicht zu beweisenden Formel: 


(8") (12345), = [(1234), (3.45), — (1.23), (34),] + @)s. 
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3. Es erfordert nur eine Wiederholung dieser einfachen Betrach- 
tungen, um fiir den allgemeinen Fall die Formel zu erhalten: 


(1... ge = [(L---d—I pe (Q—F 41, g—K+ 2, ... Qa] — 
—([l..-.¢—2k @—k+4 1, q—k+2,...¢—1Ue] + 
(9) + [(l---¢—-3) (@—K+1, g—k +2,...q —2)] — 


+ [1.9 — ke (—k + Ip). 

Diese Formel liefert die Zahl der gemeinsamen Lisungen desjenigen 
Systems von Gleichungen, welches durch Nullsetzen der Determinanten 
des Systems (2) entsteht, ausgedriickt durch die Zahl der Lisungen fiir 
niedere Systeme, d. h. solche, fiir welche entweder k oder q einen klei- 
neren Werth besitat. 

Die Formel (9) wird illusorisch, wenn das System S(1...q — kh) 
weniger Vertikal- als Horizontalreihen besitzt. Dieselbe gilt also nur, 
so lange 

q—k>k—1 
ist. Wenn dagegen: g —k<k — 1, so reducirt sich das System ent- 
weder auf ein aufrechtstehendes Rechteck, fiihrt also auf einen Fall, 
den wir zu den niederen rechnen; dies geschieht, wenn: 
k>q>1 
ist. Wenn aber: 
k+1<q<2k—1 
ist, so tritt, wie man ohne Miihe erkennt, an Stelle der Formel (9) 
die folgende, welche nach Analogie von (4°), (8*), (8") gebildet werden 
kann: 

(12... ge—= [(12...g —Ie (GQ—k +1, q—k+2,... 9] — 

— [12 ...g— 2) (@Q—k4+ 1, g@—h+2,...q—1] + 
(9*) a Se a 

4 (12... (Q—k+1, a—K+2,... +1] F 

+(q—k+1, q—k+2,... kp, 
wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 
q — k ungerade oder gerade ist. 

Die fernere Ausfiihrung der Formeln (9), (9*) erfordert die Be- 
stimmung der Werthe der eckigen Klammern aus den darin vor- 
kommenden runden. Es liegt nahe, in dieser Absicht fiir die Letz- 
teren wieder eckige einzufiihren.*) Auf diese Weise werden allmihlich 
von einander unabhiingige Gleichungen an die Stelle der iibervollstin- 
digen Gleichungssysteme gesetzt; dieselben treten schliesslich gruppen- 





*) So ist z. B. (8>): [(1234), (345),] = [(123), (234), (345),] — [(23), (345),], 
wo nun weiter fiir (23), der Werth einzusetzen ist. 
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weise zu je g —k- 1 auf und es eriibrigt bloss noch die bekannten 
Regeln iiber Elimination aus einer Gruppe von Gleichungen anzu- 
wenden. j 

Diese Operation kann indess in vielen Fillen vereinfacht werden 
durch successive Anwendung eines Satzes, der die Werthe der eckigen 
Klammern direct aus denen der darin vorkommenden runden zusammen- 
setzen lehrt und somit einen héheren Fall auf niedere zuriickfiihrt. 

Man muss dabei zwischen folgenden beiden Fillen unterscheiden: 


1. Die Elemente der Matrix werden mit Riicksicht auf ihre Di- 
mension in Bezug auf alle in den Gleichungen auftretenden Variabeln 
betrachtet. Sind a, 6 die Werthe der beiden runden Klammern, die 
in einer eckigen auftreten, so ist der Werth der eckigen: 


[«, BJ =a.B. 

Man beweist dies durch ein Verfahren, welches dem in den folgenden 
beiden §§. eingehaltenen analog ist. Da dieser Fall indess bereits 
anderweitig behandelt worden ist, so beschiiftigen wir uns in der 
Folge vorzugsweise mit dem 

2. Fall. Die Elemente werden mit Riicksicht auf den Grad in 
den einzelnen Variabeln betrachtet. Wie man alsdann aus den Werthen 
der runden Klammern, die im allgemeinen Falle nicht durch einzelne 
Zahlen, sondern Gruppen von solchen reprisentirt werden, die eckigen 
findet, lehrt der Satz des § 3. Wir wollen diesen Satz im Folgenden 
mit grésserer Ausfiihrlichkeit, als dies fiir den vorliegenden Fall néthig 
wiire, begriinden, um die allgemeinere Bedeutung desselben erkennen 
zu lassen. 


- 


§ 2. 


Die Theorie der Elimination aus algebraischen Gleichungen ist 
vorzugsweise entwickelt fiir solche Gleichungen, welche, wie die Glei- 
chung einer allgemeinen Curve, Filiiche n'** Ordnung etc. dann fiir 
allgemein gerechnet werden, wenn alle Terme von der mn‘ und allen 
niederen Dimensionen mit von einander unabhingigen Coefficienten 
vorhanden sind. Im Nachfolgenden wird nun eine Gleichung nicht 
mit Riicksicht auf ihre Dimension, sondern auf den Grad in den ein- 
zelnen Variabeln betrachtet. Wir sagen, eine Gleichung mit @ Varia- 
beln 2, %,...% , welche in 2, von der Ordnung p,, in x von 
der Ordnung p,, ... in %g von der Ordnung p, ist, sei allgemein, 
wenn in derselben jeder Term von der Form: 

i 


ad - cree xf (i, SP, ty [Poy «++ tg < Po) 


1 


mit einem beliebigen Coefficienten behaftet auftritt. Ueber die Elimi- 
nation aus einem System von Gleichungen der erwiihnten Art mégen 
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zunichst einige allgemeine Betrachtungen als Grundlage fiir das Fol- 
gende vorausgeschickt werden. 

Wenn man aus zwei Gleichungen m= 0 und n= 0, welche in 
Bezug auf die Variabeln x, bez. vom Grad m, und ,, in Bezug auf 
“%, vom Grad m, und m, sind, eine der Variabeln eliminirt, so ist be- 
kanntlich die Resultante in Bezug auf die andere vom Grad 


M,N, + M, Mz. 
Mit Riicksicht auf die determinanten-fhnliche Form dieses Ausdrucks 
(nur dass beide Glieder positiv sind) mége derselbe durch: 
Mm, Ms 
N, Ny 
oder kurzweg durch X + m,n”, bezeichnet werden. 
Sind drei Gleichungen m = 0, n = 0, p=O gegeben, welche in 
Bezug auf drei Variable 2,, 2,, 2, bez. von den Geraden: 
Mm, My Ms 
My Ny Nz 
Pi Pr Ps 
sind, so ist, wie gleich bewiesen werden soll, der Grad der Resultante 
in Bezug auf die nicht eliminirte Variable: 


(10°) p, (m,n; + m, ms) + p, (mzn, + m3 m,) + ps (mR, + NyM,); 
ein Ausdruck, welchen man wieder mit Riicksicht auf die determi- 
nanten-iihnliche Form — nur dass alle Glieder positiv sind — durch: 
2+ mM, Ny Ps 

darstellen kann. Man bildet nimlich die Resultante, indem man aus 
zweien der gegebenen Gleichungen, z. B. aus m =O und n —0 alle 
Werthepaare 22, 23; 22, 73; .... welche zu einem gegebenen 2, ge- 
héren, an der Zahl m,n, + »,m,, sich berechnet vorstellt, dieselben 
in die dritte Gleichung p = 0 der Reihe nach eingesetzt und das Pro- 
dukt TT der so entstandenen gebildet annimmt. Dieses Produkt TT ist 
eine symmetrische Function jener Werthepaare und demnach durch 
die Coefficienten von m=O und n=O, welche noch 2, enthalten, 
rational darstellbar. Insofern x, explicite auftritt, ist der Grad des 
Produktes = p, (m,n, + »,m,;). Indess kommt 2, auch noch implicite 
in jenen symmetrischen Functionen vor. Man driickt dieselben, wie 
xy” a3! + ay” as? + .----, durch die Coefficienten von m und » in ihn- 
licher Weise aus, wie dies Poisson fiir die allgemeinen Gleichungen 
von gegebener Dimension gethan hat.*) Man fiige den zwei Gleichun- 
gen m=O, n = 0 hina: 


ee t=dAx,+ ua. 


*) Journal de Vécole polyt. Cah. 11. 8. auch Serret, Handbuch der Al- 
gebra, deutsch:von Wertheim. Bd. I, 8. 476 (§ 266.). 
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Durch Elimination von ~, und x, aus denselben entsteht eine Gleichung, 
welche fiir ¢, 24, w homogen und vom Grad m,n, ++ n,m, ist. Dieselbe 
ist fiir 2, vom Grad tn, (the + ms) +” 1 (Mey + m;) und besitzt in oe 
auf ¢ die Wurzeln Any + way; Ax,"+ wx,’; ete. Weil aber fiir 4 = 

u = 0 der Grad in 2, = m,n, + m,m, sein muss, ebenso fiir 4 = . 
u =1 der Grad in «, = m,n, + ”,m,, So muss in jener Gleichung 
fiir ¢ der Factor der héchsten Potenz von ¢ in 2 Factoren, je von 
diesen Graden, zerfallen, und in den iibrigen Gliedern die Coefficienten 
der Potenzen von 4 und die der Potenzen von uw je durch den einen 
dieser Factoren theilbar sein. 


Die Gestalt dieser Gleichung ist demnach die folgende: 
Rt is tee On = 0 
a 


l ‘i 
wog, = 4-7" + u- i 3 =A. 2 +4: ; Ae Zz ck} ; ete. und die 
My, @, @y,.. von der Ordnung m,n, + na die b,, 6,, b,,... von 
der Ordnung m,n, + n,m, endlich die ¢,.... von der Ordnung 
am, (My ++ 23) ++ m, (m, -+ my) sind. 

Bei der Berechnung der symmetrischen Functionen: 
Sq = (Aare! + way’)® + (AB,"+4 war”) + - 
der Wurzeln der obigen Gleichung in ¢ mittelst der Newton’schen 
Formeln sind, wie ein Blick auf dieselben: 


ar =| 
= O° — 2Q, 
"$= — 03 + 30,0 —3e, 
S.= 0 — 40,°e +.40:0; + 20.7 — 40, 


lehrt, fiir den Grad in z, immer nur diejenigen Glieder massgebend, 
welche g, und g, allein enthalten. Diese sind fiir sg: 9,%, 9,*—?. @., 
0,*—*@,”, ete. Denkt man sich diese Glieder nach Potenzen und Pro- 
ducten von 4 und w geordnet, so erkennt man, dass z. B. der Coef- 
ficient von 4*u*—* in der Entwicklung von s,, niimlich: 


, 4, ” Fis 
Hy * Ly *—*  y"* oy FF eee, 


nachdem derselbe mit a,* b,*—* multiplicirt ist, vom Grad: 


% (Mm, M3 + MMs) + (% — x) (m,n, + M, My) 


ist. Da nun in der Gleichung pO, x, bis zur Potenz p,, 2; bis 
zur Potenz p, vorkommt, so ist hiernach klar, dass durch die sym- 


metrischen Functionen der Wurzelpaare x,, x, der Gleichungen m = 0, 
Mathematische Annalen. V. 25 
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n = 0, welche in dem oben erwihnten Produkt TT auftreten, nachdem 
dasselbe mit dem Factor a,” b,” multiplicirt worden ist, der Grad 
desselben in Bezug auf 2, um: 


Py (my Ms + 0, Ms) + ps (me, My + M, My) 

erhéht wird. Somit ist der Ausdruck (10°) der Gesammtgrad in 2, 
w. z. b. w. 

* Man dehnt dieses Raisonnement ohne Schwierigkeit auf den Fall 
von vier und mehr Gleichungen m= 0, n= 0, p=0, q=0,.... 
mit je ebensoviel Variabeln aus, indem man die Gleichungen eine nach 
der andereu hinzunimmt. Immer wird die Zahl der gemeinsamen Lé- 
sungen dargestellt durch einen Ausdruck X + m,n, p,q, ..., welchen 
man aus der Determinante X +- m,n, p,q,... entstehen lassen kann, 
indem man in dieser allen negativen Gliedern positives Vorzeichen giebt. 
Fiir einen solchen Ausdruck gelten beziiglich der Anordnung nach 
den Elementen von einer, zwei u. s. w. Reihen dieselben Siitze, welche 
fiir die entsprechende Determinante gelten. Hat man z. B. 4 Glei- 
chungen m = 0, n= 0, p= 0, q = 0 mit 4 Variabeln z,, x, 2, 2, 

und sind die Gradzahlen bez. die folgenden: . 


My, My Ms, My 
%, 2, My, 2, 
Pi Po Ps Pr 
1 G2 Is Us) 


so hat man nach der oben eingefiihrten Bezeichnung fiir den Grad 
der Endgleichung: 


XH Mm, N Py q, = Xm, M,Z 3d, ZH my Ms - E+ Pd, + 
tees PEF my, P+ MH; 

welche Zerlegung der Anordnung der entsprechenden Deterntinante 

nach den Elementen der beiden ersten Horizontalreihen entspricht. 


Die Identitiit (10°) enthilt einen Satz, Mit Hilfe der Gleichungen 
m = 0, n = 0 lisst sich niimlich durch Elimination von je einer 


(10°) 


4-3 11° . 
1.3 = 5 Gleichungen bilden, 


welches iibervollstiindig und nur 2 Gleichungen iiquivalent ist. Der 
Grad derjenigen Gleichung, welche durch Elimination von 2; entstanden 
ist, in Bezug auf 2, ist = X + m;n,. Man kann entsprechend aus den 
2 letzten Gleichungen ein System von gleichfalls 6 Gleichungen in je 
2 Variabeln bilden. Die Grade werden durch & + p,q dargestellt, 
und lassen sich je denen der ersten Gleichungen in derselben Weise 
zuordnen, wie Unterdeterminanten ihren complementiiren. Der Grad 
der Resultante aller Gleichungen setzt sich also zusammen aus den Graden 


Variabeln ein ,,resultirendes “‘ System von 
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der resultirenden Systeme der beiden Gruppen, indem man die einander 
zugeordneten Grade mit einander multiplicirt und die Summe bildet. 
Wenn die einzelnen Grade = + m,n, alle einander gleich , etwa = a 
sind (wie dies eintritt, wenn die Gleichungen m und m in jeder der 
Variabeln von demselben Grade sind), ebenso die Grade £ + p;q alle 
gleich B, so ist der Grad der Resultante: 
4-3 
a ae 
Allgemein, fiir @ Variabele und ebensoviele Gleichungen, die in 2 Gruppen 
von x und g — x eingetheilt sind, ist der Grad der Resultante aller 


Gleichungen : 
= (°) -aB, 


wenn «@ der Grad ist, bis zu welchem die Variabeln in jeder der Glei- 
chungen des resultirenden (Kliminations-) Systems der einen, 6 der 
Grad, bis zu welchem die der anderen Gruppe ansteigen. 

Diese Bemerkungen gewiihren, wie nun gezeigt werden soll, unter 
Umstiinden eine grosse Erleichterung bei der Aufstellung des Grades 
der Resultante von 2 Systemen von Gleichungen, welche einer ge- 
ringeren Anzahl von Gleichungen iiquivalent sind. 


§ 3. 

Es giebt Systeme von Gleichungen, welche in vielen Kigenschaften 
mit den im vorstehenden § erwiihnten resultirenden iibervollstiindigen 
Systemen iibereinstimmen, ohne dass dieselben, wie diese, einem ein- 
zigen System von Gleichungen, welche gegenseitig von einander un- 
abhiingig sind (wir wollen ein solches im Gegensatz zum ,, resultirenden “ 
System ein ,,Ursystem‘ nennen), ihren Ursprung verdanken, sondern 
aus der Combination von mehreren Ursystemen entstanden ist*). 


*) Setzt man beispielsweise die Determinanten der folgenden Matrix gleich 
Nall: 

| Gy Gy ay ay || 

A=| 6: Bebb | 

i 1 Ye ¥s Ya | 


(wo die w;, B;, y; Functionen von a; (¢ = 1..4) je vom Grad g; sind), nach- 
dem man dieselben je auf die entsprechende Potenz erhoben: 2 -+ a, B,y3 auf die Po- 
tenz g,, © + «,B.y, auf die Potenz g;, u.s.f., so kann man wegen ihrer Bildungs- 
weise diese 4 Gleichungen (deren jede nur 3 von den 4 Variabeln enthalt) wieder 
ein ,,resultirendes‘ System U, welches zweien Gleichungen iiquivalent ist, nennen, 
Der Grad derjenigen Gleichung, in welcher «, nicht vorkommt, in Bezug auf 2, 
ist gleich dem Grad derjenigen, in welcher , uicht vorkommt, in Bezug auf 2, 
25* 
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« 
Sei nun ein derartiges ,,resultirendes“ System U von (o,) Glei- 
chungen mit @ Variabeln, welches x Gleichungen fiquivalent und durch 
eine Anzahl von ,,Ursystemen“‘ ersetzbar ist, gegeben; d. h. ein Sy- 
































stem von (°) Gleichungen , von welchen nur x von einander unabhiingig 


sind, deren jede nur g—x-+ 1 von den @ Variabeln enthilt, und 
welche sich aus einer Anzahl von Systemen s‘s”.... mit je x von 
einander unabhiingigen Gleichungen (,,Ursysteme“‘) dadurch zusammen- 
setzen lassen, dass man das zu jedem der Systeme s’, s”, ... gehdrige 
resultirende Gleichungssystem durch Elimination von x — 1 Variabeln 
herstellt, und je diejenigen Gleichungen dieser Systeme, welche dieselben 
Variabeln besitzen, mit einander multiplicirt (bez. je nach der Art der 
Zusammensetzung dividirt, indess ohne dass hierbei gebrochene Func- 
tionen entstehen). Die so gebildeten Gleichungen sind diejenigen von 
U. Die Gradzahlen U,, U,,....U ey welche ausdriicken, wieviele 
x 


Werthsysteme je von x Variabeln zu angenommenen Werthsystemen 
der @ — x iibrigen gehéren, lassen sich alsdann aus den entsprechenden 


niimlich: (12) = 9; g,. Diese Zahl giebt an, wieviele Werthepaare 2, 2, zu einem 
gegebenen Paar x,x, gehéren. Allgemein ist die Gradzahl (ik) = g; g,. 

Bekanntlich ist dieses System U nicht durch ein einzelnes Ur-System von 
2 Gleichungen ersetzbar, sondern durch folgende 3 Systeme: 


S +--+ Stay Bey, = 0; 2+ a By yy = 0 
s’ -+++ D+ ay Be == Q; Stay =0 
BP ais sk a == 0; Qe =0, 


aus welchen man die Gleichungen des obigen Systems U dadurch zusammensetzen 
kann, dass man die resultirenden Systeme zu s’ ss” bildet und je die entspre- 
chenden von s’ und s” maltiplicirt und durch diejenigen von s” dividirt. Die Grad- 
zahlen der Systeme s' s”s”’ lassen sich durch folgendes Schema darstellen: 


ji G2 9s 9 
hh G29 Os 
s” 9929 0 
1 929 0 
” 9,900 


0 99 0 


aus welchen man die Gradzahlen (ik) des gegebenen ,,resultirenden“’ Systems 
findet, indem man die Gradzahlen von s und s” addirt, und hiervon die von s” 
subtrahirt. In der That erhiilt man: 


(12) = 29 J2 — 291 Jo + G2 = Ii Ge 
(13)= fgs— 9 + 0 =—HGs 


(34) = g9— 9 + 0 —GK. 
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Geadeniiiom 6, , 655.00 0<& ote posers ete. der Systeme s’, s”,.... 
durch Addition bez. Subtraction zusammensetzen: 


U; = & . 8, +e". 3,+---- 


wo die ¢ = -+ 1 sind. Diejenigen Factoren der einzelnen Gleichungen 
des Systems U, welche zu demselben Gleichungssystem (z. B. s’) ge- 
héren, bleiben offenbar auch in dem System U noch einander derart 
zugeordnet, dass, wenn dasselbe durch irgend ein Lésungssystem 
(worunter @ — x willkiirlich angenommene Variable) erfiillt wird, 
dies nur dadurch geschieht, dass eines der urspriinglichen Systeme 
ss”... erfiillt wird. 

Ferner sei zur Ergiinzung ein System S von 9g — x von einander 
unabhiingigen Gleichungen zwischen denselben @ Variabeln gegeben, 
. mit den Gradzahlen S,S,.... 8 (ey wo die Indices die ,, Zugehérig- 
keit“* dieser Zahlen zu den U; (sowie den ¢;, s;", ..-.) andeuten 
mégen, so zwar, dass wenn z B. U; (bez. s;, s;’,...) die Zahl der 
Werthepaare z,, 7... 2, angiebt, welche bei angenommenem Werth- 
system fiir %41, Ux42, --+ % die Gleichungen U (bez. s‘, s”, ....) 
erfiillen , dass dann S; die Zahl der die Gleichungen S bei angenommenem 
Werthsystem x,... %, befriedigenden Werthsysteme 2,41, ...~. % 
. bedeutet. 

Alsdann ist nach § 2. die Anzahl [S, s’] der Werthsysteme, welche 
gleichzeitig die beiden Ursysteme S und s’ erfiillen: 

[S, s'] = 8,5,’ + 8,8, --- 5(e)°(e) 


} 
x 


i 


| man hat ebenso: 
IS, S]= Say" Sym" ++ Be 


a. of. 


re 


Nun setzen sich aber diejenigen Lisungen, welche gleichzeitig S und 
U befriedigen, offenbar aus derjenigen zusammen, welche S und je 
eines der Systeme s’, s’, .... erfiillen. Denn das Eliminationsresultat 
aus S und einem System, welches wie U aus Gleichungen, die in 
Factoren zerfallen, besteht, wird gebildet, indem man das Produkt 
der Resultanten aus S und den einzelnen Factoren aufstellt. Von 
diesen liefern aber, weil U ein iibervollstiindiges System ist, nur die- 
jenigen wirkliche Resultanten, welche aus Factoren, die einem und 
demselben System s entsprechen, gebildet sind. Die Gradzahlen dieser 
Resultanten addiren sich und man hat als Zahl der gemeinsamen Lé- 
sungen von U und 8S: 


[S, U] = [S, 8] +6" [S, s"]+---- 
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oder endlich durch Einsetzung der Werthe: 
[S, UJ) =8,U,+ 8,U,+-- 


“ 


--8 : 

() () 
Diese Formel, welche derjenigen fiir den Grad cer Resultante aus 
2 Ursystemen durchaus entspricht, gestaltet die Berechnung des Grades 
der Resultante des Ursystems S und des resultirenden U ohne den 
Recurs auf die Gradzahlen der einzelnen Systeme s', s’... nothig zu 
machen. Tritt endlich auch an Stelle von S ein resultirendes System 
V mit den Gradzahlen V,, V,... "rey iiquivalent @ — x Gleichungen 


und von demselben Charakter wie U, welches also wieder ersetzbar 
ist durch eine Anzahl von Systemen o’, o', .... je mit lauter unab- 
hiingigen Gleichungen, so lasst sich das obige Verfahren von U gegen- 
iiber S auf jedes einzelne System o iibertragen, und man erhilt auf 
demselben Weg wie oben: 


[U, VJ = U,V, + U,V,+--- Ui. Ve: 
({) (2) 

Hat man also fiir @ Variable irgend zwei iibervollstindige ,,resul- 
tirende* (s. oben) Gleichungssysteme U und V gegeben,.das erstere 
diquivalent x, das letetere @ — x Gleichungen, deren jedes auf’ eine’ An- 
zahl von Systemen mit von einander unabhiingigen Gleichungen (Ur- 
systemen) zuriickgefiihrt werden kann, so bildet man den Ausdruck fiir 
die Anzahl der beide Systeme befriedigenden Werthsysteme der Variabeln, 
indem man je die zu einander zugehirigen Gradzahlen von U und V 


multiplicirt und diese (°) Produkte addirt. 


Fiir den Fall, dass diese Gradzahlen in dem System U alle = ea, 
in V alle = @ sind, hat man fiir jene Anzahl: 


(10) [«, 6] =(%) «6. 


Wenn es sich um die wirkliche Bildung der Resultante handelte, so 
wire ein Recurs auf die einzelnen Ursysteme s‘, s”, ... 6, 6”, .... 
(zum mindesten auf eines derselben) nicht zu umgehen. Wir haben 
oben ein (wenn auch sehr langwieriges) Verfahren angegeben, mit 
dessen Hilfe man die Resultante je aus einem s und einem 6 erhiilt. 
Aus den so gebildeten Resultanten setzt sich die Resultante von U 
und V durch Multiplication (bez. Division) in der friiher besprochenen 
Weise zusammen. 


Beispiel. Setzt man die einzelnen Determinanten der beiden 
folgenden Systeme: 
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a, B, y, 9; | a, b, ¢ | 
ty By Yo Os | (Ay by Cy 
A= a,6,7;9; , D='| abe |) 
aw, By yy 9, a, b, ey | 
a; Bs 5 9, | | as bs Cs | 





(wo @;, Bi, yi, 0; und a;, b;, ¢; ganze Functionen allein je von x;, jene 
vom Grad g, diese vom Grad / sind (¢ = |, 2,...5)), nachdem man 
diejenigen von A auf die Potenz g, diejenigen von D auf die Potenz 
{? erhoben hat, gleich Null, so erhalt man zwei resultirende iibervoll- 
stiindige Systeme, welche beide durch eine Anzahl von Ursystemen 
ersetzbar sind (s. d. letzte Note). Die Gradzahlen @ des einen sind 
alle = g*, die des anderen B = f*. Nach (10) giebt es: 


[e, BJ = P39? 


Werthsysteme der Variabelen, welche alle Determinanten von A und 
D gleichzeitig zum Verschwinden bringen. 

Wenn insbesondere in A die Horizontalreihen unter einander nur 
in Bezug auf die Variabeln verschieden sind, die entsprechenden Ele- 
mente in den Constanten aber iibereinstimmen, so ist jede Deter- 
minante durch 6 von den Differenzen x, — %,, % — %, ... %, — Qs 
theilbar. In diesem Fall besteht das resultirende System aus diesen 
auf die (g — 4) Potenz erhobenen dividirten Determinanten, fiir 
welche somit die Gradzahlen a = (g — 3) (g — 4) sind. 

Besitzt das System D die gleiche Eigenschaft, dass die Deter- 
minanten durch eine Anzahl (3) jener Differenzen theilbar sind, so 
sind die Gradzahlen B des resultirenden Systems = (f-—2) (f—3) (f—4). 
Da aber die Systeme fortfahren, durch eine Anzahl von Ursystemen 
ersetzbar zu sein, so ist in diesem Falle die Anzahl der gemeinsamen 
Lésungssysteme nach (10): 


[e, B) = 3-5 (9 —3) (9 —4) F—2) F—3) F—4)3 


von denselben sind endlich noch je 5! = 120 einander gleich, weil 
die Variabeln symmetrisch auftreten. 


§ 4. 


Mit Hilfe des im vorigen § aufgestellten Satzes kann man nun 
die Werthe der eckigen Klammern in den Formeln (9), (9*) auch fiir 
den zweiten der § 1. (a. E.) aufgefiihrten Fille selbst bei unregel- 
missigem Vorkommen der Variabeln in den einzelnen Determinanten 
der Matrix (2) berechnen. 
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Wir wollen im Folgenden diese Rechnung fiir den Fall eines 
symmetrischen Auftretens der Variabeln durchfiihren. Gegeben sei 
das System von Gleichungen: 


P (Ay) Po (4) - + © Pete (A) 
(11) | #1 (42) Pe (42) + + + Pepi (Ay) =0, 


M1 (Ax) Po (4x) - + + Peri (Ar) 
wo die g; alle ganze Functionen m'* Grades je der eingeklammerten 
Variabeln sind. 

Den verschiedenen Werthen von 7 entsprechen verschiedene Glei- 
chungssysteme, welche alle diejenigen Eigenschaften besitzen, welche 
die Anwendung der § 3. gegebenen Formel (10) voraussetzt. 

Man nehme in (11) zunichst i< 0 an und setze fiir kurze Zeit 
i+k=?. Das entsprechende System von Gleichungen enthalt, wenn 
i > 1 ist, mehr Variable als von einander unabhiingige Gleichungen. 
Man nehme i — 1 derselben als Constante an, so besteht fiir jede der 
Uebrigen eine (und zwar dieselbe) Gleichung vom n'" Grad, welche 
indess * — 1 Wurzeln besitzt, die mit den constant Gesetzten tiber- 
einstimmen. Schliesst man hier wie in der Folge alle Werthsysteme 
aus, in welchen Paare von gleichen Werthen verschiedener Variabeln 
auftreten, so sind die noch iibrigen m—i-+1 Wurzeln zu je k—i+1 
zu combiniren (es muss also, wenn die Aufgabe Lisungen besitzen 
soll, m >k sein). Dies liefert: 


(m — v4 1)--+-(m—k-+1) 





of Seereg (k—a +1) 
—: (m — k + 1) (m—k-+ 2) ---- (m—k—i+1) 
(12) ceva mre _ 


verschiedene Lésungssysteme der Gleichungen (11) fiir den Fall, dass 
i negativ ist. 

Der grésste positive Werth, den i in (11) annehmen kann, ist 
i = k — 1, wenn nicht mehr von einander unabhiingige Gleichungen 
entstehen sollen, als Variable vorhanden sind. Das q der Formeln 
(9), (9°) wird alsdann = 2/4 — 1, woraus hervorgeht, dass, wenn fiir 
den Fall: 

k—1>i>0 

die Formel (9°) allein Anwendung findet. Da in dem vorliegenden 
Fall ein auf die Formeln influirender Unterschied zwischen den ein- 
zelnen Determinanten des Systems (11) nicht angenommen wird, alle 
vielmehr in Bezug auf das Vorkommen der Variabeln von derselben 
Form sind, so kann man, indem man mit (gq), die Zahl der Lésungen 
eines Systems von gq Vertikalreihen und & Horizontalreihen bezeichnet, 
den Formeln (9*) die folgende Gestalt geben: 
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[a —- Va el — [(@—2)e &— De] + [(— 3) GF —2)2] — +> 
“+ [2k —9g+ 1k) + Ck—4), 

wo das obere oder untere Vorzeichen zu benutzen ist, jenachdem g — k 

ungerade oder gerade ist; oder endlich, indem man ¢ = k + i setzt, 

und die Reihenfolge rechts umgekehrt: 


(13) (ki) = (hia [ee — t+ Val [G+ De —t +2]: 
eee [i= Dek — Da] + [E+E — Ie Mal. 

Die Werthe (k — i), (kh —i+1)z, ...-- (x bestimmen sich aus 

Formel (12), welcher man, indem man 


(Qk = 


(14) m—k+1=M 
setzt, folgende Gestalt geben kann: 

psd ss 2 Sh (M+) 
(15) (k— jh = ne 
wo j = —i von 0 bis k—1 Ps 


Setzt man der Reihe nach fir i —2, 3, .... die Werthe der 
Formel (14) in (13) ein, so erhilt man unter Beriicksichtigung der 
unten nachfolgenden Bemerkungen : 


k=2; (2),—m—1; (2);= = fa eS, 


} 


ken3 : (3),—=m—2; (4), <== _ Ke (m —- _— -s. (5)5= (m — 2) A = je (m — —_ 4), : 


k=4; (4),—m—3; 6) —= se 9, ete. 


1-2 
Man erkennt hieraus sofort das Bildungsgesetz; allgemein ist die Zahl 
der Lisungssysteme der Gleichungen (11) fiir den Fall, dass i positiv 
ist und Kleiner als k: 
(m —k+1)(m—k)----- m—k—i+1) 
(16) & +) SHEEN MB eat). 
Die Uebereinstimmung dieser Formel mit der (12), bei augenschein- 
lich grosser Verschiedenheit der Probleme fiir die beiden Fille: « po- 
sitiv und negativ, ist bemerkenswerth. Man kann‘ dieselbe mit Riick- 
sicht auf (14) in die Gestalt bringen: 
M(M—1 M—i 

(17) k+ih = eS ,, 
welche die Uebereinstimmung mit der entsprechenden Formel (15) noch 
deutlicher zeigt. 

Den Beweis der Formel (17) fahren wir durch den Schluss von 
i — 1 auf i fiir einen allgemeinen Werth von &. Da die Richtigkeit 
von (17) fiir den einfachsten Fall i = 0 unmittelbar einleuchtet, so 
gilt dieselbe alsdann allgemein. 

Sei (17) fiir alle Werthe von 7:0, 1, ... i— 1 bewiesen. Die 
Formel (15) gilt, wie oben gezeigt, allgemein. Mit Hilfe der bekannten 


















































394 A. Britt. 


Fille 0, 1, ... ¢— 1 und (15) kann man nach den Regeln des § 3. 
(siehe insbes, das Beispiel) die rechte Seite von (13) vollstiindig ent- 
wickeln. Es darf hierbei nicht ausser Acht gelassen werden, dass in den 
Formeln fiir (& + j), und (k — Jj), in (15) und (17) nur solche Lésungs- 
systeme zihlen, welche von einander verschieden sind, wihrend die 
Formel (13) mit Riicksicht auf alle Lésungssysteme, also auch die 
wegen des symmetrischen Vorkommens der Variabeln unter einander 
gleichen Lésungssysteme aufgestellt ist. Man hat also je das 1.2...(j+-1) 
fache jener Werthe bei der Einsetzung in (13) zu nehmen. Bei der 
Berechnung der eckigen Klammern aus der runden kommt F. (10) (§ 3.) 
in Anwendung. Dabei ist zu bemerken, dass fiir alle Glieder der 
rechten Seite von (17) die Zahl 9 =i-+ 1 ist. Man erhilt auf diese 
Weise: ' 

(1.2.3....(é+1)).(K+i,p= + M. (M+ 1) (M + 2) ... (M+) 


ot! wm (M+1) ...(M4i-1) 
eet M.(M—1) M ... (M+i—2) 


pene G=E+D y M.(M —k+1)(M—k+2)...(M+i-k) 


(18) KE =i). 
1 —k+1 , 
= E> a \mM.(M—k) (M—k-+1)...(M+i—k-1) 
(pa .(M—i+2)(M—i+})...(M+)) 
+ 'w.w—it+n(M—-) OM, 
wo das obere oder anes Vorzeichen zu benutzen ist, jenachdem 7% 
gerade oder ungerade ist. Ich behaupte nun: die Summe der k + 2 
ersten Glieder der rechten Seite dieser Formel betrigt: 
Peps =(— 1-H §O DCD yk — 1) (M—B)... (M+ i—k—}). 


(k + 1) k- 
Man erkennt sofort, dass dine fir k = 0 stattfindet. Gesetzt, die 
Formel wiire bewiesen fiir k = 0, 1,.... (k-+ 1), so wird der Be- 
weis fiir k + 2 gefiihrt, indem man zu p,41 das (k + 2) Glied der 
rechten Seite von (18) zufiigt. Man erhilt fast ohne Rechnung den 
oben fiir p,42 angeschriebenen Werth. Hieraus folgt aber, dass: 


(1.2.3....@@+1) (+i: =pi41=— U(M—1)....(M—id), 
was zu beweisen war. Wenn man von (18) diese Gleichung abzieht, 
erhalt man Identititen zwischen den Binomialcoefficienten. 
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§ 5. 
Anwendung auf Geometric. 


Das Gleichungssystem (11) besitzt ein geometrisches Interesse. 
Sei ein Biischel von Curven m'** Ordnung in den Variabeln 4, uw mit 
k + ¢ linear und homogen auftretenden Parametern gegeben: 


Lapi(d, w) = &, H(A, w) + @y Qo (A, W) + ----> Oy 4 Pe+ i(A, w) =O. 
Jede Curve desselben hat mit der geraden Linie: 
u=0 


m Schnittpunkte gemeinsam. Nimmt man von diesen k — i — 1 
(m > k) auf der Geraden willkiirlich an (¢< /— 1), so kann man 
fragen, ob man zu diesen noch andere i Punkte auf der Geraden finden 
kann, so dass alle Curven des Biischels 2a@;m; = 0, welche durch jene 
k — 1 Punkte gehn, sich in noch einem weiteren (k'*") Punkt der Ge- 
raden schneiden. In analytische Form gekleidet fiihrt diese Frage, 
wie man sofort erkennt, auf das Gleichungssystem (11), fiir welches 
die Zahl der Lésungen durch (16) bestimmt ist. 
Man kann also auf: 


, ° m —k-+- 1) (m—k-+2)----(m—k—i+1) 
(16) (k++ i, = S—Ft a eee 5 + 
verschiedene Weisen auf einer Geraden je i Punkte finden, welche mit 
k —i— 1 gegebenen auf der Geraden (i << k— 1) ein solches System 
von Punkten bilden, dass alle Curven eines gegebenen Biischels von Cur- 
ven m'* Ordnung (m > 2k) mit k + i— 1 freien Bestimmungsstiicken, 
welche durch dieselben hindurchgehn, sich in noch einem weiteren (k'e) 
Punkt der Geraden schneiden. 

Man kann endlich noch der Formel eine Deutung in einer Geo- 
metrie von héheren Dimensionen geben, wenn man sich eines Princips*) 
bedient, das durch die Theorie der eindeutigen Transformationen seine 
Begriindung erfihrt, wonach jener Geraden in einem Raum von k-++-i—1 
Dimensionen ein lineares Gebilde vom Geschlecht Null entspricht, 
wenn man die Transformation mittelst der Formeln: 
(19) @.%=—@,(4, w), r=l,2,.... &+4) 
ausfiihrt, waihrend die Gleichung w = 0 besteht. Eine lineare Function 
der g, gleich Null gesetzt, entspricht alsdann einem ,,ebenen Raum “ 
von k + i—2 Dimensionen, und man hat durch Uebertragung den 
Satz: 

In einem ebenen Raum von k + i— 1 Dimensionen befinde sich 


*) Andere Anwendungen siehe: diese Annalen, Bd, III., 8. 459 und Bd. IV., 
8. 527. 












A. Britt. 





396 



























ein lineares Gebilde vom Geschlecht Null. Nimmt man auf demselben 
k—i—1 Punkte beliebig an, so kann man auf noch (k + i), (16) 
verschiedene Arten je i Punkte desselben finden, welche die Eigenschaft 
haben, dass alle chenen Réwme von k + i—-2 Dimensionen, welche 
durch diese und die beliebigen k —i-+- 1 Punkte gehen, in einem und 
demselben weiteren Punkt das Gebilde schneiden. 

‘ir k = 2, i = 1 erhalt man hieraus den bekannten Satz, dass die 
Zahl der Doppelpunkte einer Curve vom Geschlecht Null = eae") 
ist; k = 3, t= 1: dass die Zahl der durch einen gegebenen Punkt 
einer Raumcurve vom Geschlecht Null gehenden dreifach schneidenden 


(m — 2) (m - — - 3) 
2 


Sehnen = ist. Nimmt man fiir k + i =6 an, dass 


zwischen den die identische Relation: 


Pi» Py + 2+ Ds + Ps - Pe =O 
bestehe, so repriisentiren die Gleichungen (19) eine windschiefe Fliche 
m Ordnung vom Geschlecht Null. 
‘= 1. ~ Man nehme 3 Gerade der Fliche an, so lisst sich noch 
auf: 
(m — 5) (m — 4) 
1-2. 
verschiedene Arten je 1 Gerade der Fliiche finden, durch welche cine 
lineare Congruenz geht, die ausser dieser und den gegebenen 3 Geraden 
noch eine weitere (5'°) Gerade der windschiefen Fliche enthiilt. 
i=2. Man nehme eine Gerade der Fliiche an, so lassen sich 
noch auf: 
(m — 8) (m — 4) (m — 8) 
1-2-3 
verschiedene Arten je 2 Gerade der Filiiche finden, durch welche ein 
Hyperboloid geht, das ausser diesen und der gegebenen Geraden noch 
eine weitere (4'°) Gerade der windschiefen Fliiche ganz enthiilt. 


4. December 1871. 
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Preisaufgabe 
der Beneke’schen Stiftung fir das Jahr 1874. 


(Gestellt von der philosophischen Honorenfacultiit der Universitit Géttingen, 
April 1872.) 


Die Abhiingigkeit veriinderlicher Gréssen von einander, welche 
wir allgemein durch das Wort Function zu bezeichnen pflegen, ist 
fiir gewisse besondere Arten der Abhingigkeit bereits genauer unter- 
sucht worden. Insbesondere sind die periodischen Functionen in der 
Theorie der Abel’schen Functionen Gegenstand mathematischer Unter- 
suchung geworden. Aber auch unter diesen ist nur ein kleiner Theil, 
die sogenannten hyperelliptischen Functionen, so weit geférdert, dass 
man im Stande ist, zu wirklichen Darstellungen iiberzugehen. Es sind 
dies diejenigen Functionen, bei deren Untersuchung eine zweiblittrige 
Riemann’sche Fliche zu benutzen ist. Fiir einen wesentlichen Fort- 
schritt in dieser Richtung wiirde es daher zu halten sein, wenn die 
niichste Classe Abel’scher Functionen (p = 3) genauer untersucht 
und bis zur Méglichkeit wirklicher Darstellungen geférdert wiirde. 
Aber dies kann nicht ausgefiihrt werden, ohne dass die Theorie der 
ebenen Curven 4'** Ordnung nach den Principien der neuern Algebra 
in ihren Grundziigen vollendet werde. Es wird daher von der philo- 
sophischen Honorenfacultiit gewiinscht 


eine vollstiindige Behandlung der Theorie der Abel’schen 
Functionen fiir p = 3, in Zusammenhang mit der algebraischen 
Theorie der ebenen Curven 4'*" Ordnung. 


Bearbeitungen dieser Aufgabe sind bis zum 31. August 1874 dem 
Decan der philosophischen Facultét zu Gottingen in deutscher, latei- 
nischer, franzésischer oder englischer Sprache einzureichen. Jede ein- 
gesandte Arbeit muss mit einem Motto und mit einem versiegelten, 
den Namen und die Adresse des Verfassers enthaltenden Couvert, 
welches dasselbe Motto triigt, versehen sein. 
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fasser. 

















p sin pu _— 
h? + p* 


Von P. pu Bois-Reymonp in Frereure i. Br. 


Summation der Reihe mit dem Gliede 


Es sei: 


; {[(«) = Zep sin pu = 2 sin pu fe- ’@sin pode. 
0 


Durch Zerlegung findet man in bekannter Weise: 


wo 22 
. : . ee . 
e~'? sin podo = Jar Sin pode, 
“ U 
+a 
—hie+m 
= (— yf : ya, (Sin pede. 
—e * 
Daher: se 
+a 
™ F( = Dsinp we 1 
=f u-+ a) = J sin pu Leen 50 pede, 
- = 
a 


> 
ee _ fe 


_ was ‘a , 
2'sin pu fig aa Sin pode. 


—~S 


. . . ) 
Somit ergiebt sich: ’ 


na 
= : he __ ee P . 
J (re +2) — $=) sn podgo=0, p=1,2,... 
0 
Hieraus folgt nach Hrn. Liouville (Liouv. J. Bd. 1. 8. 253), 
und wenn man noch die Bedingung erfiillt weiss, dass die Function 
{(« + x) im Integrationsintervall ihr Zeichen nicht unendlich oft 


wechselt: 
e~ he ee 


f(@ + *) = tai? 0<o<z. 





Nun ist f/(e + 2) = —/(a — 0) = —f (uw), wo 9 = a — u, daher: 


hat hu ea ett 


. e e 
/ (w) ga: a ~ ae eta 
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Jene Ledingung liisst sich verificiren, wenn man dem Gliede der 
pe sin pu 
e+e »P 
werthsatz anwendet, ausserdem kann man auch riickwiirts f(«) wieder 
in eine Sinusreihe entwickeln. 

Es zeigt dies Beispiel, wie man die Fourier’sche Reihe benutzen 
kann, um, statt zur Function die Entwickelungscoefficienten zu_finden, 
aus den gegebenen Coefficienten die Function herzustellen. 


Reihe die Form 


giebt und darauf den zweiten Mittel- 


Freiburg i. Br., April 1872. 











Note tiber die Gleichung der auf einer Ebene abbildbaren 
Flachen. 


Von A. Britt in Darmstapt. 


Herr Clebsch, welcher zuerst*) die auf einer Ebene eindeutig 
abbildbaren Flichen niher betrachtet und die Eigenschaften der Abbil- 
dung fiir das Studium der Flichen selbst fruchtbar gemacht hat, geht 
in seiner Darstellung von der Gleichung, bezw. gewissen geometrischen 
Eigenschaften der Fliche aus, und leitet hieraus die Form der Abbil- 
dungsfunctionen ab. Wenn es sich nun umgekehrt darum_handelt, 
von bekannten Abbildungsfunctionen auf die Gleichung der Fliche in 
Cartesischen Coordinaten iiberzugehen, so bedarf man eines symme- 
trischen Verfahrens fiir die Elimination der Variabeln &,&&, (homogen) 
der Abbildungsfunctionen g aus den Gleichungen: 

(1) Uy 2 Hy Hei Ly = Py? Pr> P32 Py; 
wo: 
Pi = aE" + DET 18, + bP —1E, + dbp — 88,2 +------ 
ist. Ein solches Verfahren wollen wir im Folgenden kurz angeben. 
Man eliminire aus den Gleichungen: 
9 =0 9,=9 9, =0 
die Variabeln nach der bekannten Sylvester’schen Methode**), 

Die Resultante R ist in Bezug auf die Coefficienten jeder der 
drei Gleichungen vom Grade m*. Dieselbe stellt sich in Form einer 
Determinante dar, deren einzelne Elemente — bis auf diejenigen von 


3 - wie) Reihen — aus dreigliedrigen Determinanten, wie X +- a, b, ¢;, 


x + a,b,d,, XE +b, e,d,, ete. bestehen, welche je aus 3 Vertikal- 
reihen des unvollstindigen Systems: 
it. &  & Gixcks 
(2) | a b&b G& d.... 
| a, b, ¢ ady.. 


*) Diese Annalen, Bd. I., S. 253. 
**) Siehe z. B. Salmon, Algebra der lin. Transf., deutsch v. Fiedler. § 52. 
Mathematische Annalen. V. 26 
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der Coefficienten von y,, y, und y, sich zusammensetzen. Auch jene 


m(m —1 . . . . ° ° 
3 se— Reihen lassen sich so zu je dreien anordnen, dass sich die 


Elemente zu dreigliedrigen Determinanten der oben angegebenen Form 
gruppiren. 

: Die Resultante R der 3 Formen 9, 9, , liisst sich somit immer 
als ganze homogene Function m?'” Grades der dreigliedrigen Determi- 
nanten des Systems (2) der Coefficienten darstellen. 

Dass dies méglich sein musste, war a priori aus der Kigenschaft 
der Resultante, eine Combinante der 3 Formen*) zu sein, einzusehn. 

Ich behaupte nun, dass man die Gleichung der durch die Func- 0=— 
tionen (1) auf die Ebene abgebildeten Fliche, in den homogenen Coor- 
dinaten x, ...2, geschrieben, erhilt, wenn man in der Gleichung: 

R=0 

jede einzelne dreigliedrige Determinante des Systems (2), aus welchen 
sich R zusammensetzt, dadurch in eine viergliedrige verwandelt, dass 
man die drei Verticalreihen durch Zufiigung je des entsprechenden 
Coefficienten von g, vervollstindigt, und als vierte Verticalreihe die 
Elemente: z,, %,, 2, %, zufiigt, so dass z. B.: 



































; a, b, e, 2, 
a, yy ¢ 
a,b, ¢, | m 
ec ds bs €, 2; 


ay Dy Cy 2, 
As b, C. 
@, 6.0 &, 
verwandelt wird. Man erkennt hieraus unmittelbar, dass der Grad 
der Fliche im Allgemeinen (vgl. diese Ann. IV, 8. 510) = m? ist. 
Beziiglich des ' Beweises moge die Bemerkung geniigen, dass, wenn 
man statt der 4 Gleichungen: 
0-% =i; 
wo @ ein Proportionalititsfactor ist, 3 lineare Combinationen derselben 
nimmt, deren jede die Eigenschaft hat, dass fiir sie die linke Seite 
verschwindet, und fiir diese die Resultante bildet, dieselbe leicht auf 
die oben angegebene Form gebracht werden kann. 
Als Beispiel mége die vielbehandelte Steiner’sche Fliche dienen. 
Fiir diese sind nach Herrn Weierstrass die » allgemeine quadratische 
Formen: 
, pi = a; §,? + 5,8," + 6:83? + 2fi 825; + 29:63 & + 2h.&, & 
tan], ... 4. 
Man bildet nach Herrn Hesse die eseitnit der 3 Functionen 9, 9, Qs, 
indem man zu denselben noch die 3 ersten partiellen Differential- 


*) Salmon, a. a. O. § 157. Den allgemeinen Beweis dieses Satzes hat Herr 
Gordan gegeben, diese Ann. Bd. V, 8. 116. 
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quotienten der Jacobi’schen Determinante zufiigt, und die Deter- 
minante der Coefficienten bildet. Diese laisst sich durch Combination 
der Reihen noch etwas vereinfachen. Ersetzt man dann die drei- 
gliedrigen Determinanten durch die entsprechenden viergliedrigen, so 
erhilt man als Gleichung der Steiner’schen Fliche in den homogenen 
Coordinaten 2, ... @,: 


0) —4(aghx) 2(abfx) 0 4(abex) (eahx)  (abgx)+2(ahfzx) | 
0 0  —A(bhfx) 2(bega) (beha)+2(bfyx)  4(beax) (abfir) | 
QO 2caha) 0 —A(efgx)  (begx) (cafx)+-2(eghx)  4(cabx) 

% 64, b “ f n h, 

SZ 4a by C2 hy I2 hy 

| #3 4s b, C3 fs Is hs 

Sy b, , i I; h, 

Die rechte Seite wird fiir a, = a, = a, =a,=—0O, d. h. wenn die 


. 4 Kegelschnitte g; = 0 einen Punkt gemeinsam haben, identisch Null. 


Ersetzt man dann die Determinante durch die eine nicht identisch ver- 
schwindende Unterdeterminante, welche in den x vom 3'" Grad ist, 
so reprasentirt dieselbe, gleich Null gesetzt, die Gleichung der wind- 
schiefen Flache 3' Ordnung, auf welche sich fiir diesen Fall die 
Steiner’sche Fiche reducirt. 


Darmstadt, im Oct. 1871. 
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Ueber das vollstindige Fiinfeck und gewisse durch dasselbe 
bestimmte Kegelschnitte. 


Von v. Dracn in Marsura. 


Die nachfolgenden Untersuchungen iiber das vollstindige Fiinfeck 
und einige damit in engster Verbindung stehende Kegelschnitte ver- 
danken ihre Entstehung Betrachtungen iiber die Verinderungen , welche | 
die vollstandige Figur eines Pascal’schen Sechsecks erleidet, wenn 
eine seiner Ecken den durch die iibrigen fiinf bestimmten Kegelschnitt 
durchliuft; es mag daher der Theil jener Betrachtungen, welcher 
diese Veranlassung gab, auch hier den Ausgangspunkt bilden. 


I. 


Hat man ein Pascal’sches Sechseck 1 2 3 4 56 und lisst die 
Keke 6 den durch die 5 iibrigen fest bleibenden Ecken bestimmten 
Kegelschnitt durchlaufen, so drehen sich die 60 Pascal’schen Linien, 
welche zur vollstindigen Figur des Sechsecks gehéren, um gewisse 
feste Punkte, weil in jedem der 60 méglichen Sechsecke ein Paar den 
Punkt 6 nicht enthaltende Gegenseiten vorkommt. Die Anzahl dieser 
festen Punkte ist 15, indem die Pascal’schen Linien sich zu je 4 in 
45 Punkten schneiden und auf jeder von ihnen 3 solcher Schnittpunkte, 
von denen dann einer fest bleibt, liegen; die festen Punkte sind die 
Schnittpunkte der durch die 5 als fest angenommenen Punkte 1 23 45 
bestimmten Geraden, und bilden sie also mit ihnen die Figur eines 
volistindigen Fiinfecks. Die Schnittpunkte der sich um diese 15 festen 
Punkte drehenden Pascal’schen Linien miissen offenbar Kegelschnitte 
beschreiben, weil die durch die den successiven Lagen von 6 zuge- 
hérigen Pascal’schen Linien erzeugten Strahlenbiischel projectivisch 
sind. Ehe wir diese Kegelschnitte niiher betrachten, wollen wir fiir 
die 15 Punkte eine abkiirzende einfache Bezeichnung einfiihren; es 
sollen nimlich beim Fiinfeck 1 2 3 4 5 die Schnittpunkte der Diagonalen 
mit einem obern, die von einer Seite und einer Diagonale mit einem 
untern Index markirt und die Schnittpunkte der Seiten in Klammern 
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gesetzt werden, wihrend in allen drei Fallen der Punkt die Ziffer er- 
halt, welche in den durch ihn gehenden Geraden nicht enthalten ist. 


Man weiss nun, dass sich bestimmte Pascal’sche Linien in den 
sogenannten Steiner’schen Punkten, deren Anzahl 20 ist, zu dreien 
schneiden und zwar sind dies solche, welche, wenn das Sechseck durch 


das Symbol G of bezeichnet ist, wo die geraden und die ungeraden 


Ecken in je einer Reihe stehen, zu den Sechsecken gehdren, die aus 
diesem Symbol durch cyklische Vertauschung der Glieder einer Reihe 
hervorgehen, welche Beziehung z. B. bei folgenden Sechsecken statt- 
tindet gees | a oe Der zu den Sechsecken a ete | 
Co gehérige Steiner’sche Punkt heisst dann der Gegenpunkt 
des ersteren. Untersuchen wir den Ort, welchen der erstere Punkt, 
den wir mit s kurz bezeichnen wollen, beschreibt, so ergiebt sich, 
wenn wir aus der obigen die andere Bezeichnung der Pascal’schen 
Linien, wobei die Gegenseiten untereinander geschrieben werden, ein- 
12 23 34 2 25 t ‘ 
les ce sit? a 16 asi? 8 ‘a ym sofort, dass die festen 
Punkte, um welche sich die Linien drehen, sind (3), 5,, 1,, und die- 
selben also dem Ortskegelschnitt angehéren, wihrend eine einfache 
Betrachtung zeigt, dass er auch durch die Punkte 2 und 4 hindurch- 
geht, eine Betrachtung, die ausserdem noch den Beweis liefert, dass 
eben solche Pascal’sche Linien, wie die 3 erwahnten sich in einem 
Punkt s schneiden miissen. Wie wir auf diese Weise fiir s den Orts- 
kegelschnitt 1, 2 (3) 45, gefunden haben, ergiebt sich fiir den Gegen- 
punkt (I) 23° 4 (5). 


Es wird hierdurch nahe gelegt fiir die Pascal’schen Linien 
und damit auch fiir die zugehdrigen Sechsecke eine kiirzere Bezeich- 
nung einzufiihren, welche darin besteht, dass wir z. B. fiir die obigen ein- 
fach der Reihe nach schreiben (3) 2 4, 5, 24, 1, 24 und 3’ 4 2, (5) 42, 
(1) 42, von der man zu der ersteren gelangt, indem man die auf die 
markirte Ziffer folgende Ambe mit ihrer letzten Ziffer unter die mar- 
kirte nach Weglassung der Marke, die nur fiir die vorliegende Unter- 
suchung von Bedeutung ist, schreibt, dann 6 anfiigt und in der oberen 
Reihe die offenen Stellen mit den noch iibrigen Ziffern aus der Reihe 
12345 so ausfillt, wie die Ziffern im Cyclus 1 2345 aufeinander- 
folgen. Beim Uebergang von der ersten Bezeichnungsweise zu dieser 
kurzen hat man nur zu beachten, dass dann der gegebene Ausdruck 
erst so transformirt werden muss, dass unten die letzte Ziffer rechts 
6 ist und oben die Reihenfolge dem Cyklus 1 2 3 45 entspricht, z. B. 
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fiihren, namlich 
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Die Pascal’schen Linien gruppiren sich dann nach den festen 
Punkten, um welche sie sich drehen, geordnet wie folgt: 


Tafel 1. 

1’ 32 2’ 43 3’ 54 4’ 15 5’ 21 
25 31 42 53 14 
34 45 51 12 23 
54 15 21 32 43 

1,24 2,35 3,41 4,52 5,13 
23 34 45 51 12 
45 51 12 23 34 
35 41 52 13 24 

(1)52 (2)138—— (3) 24.—s (4)35~—s (5) 4 
53 14 25 31 42 
42 53 14 25 31 
43 54 15 21 32 


und es liefern einen Steiner’schen Punkt immer die drei, welche 
dieselbe Ambe haben, wihrend die mit der permutirten Ambe be- 
hafteten durch den betreffenden Gegenpunkt gehen, sodass wir also 
fiir die Steiner’schen Punkte folgende Zusammenstellung erhalten: 


Tafel 2. 


ee ee ee ee 
( : 
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4°12 | (2)13 | 5 14 | (3) 15 | 5’ 23 
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1°25 | 1°34 | (4) 35 | 2°45 
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aus der sich die 20 Ortskegelschnitte der Steiner’schen Punkte so- 
gleich entnehmen lassen. 

Fassen wir nun von diesen Kegelschnitten zwei zu einem Paar 
Gegenpunkte gehérige ins Auge z. B. wieder die beiden obigen 
1, 2(3) 45, und (1) 23’ 4 (5), welche wir mit S und S, bezeichnen 
wollen, wihrend der durch 12345 gehende mit C bezeichnet werden 
mag, so liefert die auf jeden von ihnen angewandte Betrachtung, wo- 
durch sie selbst oben als Orte Steiner’scher Punkte nachgewiesen 
wurden, den Beweis, dass die Bezichung zwischen C, S und S, durchaus 
gegenseitig ist, d. h. dass fiir S als Fundamentalkegelschnitt mit dem 
Fiinfeck 1, 2 (3) 4 5, die Orte fiir ein Paar Gegenpunkte C und S, 
sind, wihrend fiir S, als durch die Punkte (1) 23° 4 (5) gegeben C 
und § diese Rolle iibernehmen. Die drei Curven bilden also ein cyklisch 
abgeschlossenes System. 
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Hierdurch wird dann unsere Aufmerksamkeit auf die Beziehungen 
zwischen solchen Dreiecken wie 1 3 5, 1, (3) 5,, (1) 3’ (5), deren unsere 
Figur im Ganzen 10 Systeme enthilt, gelenkt; und fallt dabei sofort in 
die Augen, dass es drei Dreiecke sind, die auf zweierlei Art perspec- 
tivisch liegen mit den Punkten 2 und 4 als Projectionscentren. Aus 
einem in den Untersuchungen von Rosanes*) und Schréter*) iiber 
Dreiecke in perspectivischer Lage bewiesenen Satze wissen wir dann, 
dass je zwei von ihnen noch auf eine dritte Art perspectivisch sein 
miissen, und wir wollen daher zuniichst diese Projectionscentra, welche 
fiir die Folge von besonderer Wichtigkeit sind, im Zusammenhang mit 
den iibrigen Eigenschaften des. Systems aufsuchen. 


Il. 
Nehmen wir: 


hee), Dee@ig) CaO, Dat « Bat 
als Gleichungen der Ecken 1 2345 unseres Fiinfecks an und lassen 
zwischen denselben, wie dies Clebsch bei seinen Untersuchungen tiber 
das ebene Fiinfeck***), wo diese Ausdriicke die Seiten repriisentiren, 
gethan hat, die Relationen: 
A+ B+ C+ D+ E=0 

eA+pB+y7C+0D+ e«E=0 
existiren, so stellen sich unsere 15 Punkte durch sehr einfache Glei- 
chungen dar, deren Bildung aus den nachstehend angefiihrten, allein 
yon uns in der Folge benutzten, ersehen werden kann; es ist: 


3 =(6—7) D+ (@—p) A=(e— 7) E+ (6 —Y) B=0, 
1,=(6 — a) B+ (e«—a) FE=(y—a) C+ (6—a«) D=9), 

5, =(e—e)A+(0—2) D=(6— ODB++ —aA) C=), 

(1) = (B—«) B+ (y—a«) C= (6 —a) D+ (e— a) E=0, 

(3) = (8 — y) D+ (e—») E=(«@—7) A+ (6 — 7) B=0, 

(5)=(« —e) A+ (6— 2) B=(y—a2) C+ (6 — 2) D=0O. 
Da die Ecken unserer Dreiecke bei den oben erwahnten beiden 

perspectivischen Lagen nach folgendem Schema entsprechen: 


13 5 1 3 5 
(8) 2 ie ew le . 1, 3) , 
(5) (1) 3 3° (5) (1) 
*) Math. Annalen Bd. IL, p. 549. 


**) Math. Annalen Bd. I1., p. 553. 
***) Math. Annalen Bd. IV., p. 476. 
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so sind die 3 fir je zwei von ihnen noch vorhandenen Projections- 
centra durch folgende Anordnungen der Ecken bedingt: 
1 @) 5) naira. 4 pn , 8 ©} s 
1 3 5 (1) 3° (5) 1, (3) 5, 
und findet man fiir diese Punkte folgende Gleichungen: 
P, = I,l,m,n, A + m,m,n l,C + n,n lm, E = 0, 
P, =1,1,m,n, A + m,m,n,l,C + nn l,m, BE = 0, 
P, = 1,1, (m,n,+m,n,) A+m, m, (ny 1,4, 1,)C+-n,n,(1,m,+1, m,) E=0, 
wobei zur Abkiirzung: 
L—=—d8—a , m=—d—y , n,=—d—z, 
i=—B—a , m—B—y , »—=p—e 
gesetzt sind. Da P, + P, = P, ist, so liegen diese 3 Projectionscentra 
auf einer Geraden p. 

Bilden wir im Hinblick auf den bekannten*) Satz, dass bei zwei 
Dreiecken, die drei von einem Punkt ausgehendeh Geraden einge- 
schrieben sind, die Gegenseiten sich in Punkten einer Geraden schneiden, 
fiir unsere Figur die Gleichungen: 


(I) (6 — «) (¢ — B) (vy —«) E— (8 — 7) (vy —B) («@ — 2) C= 0,7 
(IIT) (6 — y) (y— B) (@ — «) C — (8 — a) (« — B) (e — 7) A=, 
(V) (6 —a@) (@— B) (e — 7) A— ( — #) (e — 8) (vy — a) E= 0, 
der Schnittpunkte von (3) 5, und 3’ (5), 5, 1, und (5) (1), 1, (3) und 
(1) 3’, so ergiebt sich einerseits, weil die Summe der Gleichungen F 
identisch verschwindet, der Beweis eben dieses Satzes und anderseits 
aus der Zusammensetzung der Gleichungen, dass auch die Seiten 3 5, Ys 
5 1, 13 der Reibe nach durch die Punkte I, II, V gehen, also dic 
gleichnamigen Seiten unserer 3 Dreiecke sich in Punkten schneiden, die 
auf einer Geraden g liegen; eine Kigenschaft, die, wie wir spiiter és 
sehen werden, nicht umgekehrt die Figur eines vollstiudigen Fiinfecks 
bedingt, wahrend dies der Fall ist, wenn 2 Systeme von drei durch 

je einen Punkt gehenden Geraden gegeben sind. 

In unserem System von Dreiecken finden wir noch eine andere 
schon von Hesse**) beim Pascal’schen Sechseck hervorgehobene 
Figur, von der folgender Satz gilt: ,,Wenn 3 Dreiecke dreien Geraden 
eingeschrieben sind, die von einem Punkte ausgehen, so bilden die 
entsprechenden Seiten der drei Dreiecke wieder drei Dreiecke, welche 
drei Geraden eingeschrieben sind, die von einem andern Punkte aus- 


*) Vergl. Hesse, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie in der Ebene. 
p. 116. 
**) Vergl. Hesse, Vorlesungen etc. p. 121. 
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gehen“ und zwar ist derselbe, wie das oben aufgestellte Schema (0) 
lehrt, zweimal auf dieselbe anwendbar. 
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Fiir das Projectionscentrum 2 ergeben sich dann 3 Gerade 1,, /,, 


i, als durch einen Punkt gehend, von denen J, folgende Schnittpunkte- 


entsprechender Seiten unserer Dreiecke enthiilt: 


a, = {13, (5) ()} = (@— B) (e — @) A+ (e — A) (y — e) C=O, 
v1 = {35, (1) 3} =(y—B) (@— 7) C+ (@— Be — 7) E=9, 


6 ={51, 3 )f =( —B—)v—H E+ (¥— Bb) (@— |A=D, 
was durch (y — 8) a, + (« — B) vy, + (a — B) ¢, =O bestitigt wird, 
wihrend auf /, folgende liegen: 

a= {5 1, 1, 3)} = (« — B) (y—«) A+(y — B)(e — a) E=9, 
y= (13, (3)5,} =(y —B) (©—7) C + (¢ — B)(@— y) A=0, 
s,= {35, 5, 1,} =(¢ — Bp) (e—«) E+ (« — B) (y— 8) C=O, 
wobei (« — B) y; + (¢ — B) &, + (y — B) @, = 0. Man erkennt dann 
weiter, da: 

e+, +8 =a; +73 +8, = (€—e)(e—y)A+(a—y)(y—2)C4(y—#)(8—-) E 
ist, dass: 

J = (¢ — a) (« — y) A+ (« — y) (y — 8) C+ (y—8) (@— a) E=0 
den Schnittpunkt von J, und 1, darstellt. Die auf der Geraden J, 
liegenden Punkte haben nicht so einfache Gleichungen; es ist: 


= {(1) 3, 5, Lf} =v — &) {((e — @)? (B — 7) E— (vy — @)* (6 — 8) CF 


+ {(e — «) (B — »)? + (B— @) (B— 8) (y—@) (vy — Of} B=O, 
{3°(5), 1, (3)} = (e — @) {(@ — )? 6 — 2) A— (e — 7)? B—@) E} 

+ {(@ —y) (6 — 8)? + 6 — y) (B—a) (e— 7) (e—@)} B=9, 
{(5)(1), (3)5,} = (@ -- ») {(y — 8)? (B -- @) C -- (@ — 6) (B— 7) AS 

+ {y — 8)? 6 — a)? + (B— 2) (6 — 7) @— 28) @—7)j B=O 
und beweist, da die Identitiit der Coefficienten von B, wenn dieselben 


in Determinantenform geschrieben werden, nach Auflésung der Klammern 

sofort erkannt wird, einerseits die Relation: 

(y — &) (B-— «) a, + (€ — @) (B— 7) ¥, + («@ — v) (B— 8) &,=9, 

dass die Punkte auf der Geraden 1, liegen, wihrend anderseits aus: 

5 —¥5_ = ss — 87% _g 

(a@—y)(e—B) ~~ (y—#)(@—B) (8 —@) (y—B) 

folgt, dass diese Gerade durch den Schnitt von J, und J, geht. Ganz 

analog stellen sich die Gleichungen der auf den Geraden 1,, 1,, 1, ge- 

legenen Punkte dar, wobei dann die Gleichung: 


+ 7+ RHytytya=dI 
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lehrt, dass ihr gemeinsamer Schnittpunkt mit dem der ersteren zu- 
sammenfallt; sie bilden, was hier beiliiufig bemerkt werden mag, mit 
denselben eine Involution. 


III. 


Werden die mit einem solchen Dreiecksystem wie dem unsrigen 

in I. in Verbindung gebrachten Kegelschnitte, also etwa wieder 12345, 
1, 2 (3) 45, und (1) 2 3’ 4 (5), als Erzeugnisse projectivischer Strahlen- 
biischel mit den Centren 2 und 4 betrachtet, so ergiebt sich ein héchst 
einfacher Zusammenhang zwischen diesen Biischeln. Sind nimlich die 
Projectionsstrahlen unserer Dreiecke fiir jene beiden Centra analytisch 
ausgedriickt durch die Gleichungen: 

2(1(3)6))=U—a,vV=0 | 4(13' 5,)=U—a, W=0, 

2(3 5, (I)) =U—’4,V=0 | 4(33(6)1,)=U—u,W=0, 

2(5 1, 3 )—=U—a, V=0 4(5 (1) (3))= U—p, W=0, 
wo U = (0 die Gerade 24, V=0und W = 0 vor der Hand beliebige 
durch 2 resp. 4 gehende Gerade hezeichnen, wihrend die Constanten 
A und mw gegebene Werthe haben, so werden die Gleichungen: 

U—Aav=0 , U—uW=0 
sowohl den Kegelschnitt C als auch die beiden andern S und S, dar- 
stellen, je nachdem zwischen 4 und uw eine lineare Relation angenommen 
wird, die folgenden Bedingungen geniigt, nimlich, dass beim Kegel- 
schnitt C die die ganze Projectivitiit festsetzenden drei Strahlenpaare 
erhalten werden fiir A,u,, 4,u,, 4,u,, Wihrend fiir S 4,u,, A,u,, 4; u, 
und fiir S, 4,u,, 4,u,, 4,4, zusammengehéren, also die drei vor- 
kommenden Anordnungen durch cyklische Vertauschung der einen von 
den beiden Gréssen 2 und w in einander iibergehen. 
Bilden wir die hierdurch bedingten Gleichungen fiir die pro- 

jectivische Beziehung, wobei in den beiden letzten Fiillen » und 9, 
resp. 6 und r an Stelle von 4 und w geschrieben sind, niimlich: 


aaup+bia+cu+d =O, 
avo+bv+ee+d=—9, 
a,6t + ),6 +e¢,1 + d,=0, 

so ergeben sich, wenn wir zur gréssern Vereinfachung 4, = jp, = oo 


annehmen, folgende Werthe fiir die die Projectivitiit fixirenden Con- 
stanten : 


a =0 »b =u; — 4, ,¢ =A, — A, d =A,u, — Ay ms, 

a,=—1,)4=—4, » =A, » dy = Ay, — Aymy — As Ms, 
a,=1 » b= — Hs » = — A, » dy = Ayu, + Ass — As ty, 
aus denen die Beziehungen: 
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a+a+a,=0, b64+6b,4+b,=0, e-+¢e4+6,=9, 
d+d+da,=0, 
zu entnehmen sind. Als Gleichungen unserer Kegelschnitte hat man 






































hiernach 
C (4, — 4,) UV — (A, us; = A,u,)VW — (u, — u,)WU =0, 
S — — U?+A1,UV— (A, @, + 4,4, — A,u,) VW + u,wWU 90, 


S,= U?—24,UV+ (A,u, + 4,4, — 4,4,)VW — «,WU =0, 
wobei die Relation 
C+85+5,=0 
zeigt, dass dieselben ausser den auf U = 0 liegenden Punkten 2 und 
4 noch zwei imaginiire Punkte gemein haben, als deren Verbindungs- 
linie wir durch Fortschaffung des mit VW behafteten Gliedes aus 2 

der vorigen Gleichungen 
U"= (Ayu, — A, my) Ub (ty — tts) (Ay? + As? — AAs) V 


band (A, a 4,) (u,? + u;? _—" uy u,)W = 0 
erhalten. 


Sollen nun je zwei unserer Kegelschnitte collinear so aufeinander 
bezogen werden, dass, wodurch dann die ganze Beziehung bedingt 
ist, die gleichnamigen Punkte entsprechende werden, so wird die 
Annahme dieser Beziehung zwischen C und S, und C und S, dieselbe 
fiir S und S, bedingen. Zu dieser Beziehung zwischen C und S miissen 
die Constanten der sie feststellenden Gleichung 


ehv+tfr~atgv+h=0 
aus der angegebenen Bedingung, wonach zu den Werthen 4 = 4,4, 4, 
die Werthe v= 4, 4,4, gehéren, bestimmt werden und erhiilt man dann: 
e=—1, f=4,, g=4;,, h=A,4, —A,?—A,°. 
Bilden wir dann die Gleichung der Geraden, welche irgend zwei hier- 
. nach entsprechende Punkte von C und S verbindet, so ergiebt sich 
dafiir der folgende Ausdruck: 


(*) 2(u, — ws) {u,W— AV} 
+4 {(Ay my — 2A, bs + As u5)U — (uy — Ms) (4,45 — Ay? — 2,7) V 
+ [(4s — Hs) (Apr — As tty EAs tts) ots (A5 1 — Ay ts) Ww} 

+ (Ayu — A,my) {4,0 — (Aye, — 4,m + A543) W} = 0 

und es zeigt derselbe, dass die Gerade immer durch einen festen Punkt, 

das oben mit -P, bezeichnete Projectionscentrum der Dreiecke 135 

und 1, (3)5, hindurchgeht. Denn man erhilt fiir die Verbindungs- 

linien entsprechender Ecken dieser Dreiecke folgende Gleichungen: 


{55,} =u, U — 4; (u, — #s)V—-44,W =, 
{3(3)} = 4,V—4a,W=0, 
{11,} =4,U—4,a,V— (4, —4,)4W=0, 
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welche, wie die Identitat 
A, {3 (3)} = 4, {55} — w, {1 1} 


zeigt, durch einen Punkt, eben das Projectionscentrum P, gehen, dessen 
auf das Fundamentaldreieck U = 0, V=0U, W == 0 beziigliche Coor- 
dinaten daher sind: 


Uy Vis Wy = Ay wy — Ast + Ass ts 2 Ay. 


Diese Coordinatenwerthe bringen aber die in der Gleichung (*) vor- 
kommenden Parenthesen einzeln zum Verschwinden und beweisen damit, 
dass die durch (*) dargestellte, zwei entsprechende Punkte von C und 8 
verbindende Gerade immer durch P, geht. 

Es folgt dann weiter, dass bei den oben angeygebenen analogen 
collinearen Beziehungen zwischen C und S, und S und 8, die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte durch die friiher mit P, und P, 
bezeichneten Projectionscentra gehen, deren Coordinaten wir der spii- 
teren Anwendungen wegen angeben miissen; sie sind: 


U,: V,: W, = Ayu, — apm, + Asus my 45, 
U,: Vy: Ws = mA, — wy Ay ty — yt 4s — Ay 


5 


und beweisen die Beziehungen: 
U,—U,=U;, V,—-—V,=V;, W,.—W,=HW,; 

wieder, dass die drei Projectionscentra auf einer Geraden liegen. 

Bezeichnen wir die auf diese Weise zusammengehdrigen Punkte 
der Kegelschnitte mit 4, v, 6, so trifft der zu ihrer Feststellung die- 
nende Projectionsstrahl die beiden jedesmal in Betracht kommenden 
Kegelschnitte noch in zwei zu einander in derselben Beziehung stehen- 
den Punkten, die wir bei den durch P, aufeinander bezogenen Kegel- 
schnitten C und S mit 4’ und v’ bezeichnen wollen und wobei dann 
offenbar 4 und v sich gerade so zueinander verhalten, wie 4’ und v. 
Mittelst des Projectionscentrums P, gelangen wir nun von A, indem 
wir von dem dabei auftretenden Punkte 4” absehen, zu den Punkten 
6 und 6”, wihrend 4’ auf dieselbe Weise mit o und (0’)” zu bezeich- 
nende Punkte liefert, und sich dabei 4 und o verhalten, wie 4’ und o’, 
wihrend A und o” dieselbe Beziehung zueinander haben, wie 4’ und 
(o)”. Demnach werden sich v’ und o’ verhalten, wie v und 6, d. h. 
es wird die Gerade vo’ durch P, hindurchgehen, sodass es sich nur 
fragt, welche Eigenschaft der Geraden v'o” zukommt, indem dieselbe 
dann auch v(o’)” hat. Es wird sich zeigen, dass diese Geraden immer 
durch einen festen Punkt gehen und dass die Punkte v und o” ein 
Paar Steiner’sche Gegenpunkte fiir das auf C gelegene Pascal’sche 
Sechseck 123456 sind. 
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IV. 


Zu den Werthen 4,, co, 4,, welche den Ecken unseres Dreiecks 
135 zukommen und zu denen beziehungsweise w,, 00, w, gehdren, 
finden wir folgende fiir v’ und o”, sowie die zugehérigen o’ und 1”; 


es liefert 


A=A,3; v= 4, M,, es a, M,, , 


Asm, ’ . Nn; ? 
” Ay M,, _ a, M,, be 
Noes ake ity 4, 
, M 5 , M, 
A = 00; vee. ae = 4" 
“ M, ” M. ss 
ll ela 
, a M ” wu M 
inks Roe: a= Ta 
6."aax 1, Ms, 7, Bs Ms | 
5 Aus ? 5 N31 ? 


wobei die Gréssen M, N, R folgende Bedeutung haben: 
M,, = 4,4, — Ayu, + 4,u;, My, = 4,6, — 4,6, + 4,4;, 
Ny, = Aye, + Asm, — Ayes, Ns) = Ay, — 456, + Aye,, 
Ry = Asus + 4,41 — Arts, Ry, = Asus, — Ase + Aye, - 
Die durch die Punkte v und o” gebildeten Dreiecke, deren Ecken 
wir mil m,,”;, 8, 8,8, kurz bezeichnen wollen, haben Seiten mit 
nachstehenden Gleichungen : 
mm, = 4,(u, —4,)U+4,V—u,W=0, 
7 m,n, = u;(A, — 44) U —4,V + 4,W=0, 
ey = { (Ay my As 5) Ay Ms HE Ay ts EAs hy) 5 ey — (4  — A) ay} OF 
— 4,a5(u; — #4)V — wu; (A, — 4;)W = 0; 
8,8, =a, (4, —4)U4+4,V—u4W=0, 
$8, = 4,(u, — #;)U—A,V+u,W=0, 
8,8, = {(Aym, — 4,45) 45 y+ (Ay s+ As 1) 4, s+ (A, es — Amy) 4; ay} U 
— 4,4, (us — 11) V — HH; (4, — 43) W = 0. 
Man erkennt dann, da die Seiten des Dreiecks 135 folgende Glei- 
chungen haben: 
{13} =AV—p,W=0; {35} =-—AV+u,W=0; 
{51} = (4,4; — 4544) U — ,A,(u; — #1) V — ws, (4, — 4,)W = 0, 
dass die entsprechenden Seiten der drei Dreiecke sich auf der Geraden 
24 schneiden, also ein System von Dreiecken bilden, welches eine 
Eigenschaft unseres urspriinglichen hat, ohne desshalb die andere, auf 


zweierlei Art perspectivisch zu sein, zu besitzen. Die drei neuen 
Dreiecke sind aber in Bezug auf die in Betracht kommenden Kegel- 
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schnitte vollkommen gleichartig und kénnen wir deshalb behaupten, 
dass, sowie bei der durch die gleichnamigen Dreiecksecken zwischen 
C und S resp. S, festgesetzten projectivischen Beziehung die Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte durch die Projectionscentren der 
jedesmaligen beiden Dreiecke gehen, niimlich Av’ durch P,, 46” durch 
P,, auch bei derselben Beziehung zwischen S und 8S, die Geraden 
vo” durch das Projectionscentrum TI. der Dreiecke n,n. n, und s, 8, 8; 
gehen muss. 
Als Coordinaten dieses Punktes TT, ergeben sich folgende: 

U,': Vy: Wyo = 2 (A, ey + As ms) — (As Apts) ty os 2 ay A, 
und lehren dieselben als von der Form U,+ U,, V,+V¥,, W.+W,, 
dass der Punkt Ti, mit den Punkten P, P, P, auf derselben Geraden 
p liegt und dem Punkte P., harmonisch zugeordnet ist in Bezug auf die 
Punkte P, und P,. 

Wie wir eben das auf C gelegene Dreieck beibehielten und auf 
S und §S, die neuen Dreiecke bildeten, welche zur collinearen Be- 
ziehung dieser Kegelschnitte durch TT, fihrten, so kénnen selbstver- 
stiindlich auch die auf S resp. S, liegenden alten Dreiecke beibehalten 
werden und zwei weitere Punkte TT, und TT, ermittelt werden, von 
denen der erste der vierte harmonische ist zu P, in Bezug auf P, 
und P;, wahrend der zweite harmonisch conjugirt ist zu P, in Bezug 
auf P, und P,;. Die drei Punkte P bilden daher mit den zugehérigen 
TT ein Punktsystem, welches aus der Theorie der binaéren Formen be- 
kannt*) ist, indem, wenn die drei Punkte P durch eine Form 3' 
Grades f= 0 repriisentirt sind, die TT durch die gewohnlich mit Q 
bezeichnete Covariante 3'" Grades jener Form dargestellt werden und 
von dem man iiberdies weiss, dass die sechs Punkte eine Involution 
bilden, deren Doppelelemente durch die quadratische gewéhnlich mit 
A bezeichnete Covariante der Form bedingt werden. 

Die Punkte T1,, T,, TT, simd die Pole der Dreiecke 1, (3) 5,, 
(1) 3°(5), 135 im Bezug auf die Gerade g, auf der sich die ent- 
sprechenden Seiten dieser Dreiecke schneiden; es wird wiederum wegen 
des vollig gleichen Verhaltens derselben geniigen, dies fiir das Dreieck 
135 nachzuweisen. Den in II. mit (1), (III) und (V) bezeichneten 
Gleichungen gemiiss sind die vierten harmonischen zu den Schnitt- 
punkten der Seiten des Dreiecks mit g gegeben durch 


(8 — «) (¢ —) (y—a) E+ (0— 7) (vy —8)(€— 2) C=0, 

(0 — 7) (vy — 8) (@— e)C + (0 — a) (@— B) (e —y ) A=), 

(6 — a) (a — B) (¢ —y) A+ (0 — #) (e — B) (y—a) E=0, 
sodass man sofort 


*) Vgl. Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen, § 39. p. 131 u. ff. 
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(8 — a) (a — B) (e—y) A+ (O—y) (y—B)(@—2)C. 
- +(0—28) €—f)(y—ae) E=0 

als Gleichung des Pols erhilt, eine Gleichung, die sich mit Beriick- 

sichtigung der den Grdssen 1, m,... in Il. ertheilten Werthe als 

P, — P, =0, d. h. als die des Punktes TT, zu erkennen giebt. 

Die Punkte_T sind aber zugleich auch die Pole der Geraden g in 
Beaug auf die Kegelschnitte C, S und S,, und brauchen wir dies auch 
nur wieder fiir Tl, und C nachzuweisen. Aus der oben gegebenen 
Gleichung von C finden wir fiir die Polare von TT, folgende Gleichung: 

(Ayu, — A,m,)U + (mu, — 5) (Ay? + 45? — 4,45) V 
— (a; — A) (4)? + os? — 4s) W = 0, 
die mit der die Verbindungslinie der imaginaren Schnittpunkte unserer 
drei Kegelschnitte darstellenden U’= 0 iibereinstimmt und von der 
sich leicht ergiebt, dass sie durch den Schnittpunkt von 


{13} =4,V—pW=0 
{(1) 3} =—e,0+ A; (uy —uU;)V+u,4,W =, 


sowie den von 
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und 


{35} =—4,V+e,W=0 
{3 (5)} = — 4,0 + 4,4,V — w, (4, — 4,)W = 0 
hindurchgeht, also mit der Geraden g identisch ist. 

Die Punkte TT,, TT,, TT, sind demnach die vierten harmonischen 
zum Punkte (gp) in Bezug auf die Schnittpunktpaare unserer Kegel- 
schnitte C, S, S, mit der Geraden p. 

Auch die Punkte P stehen in einer ebenso einfachen Beziehung 
zu den Kegelschnitten, sie sind némlich Pole der Geraden 24, aber 
P, in Bezug auf S, P, in Bezug auf 8,, P, in Bezug auf C; deun 
von der Gleichung der Polare eines Punktes «vw in Bezug auf den 
Kegelschnitt S 

u(— 2U + 4,V+ w,W) + 0(4,U — (Am, — Ayu, + A, m5) W) 
+ w(u,U — (Ayu, — Ayes + A545) V) = 0 
bleibt beim Einsetzen der Coordinaten 

. W202 W = Ay wy — Ayts fb AS ls? oy: As 
des Punktes P, nur das Glied mit U iibrig. 

In diesen Beziehungen erkennt man demnach die Bedingung, 
welche zwischen drei durch vier Punkte gehenden Kegelschnitten statt- 
finden muss, wenn dieselben ein System wie C, S und S, bilden kén- 
nen, sowie ferner, dass der Schnittpunkt von 24 und g der gemein- 
same Pol der drei Kegelschnitte fiir die Gerade p ist und sei endlich 
noch beiliufig bemerkt, dass die von den Kegelschnitten auf p hervor- 
gebrachte Involution, zu der auch die Punkte, worin g und 24 die 


und 
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Gerade p treffen, gehéren, dieselben Doppelpunkte hat, wie die von 
den Punkten P und TT gebildete, also siimmtliche Punkte nur eine 
involutorische Reihe bilden. 


V. 


Wir haben nun noch zu zeigen, dass irgend zwei Punkte v’ und 
o” ein Paar Steiner’sche Gegenpunkte fiir ein auf dem Kegelschnitt 
C gelegenes Sechseck 123456, wo 6 den Punkt 4 bezeichnen soll, 
sind, woraus folgt, dass die Punkte 4, v’, o” ein Tripel bilden, von 
dem ein Punkt die sechste Ecke eines auf einem der drei Kegelschnitte 
gelegenen Sechsecks ist, wiihrend die beiden anderen ein zugehdriges 
Paar Gegenpunkte sind. Hierzu geniigt es, wenn wir, da wir wissen, 
dass fiir das auf C gelegene Sechseck 123456 der Kegelschnitt S 
der geometrische Ort eines Steiner’schen Punktes ist, nachweisen, 
dass eine von den diesen Punkt bestimmenden Pascal’schen Linien 
1, 24, (3)24, 5,24 durch den Punkt v9’ geht. Als Gleichung der 
Linie 1, 24 finden wir folgende: 

aU — aa, — (A,H; — Asa, + (4, — &s) a)W =0, 
und geht dieselbe, da zu 4 die Werthe 
oS am A (Agus + Ass — Arts) 
Asay — (4y— A) us 
PTeen (Apts +b Asus — Ayes) (ares — Ass + (ur — Hs) a) 
© sats = Agate) 2A (oy — ps) 
gehéren, aus der Gleichung 
{(45 #1 — (4, — 4) Us) U — Aa(a,u, + 4,m, — Aym;)V } 
+ & f(a; (Ay os — 45H) + 44, (H, — u;)) U 

— (Ay Hy + Agus — Ay ets) (Ay Bs — Asm, + A(u, — u;))W} =0, 
welche fiir variabeles k alle durch v9’ gehenden Ceraden darstellt, 
bei der Annahme k = + mit dem Factor 4,u,-+ 4,4, — 4,u, behaftet 


hervor, womit also unsere Behauptung erwiesen ist, dass néimlich die 
Punkte v' wnd o” Steiner’sche Gegenpunkte fiir den Punkt a sind. 


Fir k = — ——**__. liefert die vorige Gleichung die der Pascal’- 
A (uy — Hs) j 


schen Linie (3) 24, namlich 
(A; mu, — Ayu) U — Aa, (u, — ws) V — du, (u, — ws)W = 9, 
aus der, sowie aus der obigen von 1,24 zu entnehmen ist, dass sich 
diese Linien um die Punkte 1 resp. (3) drehen, wihrend sich durch 
Elimination von 4 aus denselben 
S= U? —4, UV + (Ayu, + Asus — 4,4;) VW + w, UW = 0 


ergiebt und damit auch der analytische Beweis geliefert wird, dass S 











O = I,m, MyM, MyM, 
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der geometrische Ort des Steiner’schen Punktes ist, worin sich 1, 2 4, 
(3) 24, 5, 24 schneiden. 

Da bekanntlich*) jedes Paar Gegenpunkte ein Paar harmonischer 
Pole ist fiir den das Pascal’sche Sechseck enthaltenden Kegelschnitt, 
so folgt aus der eben bewiesenen Eigenschaft, dass jede durch einen 
der Punkte TI gehende Gerade das System der drei Kegelschnitte in sechs 
Punkten schneidet, von denen das eine Paar zu jedem der beiden anderen 
harmonisch conjugirt ist, und, wenn wir noch hinzunehmen, dass der 
Punkt TT der Pol der Geraden g in Bezug auf den einen Kegelschnitt 
ist, z. B. TT, fiir C, so erkennt man weiter, dass hier eine Involution 
stattfindet, deren Doppelpunkte die Schnittpunkte von C mit jener 
Geraden sind. 

Damit die Verbindungslinie der zwei Gegenpunkte unseres auf 
C gelegenen Pascal’schen Sechsecks durch den Punkt TI, gehe, ist 
es nicht erforderlich, dass die Punkte 12345 siimmtlich fest bleiben, 
sondern es geniigt hierfiir schon, dass die Punkte 135 dieselben bleiben. 
Um dies nachzuweisen, seien 

B=1,A+m,C + n,E=0; 
D=1,A+m,C+n,E=0; 
F=1A+m,C+n,E=0 
die Gleichungen der Ecken unseres Sechsecks; die in II. fiir P, und 
P, aufgestellten Gleichungen werden dann auch bei der jetzigen Be- 
deutung der Gréssen 1 mn diese Punkte darstellen und wird somit die 
Gleichung des Punktes TT, folgende sein: 
1, 1, (4% — m,n.) A + m, m,(y1,— n,1,) C + n,n, (l,m, — 1,m,) E= 0. 
Analoge Gleichungen fiir die betreffenden durch die Fiinfecke 34561 
und 56123 bedingten Punkte TT sind hieraus sofort zu entnehmen 
und ist die Bedingung, dass diese Punkte mit TT, zusammenfallen, 
folgende: 
1,1, (m,n, — m,n), Ll, (amy, — m6 M4), Lgl, (mg. — my Ng) 
A =| mim, (Nl, — Ny 1,), my Mg (My ly — Ng ly), M4 My (M6l, — Nyl,) | =O. 
MyM, (L, m2, — 1, my), My (L, 9% —1,2m4), 6%, (1m. — 1, m6) 
Diese Determinante erweist sich aber als das Quadrat eines Ausdrucks 
0, der fiir die verschiedenen aus den Punkten 123456 miéglichen 
Sechsecke unter verschiedenen Formen erscheint, indem z. B. fiir 1, 24, 
(3) 24, 5,24 
| U,0,, Mal, 1%, | | mal, mm, 2m, 
=|1,1,, Lm, mal, 
LjMg, My Me, My Me 








} 
Um, My Mme, My Mg | Ula, myl, bmg 


*) Vgl. Steiner’s Vorlesungen iiber synthetische Geometrie. 2. Thl. p. 164. 
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| bam, MyM, Ny My 
= 1,15, MyMg, MyN 
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ist und dessen Verschwinden bedingt, dass das Sechseck ein Pascal’- 
sches ist. Durch diese Aequivalenz der Bedingungen A =0 und 0 =0 
ist also erwiesen, dass der Punkt TI, derselbe bleibt, welche Lage 246 
auf dem Kegelschnitt auch haben mégen, so lange nur die Punkte 135 
sich nicht dndern. 

Es wurde dieses Resultat zuerst von Grossmann (Ueber eine 
neue Eigenschaft der Steiner’schen Gegenpunkte des Pascal’schen 
Sechsecks in Crelle’s Journal Bd. 58. p. 174) angegeben; selbstver- 
stiindlich liegt auch der durch das Dreieck 246 bestimmte Punkt TT 
auf der Verbindungslinie unserer Gegenpunkte; dass er dem ersteren 
harmonisch zugeordnet ist beziiglich dieser Gegenpunkte, sowie dass 
die beiden Punkte TT die sogenannten Pole der Dreiecke in Bezug auf 
den Kegelschnitt sind, finden wir in einer durch die Grossmann’sche 
Untersuchung veranlassten Mittheilung von v. Staudt (Ueber die 
Steiner’schen Gegenpunkte, welche durch zwei in eine Curve 2!" 
Ordnung beschriebene Dreiecke bestimmt sind, Crelle’s Journal Bd. 
62. p. 142), wobei der Pol eines einem Kegelschnitt einbeschriebenen 
Dreiecks definirt wird als der Punkt, worin sich die Geraden schnei- 
den, welche die Ecken des Dreiecks mit den Polen der Gegenseiten 
verbinden. 


Marburg, Februar 1872. 
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Ueber die ebene Abbildung einer Fliche dritter Ordnung. 


Von A. CLesscu. 


In dieser Note will ich eine Methode angeben, mit deren Hiilfe 
die niedrigste Abbildung einer Fliche dritter Ordnung auf einer Ebene 
sofort durch rein geometrische Mittel geleistet werden kann, und zwar 
so, dass sogleich einem Punkte ein Punkt entspricht. Diese Methode 
ist folgende: 

Man wihle aus den 27 Geraden der Fliche eine beliebige 
B und zwei andere A, C aus, welche die erstere aber nicht ein- 
ander schneiden. Als Bildebene betrachte man eine beliebige 
durch B gelegte Ebene, und erzeuge das Bild durch einen Strahl, 
welcher A und C trifft, und also jedesmal einen Punkt der 
Ober{ldche, sowie einen Punkt der Bildebene, dessen Bild, enthiilt. 

Sei y= die Ebene AB, 2 =O die Ebene BC, sodann x = 0 
eine durch A, t=O eine durch C gehende Ebene. Die Gieichung 
der Fliiche ist dann 
(1) - ve.P+yz.Q@+yt.R=0, 
wo P, Y, RF lineare Ausdriicke in x, y, 2, ¢ sind. Setzt man nun 
(2) uxc=Ay, xt=—pez, 
so geht (1) tiber in 
(3) AP+2x«Q+uRk=0. 

Die drei Gleichungen (2), (3) bestimmen 2, y, 2, ¢, die Coordi- 
naten eines Punktes der Fliche, als rationale Functionen dritter Ord- 
nung von x, 4, w. Ich will nun zeigen, dass letztere die Coordinaten 
eines sehr einfach bestimmten Punktes der Bildebene, bezogen auf ein 
in dieser liegendes Coordinatendreieck, sind. 

Durch A gehen die festen Ebenen « = 0, y = 0; die bewegliche 


: : a : . 
Ebene xx — Ay = 0 hat einen Parameter — , der bis auf einen con- 


stanten Factor das Abstandsverhiiltniss derselben in Bezug auf « = 0, 

y = 0 bedeutet. Die feste sowie die bewegliche Ebene treffe die Bild- 

ebene in Strahlen, von denen zwei (A = 0 aus x =() und x = 0 aus 

y = 0) fest sind, wiihrend der dritte in Bezug auf beide ein Abstands- 
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verhiltniss hat, dessen Werth von + sich nur um eine Constante 


unterscheidet. Ebenso gehen durch C die festen Ebenen t = 0, zs = 0 
und die bewegliche xt— uz—0. Sie schneiden die Bildebene in 
den festen Geraden » = 0 (aus ¢=0) und x =O (aus ¢=0), von 
denen letztere der Voraussetzung nach mit der oben durch x = 0 be- 
zeichneten Geraden zusammenfiallt, und in einer beweglichen Geraden, 
deren Abstandsverhiltniss beziiglich jener beiden bis auf einen con- 


stanten Factor den Werth . hat. Die Gerade also, in der sich die 


Ebenen (2) schneiden, trifft die Bildebene in einem Punkte, dessen 
Abstiinde von den Linien x = 0, 40, w = 0 sich bis auf constante 
Factoren wie x, 4, w, verhalten. Daher kann man x, 4, uw die Coor- 
dinaten dieses Punktes in Bezug auf dieses Dreieck nennen. 

Der Strahl, in welchem die Ebenen (2) sich treffen, geht durch 
A und C und schneidet die Oberfliche in einem dritten Punkte, fiir 
welchen noch die Gleichung (3) stattfindet. Der Bildpunkt x», 2, u 
entsteht also auf die im Satze angegebene Weise; und da die Abbil- 
dungsfunctionen vom dritten Grade sind, so hat man die niedrigste 
Abbildung vor sich. 

Es ist leicht, die Abbildung genauer zu discutiren. Die Gerade 
B bildet sich durch sich selbst ab. Auf ihr liegen die Punkte a, ¢, 
in welchen sie von den Geraden A, C getroffen wird. Diese sind 
Fundamentalpunkte der Abbildung, und zwar stellen sie die Geraden 
dar, welche beziehungsweise mit CB und mit BA ein Dreieck bilden. 
Die andern vier Fundamentalpunkte findet man, indem man die Ge- 
raden sucht, welche A und C treffen und ganz auf der Fliche liegen. 
Multiplicirt man (3) mit x, und ersetzt dann xx durch Ay, xt durch 
uz, so nimmt diese Gleichung die Form 


py +tye=—0 
an, wo g, w Functionen zweiten Grades in x, 4, w sind. Die Glei- 
chungen gp = 0, »y = bestimmen die vier Werthsysteme x, A, u, 
welche die vier fehlenden Fundamentalpunkte liefern. Die Geraden 
AC bilden sich als Kegelschnitte ab, welche durch diese vier Punkte 
und je einen der Punkte a, ¢ gehen. 

Man erkennt, dass iodo Abbildung der Fliiche in dieser Weise 
15mal erzeugt werden kann, indem man die Verbindungslinie irgend 
zweier ihrer Fundamentalpunkte als Linie B betrachtet, als Linien 
A, C aber diejenigen, welche Kegelschnitten entsprechen, die nur 
einen ihrer Fundamentalpunkte und die vier iibrigen enthalten. Da 
nun andererseits jede der 27 Geraden B auf 4.10 Paare A, C fihrt, 
so erhilt man als Gesammtzahl aller verschiedenen Abbildungen 


“= = 72, was die bekannte Zahl ist. 
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Eine Schliifli’sche Sechs kann hiernach in folgender Weise defi- 
nirt werden. Nehmen wir eine Gerade der Fliche B, und zwei andere 
A, C, welche sie, aber nicht einander schneiden. Sie bestimmen mit 
der ersteren zwei Dreiecke; die Geraden A’C’, welche diese erginzen, 
zusammen mit den Geraden, welche sowohl A als C schneiden, bilden 
den Typus einer Schlifli’schen Sechs. Die zugeordnete Sechs besteht 
dann natiirlich aus A, C und aus den vier Geraden, welche sowohl 
A’ als C’ schneiden. 

Ich bemerke, dass die hier angegebene Methode auch die einfachste 
Abbildung einer geradlinigen Fiiiche dritter Ordnung liefert, indem 
man zur Geraden B die Doppellinie der Fliche, zu A, C irgend zwei 
Erzeugende nimmt. Ist nach «= 0, ¢ =0 die einfache Leitlinie, so 
ist die Gleichung der Fiche: 


ayt+t Byzz+ypyst+d2rc—0. 


Setzt man wieder: 


nua Ay, xt=—u2z, 
so bleibt: 


auwy+ Bryt+yuc+ddc=—0, 
und die Abbildungsgleichungen der Fliche sind also: 


gx—= A(yu+ da) 
ey= «(yu + dA) 
2 = — x(au + Ba) 
ot = — uw(au + Ba). 
Man erhilt also die einfachste Abbildung, bei welcher den ebenen 


Schnitten Kegelschnitte mit einem gemeinsamen Punkte entsprechen, 
der selbst das Bild der einfachen Leitlinie ist. *) 


*) Ich ergreife diese Gelegenheit, um beziiglich meiner Abhandlung S&S. 1 
dieses Bandes eine literarische Notiz nachzutragen, welche mir entgangen war. 
Hr. Armercante hat im 4. Bd. der Annali di Mat. die geradlinigen Flichen 
vom Geschlechte p = 0 allgemein auf die Ebene abgebildet, mit Hilfe einer Me- 
thode, welche der von mir benutzten durchaus analog ist. Die zuerst erhaltene 
Abbildung reducirt derselbe mit Hilfe Cremona’scher Transformationen auf mig- 
lichst niedrige; aber indem er auf besondere Lagen der Fundamentalpunkte keine 
Riicksicht nimmt, bei denen die von ihm eingefiihrten Transformationen illusorisch 
werden kiénnen, erhilt er von den bei mir auftretenden Typen nur den in ge- 

+1 


wissem Sinne allgemeinsten, der auf Abbildungsfunctionen der Ordnung te 


2 
M+ 2 senrt, 


2 
~ 


Gottingen, den 5. Miirz 1872. 
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Ueber zwei Erzeugungsarten der ebenen Curven dritter Ordnung. 


Von A. CLesscu. 


I. 


Wie aus den Arbeiten von Hesse seit langer Zeit bekannt ist, 
kénnen die Punkte einer Curve dritter Ordnung auf drei verschiedene 
Arten in Punktepaare so geordnet werden, dass zwei Punktepaare 
(Polenpaare) desselben Systems Ecken eines vollstiindigen Vierseits 
sind, dessen drittes Eckenpaar auf der Curve liegt, und abermals ein 
Paar desselben Systems ist. Neuerdings hat Hr. Schréter (p. 50 
dieses Bandes) auf diese Eigenschaft der Curve dritter Ordnung eine 
Construction derselben gegriindet. Sie leistet an EHinfachheit das 
Aeusserste; von drei Polenpaaren ausgehend, erhilt man beliebig viele 
weitere Punkte der Curve, und zwar jeden als Kreuzungspunkt zweier 
Geraden, ohne weiterer Hiilfslinien zu bediirfen. 

Die drei Polenpaare kann man beliebig in der Ebene annehmen. 
Ich werde hier zeigen, wie man durclr. die einfachsten analytischen 
Betrachtungen, auf Hesse’s Ausgangspunkt gestiitzt, aus solchen drei 
beliebig gegebenen Punktepaaren, welche Polenpaare werden sollen, 
auf die Curve dritter Ordnung in bestimmter und eindeutiger Weise 
gefiihrt wird. 

Nach Hesse (Crelle’s Journal Bd. 28) lisst sich eine Curve 
dritter Ordnung f= 0 mit drei anderen Curven dritter Ordnung m = 0 
so in Verbindung setzen, dass die Gleichung f = 0 erhalten wird, 
indem man aus den Gleichungen 


~ 





ep ey 
Cae + eee th + 3 oa, Ys = 9 
eg eg ep 

(1) Gy 02 w+ ane Y% + = Ga, Oa, 13 = 0 


Cp 
Fab, Mh + et OX, Yo + - 0x3 Y; = 0 

die x oder die y eliminirt. Nach Hesse bezeichnet man 2, y als 

Polenpaar. Die Tangenten in w und y an f= schneiden sich auf 

f =O in einem Punkte z; lisst man z sich bewegen, so beschreibt 
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das Paar x, y die Curve. Von z gehen vier Tangenten nach 2, y, u, v 
an die Curve; das Paar nach wu, v gehért derselben Erzeugung wie 
das Paar nach x, y an; die anderen Combinationen der vier Tangenten 
zu zwei Paaren liefern Polenpaare die beiden anderen Systeme, und 
durch continuirliche Bewegung der beiden anderen gleichberechtigten 
Erzeugungsarten der Curve. Nun sieht man leicht den Satz ein: 

Durch drei Polenpaare desselben Systems ist eine Curve f = 0 voll- 
stiindig und eindeutig bestimmt, und zwar kann man diese Polenpaare 
beliecbig annehmen. 

Es sind niimlich durch drei Punktepaare «, y aus (1) neun Glei- 
chungen ersten Grades zur Bestimmung der Coefficienten von @ ge- 
geben, wodurch denn auch f gegeben ist. Um einzusehen, dass solche 
neun Gleichungen wirklich von einander unabhingig sind, kann man 


folgenden Weg einschlagen. Man wiihle die drei Punkte g zu Ecken 


eines Coordinatendreiecks; durch die zugeordneten Punkte 2’, 2”, 2” 
sind dann aus (1) folgende Gleichungen fiir m gegeben: 


a9 (x) ay (x') ay (2') 

Cxu,2 -=0, “Ou, Ox, = == (), aoa” = 9 
By os v OX, 
a8 op (a ee ate ae 

(2) ~ 2. — 0, — ) = 0, ba. (a ) = io) 
CX, CX, Ci, Ca, Ox, 

08g (”"”) a Cy (a) — ae (a) vr 

Ox,” C Ly” > Co Ly” Ox,” ? Oa. Zs 2 ie 


Sind b,,,;, 0,;. ete. die Coefficienten von g, so kommen 6,,,, 
Dy», 433; nur in den Diagonalgleichungen dieses Systems vor, werden 
also am Schluss einzeln bestimmt. Es ist dabei nur néthig, dass x,’, 
%_", x3," von Null verschieden seien, d. h. dass niemals der einem y 
zugeordnete Punkt « auf der Verbindungslinie der beiden anderen 
y liege. Die iibrigen b (abgesehen von b,.,, durch welches alle an- 
deren b sich ausdriicken) bestimmen sich dann paarweise aus zwei 
Gleichungen (2), z. B. b,,, und b,.. aus 

Dip %y Hb Dy 29 Ly + Dy25 Hs = O 

Dy yo % yb Dy ¥y" + Dy95%3"= 0. . 
Dabei muss 2,'x,"— x, x," von Null verschieden sein; es darf also die 
Verbindungslinie der zu zwei y gehdrigen x nicht durch den dritten 
Punkt y gehen. Alle Bedingungen fiir die Ausfiihrbarkeit der Opera- 
tionen sind erfiillt, wenn man festsetzt, dass von den sechs Punkten 
der drei Paare niemals drei auf einer Geraden liegen sollen. 

Geht man nun von drei gegebenen Paaren 1, 2, 3 aus, so kann 
man beliebig viele weitere Paare nach dem von Hesse gegebenen 
Satze construiren, dass die Verbindungslinien zweier Paare sich auf 
der Curve und zwar in einem neuen Paare schneiden. Man erhiilt 
also aus 1, 2 ein neues Paar 4, aus 1, 3 ein neues Paar 5, dann aus 
4, 3 ein Paar 6, aus 5, 2 ein neues Paar 7 u. s. w. Und zwar ent- 
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steht, wie oben erwiihnt, jeder neue Punkt durch das Ziehen von zwei 
Linien, ohne weitere Hiilfslinien. 

Projicirt man eine gegebene Curve dritter Ordnung so, dass sie von 
der unendlich fernen Geraden nur in einem reellen Punkte geschnitten 
wird, so besteht entweder aus einem sich nicht durchkreuzenden Zuge, 
oder es tritt zu letzterem noch ein Oval. Ist ein solches Oval vor- 
handen, so kann man die Curve mittelst der obigen Construction auf 
drei Arten erzeugen; bei zweien derselben durchliuft ein Punkt des 
Paares das Oval, der andere den unendlichen Zug. Bei der dritten 
Erzeugungsart bilden die Punkte des Ovals eine Schaar von Paaren, 
die Punkte des unendlichen Zuges eine andere. Fillt das Oval fort, 
so bleibt daher nur die letzte Erzeugung als einzig reelle bestehen, 
und eine solehe Curve kann nur auf eine Art aus reellen Polenpaaren 
zusammengesetzt werden. 


II. 


Diesen Erzeugungsarten gegeniiber kann man die Grassmann’- 
sche (Crelle’s Journal Bd. 36.) eine mechanische nennen. Man kann 
dieselbe so ausdriicken: Ein Punkt x bewegt sich so, dass seine Ver- 
bindungslinien mit festen Punkten a, b, ¢ einzeln drei feste Gerade 
«, B, y in drei Punkten schneiden, welche in einer Geraden liegen. 
Ks ist leicht, einen Mechanismus herzustellen, welcher die Curve nach 
diesem Gesetze wirklich liefert. Von mehr Interesse aber ist die Frage, 
wie man auf einer gegebenen Curve dritter Ordnung diejenigen Elemente 
finden kann, aus welchen sie vermége des Grassmann’schen Mecha- 
nismus entsteht. Hiermit wird dann zugleich gezeigt, dass jede Curve 
dritter Ordnung auf solche Weise erzeugt werden kann. 

Zuniichst ist sofort ersichtlich, dass bei der Grassmann’schen 
Erzeugung die Curve durch folgende Punkte geht: 

1. durch die Punkte a, b, c; 

2. durch die Ebene a’, b’, c des Dreiecks a, B, y; 

3. durch die Punkte a”, b”, c’, in welchen die Geraden a, B, y 
beziehungsweise von den Geraden bec, ca, ab getroffen werden. 

Diese neun Punkte bilden, wie ich zeigen werde, nicht das Schnitt- 
punktsystem zweier Curven dritter Ordnung, und bestimmen daher 
volistindig die Curve. Wenn man daher auf einer gegebenen Curve 
dritter Ordnung eine Configuration, wie die solcher neun Punkte, an- 
geben kann, und man begriindet auf dieselben eine Grassmann’sche 
Erzeugung einer Curve dritter Ordnung, so ist die entstehende immer 
dieselbe, von der man ausging, und man kann also wirklich alle Cur- 
ven dritter Ordnung so erzeugen. 

Die charakteristische und ausreichende Kigenschaft des erwiihnten 
Punktsystems besteht nun darin, dass abe und a'b’c’ zwei Dreiecke 
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sind, deren Ecken auf der Curve liegen und deren Seiten sich ent- 
sprechend in den Punkten a”b’c’ der Curve schneiden. Sehen wir 
also die letzteren als beliebig auf der Curve gegeben an, so haben 
wir die Aufgabe zu lésen: 

Es soll cin Dreieck abe gefunden werden, dessen Ecken 
auf der Curve dritter Ordnung liegen und dessen Seiten einzeln 
durch drei auf der Curve gegebene Punkte ab’ ce’ gehen. 

Hat man zwei Dreiecke dieser Art gefunden, so begriinden sie 
zusammen eine Grassmann’sche Erzeugung der Curve, und zwar 
auf doppelte Art; denn es ist noch gleichgiiltig, welches von den 
beiden Dreiecken man als das Dreieck abc und welches man als das 
Dreieck «, 6, y ansieht. Ich werde zeigen, dass man zu drei Punkten 
a’, b’, &’ immer vier Dreiecke finden kann; diese bilden sechs Paare, 
und man hat also den Satz: 

Drei beliebig auf der Curve dritter Ordnung gegebene Punkte 
fithren auf zwilf Arten, die Curve nach Grassmann’scher 
Methode zu erzeugen. 

Die oben aufgestellte Aufgabe werde ich mit Hiilfe der elliptischen 
Argumente lésen, deren Anwendung beziiglich der Curven dritter Ord- 
nung ich im 63. Bande von Borchardt’s Journal dargelegt habe. 
Es ist tibrigens sehr leicht, die Resultate synthetisch zu beweisen. 

Seien abe, abc” zugleich die elliptischen Argumente der ebenso 
bezeichneten Punkte. Das Congruenzzeichen bedeute, dass der betref- 
fenden Gleichung ganze elliptische Perioden hinzugefiigt werden kénnen. 
Die Bedingungen der Aufgabe sind dann ausgedriickt durch die Glei- 


chungen: b+e+a’=0 
eta+b’=0 
a+b+c= 
Es folgt daraus: Po a ee 
a=“ 43, 
b”— c"— a” P 
(1) os 
c"— a"— b” P 
em Sneek» &, 


wo F eine elliptische Periode ist: 
P=2mK+ 2nik. 

Da ganze Vielfache von K und iK’ den obigen Gleichungen beliebig 

hinzugefiigt werden kénnen, so hat man fiir m und » nur 0 oder 1 
zu setzen und man erhiilt also, wie oben erwihnt, vier Lésungen. 

Es giebt vier Dreiecke, deren Ecken auf der Curve dritter 

Ordnung liegen, und deren Seiten einzeln durch drei auf der 

Curve gegebene Punkte gehen. 
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Eine zweite Lésung a’, b,, ¢ unterscheidet sich von der vorigen 
dadurch, dass P’ an Stelle von P getreten ist. Man hat also 


atb+e+a@¢4+V4+e4+@4+ 04+ ¢ = ; (P— P), 


und nicht = 0. Mithin bilden die neun Punkte, auf welche diese 
Grassmann’sche Erzeugung oben zuriickgefiihrt wurde, wirklich nicht 
das Schnittpunktsystem der Curve dritter Ordnung mit einer anderen, 
und hieraus folgt, wie oben entwickelt, dass die Grassmann’sche 
Erzeugung auch wirklich immer wieder diese und keine andere Curve 
liefert. 
Wenn die Punkte a’, b”, c’ in gerader Linie liegen, so ist 
a’+ b’+ c’= 0, und es giebt eine elliptische Periode TT, so dass 
ep ipe" _ 
2 


=— 9 















In Folge dessen gehen die Gleichungen (1) iiber in 
eee ee - ae 
e=e+-,—, 6=0+-—, ¢=¢+->— 

Von den vier oben gefundenen Lésungen wird demnach eine 
(P =TT) uneigentlich, indem das entsprechende Dreieck in die Ver- 
bindungslinie der drei gegebenen Punkte tibergeht. Man erhiilt also 
eigentlich nur drei Lésungen, wie Herr Hesse im 28. Bande des 
Crelle’schen Journals gefunden hat; auf dieselben kann man _ sechs 
Grassmann’sche Erzeugungsarten begriinden. 


Gottingen, den 4. Marz 1872. 
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Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie. 


Von A. Cressey in GorrinGcEN. 


Im 17. Bande der Géttinger Abhandlungen habe ich eine bisher 
nicht untersuchte Fundamentalfrage der Invariantentheorie behandelt, 
und erlaube mir, die Resultate der Untersuchung an dieser Stelle kurz 
zu reproduciren. 

Die neuere Algebra behandelt die Theorie der algebraischen Formen, 
d. h. ganzer Functionen, welche Reihen von » Veriinderlichen in homo- 
gener Weise enthalten. Diese » Verinderlichen (etwa x,, 2 .~. %n) 
mégen die Coordinaten eines Punktes wz in einer Mannigfaltigkeit von 
n — 1 Dimensionen genannt werden. Ersetzt man in einer homogenen 
Function f der « mit den Coefficienten a die x durch lineare Functionen 
der Coordinaten eines verinderlichen Punktes y, so mégen die neuen 
Coefficienten durch } bezeichnet werden. Ist endlich r die Deter- 
minante der linearen Transformation, so betrachtet man diejenigen 
gauzen Functionen der a und «, welche sich von denselben Functionen 
der b-und y nur um eine Potenz von ry unterscheiden, und nennt 
solche durch eine Gleichung: 

(1) Tb, y) = Ma, 2) 

charakteristische Function Invariante oder Covariante, jenachdem sie 
von den y, « frei ist oder nicht. Ich werde im Folgenden der Kiirze 
wegen die Bezeichnung Invarianten auch fiir die letzteren in Anwen- 
dung bringen, so wie fiir alle iihnlichen, einer Gleichung (1) ge- 
niigenden Bildungen verwickelteren Charakters, von denen sogleich 
die Rede sein wird. 

Es ist kein Grund vorhanden, sich auf eine einzige Function zu 
beschriinken, deren Coefficienten bei der Bildung einer Form TT benutzt 
werden sollen. Aber eben so wenig liegt ein Grund vor, warum man 
sich auf eine Reihe von Coordinaten beschranken soll. Es kénnen die 
benutzten Grundformen selbst bereits mehr als eine Reihe von Punkt- 
coordinaten enthalten; ausserdem kénnen bei Bildung von TT neue 
Punkte in die Betrachtung hineingezogen werden; alle aber werden 
stets derselben linearen Transformation unterworfen. 
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In der Theorie der biniiren Formen zeigt es sich (vgl. Gordan, 
diese Annalen Bd. III., p. 360 und meine ,,Theorie der biniren Formen “, 
Leipzig 1872, § 14.), dass es geniige, Grundformen und Invarianten 
mit héchstens einer Reihe von Veriinderlichen zu betrachten. Denn 
die aus Grundformen mit mehreren Reihen entspringenden Invarianten 
lassen sich immer durch solche ersetzen, die aus einem simultanen 
Systeme von Grundformen gebildet werden, deren jede nur cine Reihe 
enthilt. Ebenso kann jede Invariante mit mehreren Reihen aus 
solchen mit nur einer Reihe und deren Polaren zusammengesetzt 
werden. Unter Polaren versteht man dabei die einfachen invarianten 
Bildungen, welche aus einer Form hervorgehen, wenn man Prozesse 
wie: 


0 0 0 7 
"\ 5a, + Y% dn, ’ "5a, + %, da,?** 


in beliebiger Folge und beliebig oft auf dieselbe anwendet. 

Es entsteht die Frage, ob itihnliche Fundamentalsitze fiir Formen 
héherer Mannigfaltigkeiten gelten. Um das Resultat, zu welchem ich 
fiir diese gelangt bin, ausdriicken zu kénnen, muss ich einige Be- 
merkungen voranschicken. 

Sofern die Veriinderlichen x, y... in Bezug auf lineare Trans- 
formationen betrachtet werden, ist es von besonderer Wichtigkeit, 
wenn eine Anzahl von Reihen (i): 


(1) 


By Bye oe Me 
Fr, Boo» +e 


nur in den Verbindungen vorkommen, welche entstehen, wenn man 
aus irgend k Vertikalreihen die Determinanten bildet. Solche Verbin- 
dungen sind in der Geometrie der Ebene fiir i = 2 die Liniencoor- 
dinaten, in der Geometrie des Raumes fiir k = 2 Liniencoordinaten, 
fiir k 3 Ebenencoordinaten. Bei einer Mannigfaltigkeit von » — 1 
Dimensionen treten » — 1 Classen dieser Art auf, und die gedachten 
Determinanten, welche durch gq;,;,... (& Indices) bezeichnet werden 
sollen, bezeichne ich als Verinderliche der entsprechenden Classe; dem 
Werthe k = 1 entsprechen die Coordinaten eines Punktes selbst. 
Man kann die Classen von Gebilden, welchen diese Coordinaten 
angehéren, und welche hier beziehungsweise durch i Punkte bestimmt 
sind, noch auf eine zweite, dualistisch entgegengesetzte Art erzeugen. 
Bezeichnen wir durch u,, w,,..., die Coordinaten eines Gebildes, 
dessen Coordinaten aus » — 1 Reihen x zusammengesetzt sind, ent- 
sprechend einer Geraden in der Ebene, einer Ebene im Raum. Be- 
zeichnen wir ferner durch wu, Ausdriicke wie u,%, + u,%)..—-+ Un%n- 
Haben wir dann n — k Reihen von u: 
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(2) 


O, 9 O00. % 


und bestehen zwischen den Reihen (1) (2) die k(n — k) Gleichungen: 
ue=0 , & =O,... 
v.=0 , » =0,... 


so sind die aus den u, v.. zusammengesetzten (n — k) reihigen Deter- 
minanten Po,c,... den q einzeln in gewisser Folge proportional, und 
zwar ist immer, wenn t den Proportionalititsfactor bedeutet: 
Tdi, h+++=DPo,a-- *) 

sobald die Indices i, h.:., @, 6... eine positive Permutation der 
Zahlen 1, 2... bilden. Ein besonderer Fall dieses Satzes ist die 
doppelte Darstellungsweise, welche die Coordinaten einer Geraden im 
Raume zulassen. 

Man kann also eine Classe von Veriinderlichen gleichzeitig aus 
kK Reihen x, wie aus n — k Reihen w zusammensetzen. Ich bezeichne 
diese Classe von Veriinderlichen als Classe (k, » —k). Die Punkte 
gehéren der Classe (1, » — 1), die Verinderlichen « der Classe 
(x — 1, 1) an. Die doppelte Ausdrucksweise der Veranderlichen einer 
Classe begriindet die Art und Weise, in welcher das Princip der 
Dualitét in einer Mannigfaltigkeit von » — 1 Dimensionen auftritt. 

Die Veriinderlichen p oder qg, welche einem Grundgebilde der 
Classe (k, ~ — k) angehéren, sind nicht von einander unabhingig, 
wenn nicht & einen der Werthe 1 oder » — 1 hat. In allen andern 
Fiillen besteht zwischen diesen Coordinaten eine Anzahl von Be- 
ziehungen. Das einfachste Beispiel liefern die Coordinaten einer Ge- 
raden im Raume, zwischen denen die bekannte Gleichung: 

Py P34 + P13 Par + Pris Pros = O 
stattfindet. 

Betrachten wir nun eine Form f, welche beliebig viele Reihen von 
Veriinderlichen aus allen Classen enthalt, so tritt zuniichst hervor, 
dass wegen dieser Beziehungen die Gestalt der Form f, ohne dass ihr 
Wesen sich findere, mannigfach abgeiindert werden kann. Ich _ be- 
weise nun zuniichst, dass man jeder Form f eine gewisse feste Normal- 
form geben kann, und zwar auf eine einzige Weise. Diese Normalform 
ist dadurch vollkommen definirt, dass f in derselben gewissen partiellen 
Differentialgleichungen geniigt. Man erhilt diese in folgender Weise. 
Es sei: 

ZC. pin... Pew... Pin"... ++ = 


eine der homogenen Gleichungen, welche zwischen den Veriinderlichen 
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p der betreffenden Classe besteht; die Function f geniigt dann in der 

Normalform in Bezug auf jede in ihr auftretende Reihe von Ver- 

iinderlichen den betreffenden Gleichungen : 

(1) pet. 
OPin. . OPr x. OP rn”... 

Die Normalform einer Function f begriindet die Einfiihrung einer 
symbolischen Bezeichnung, welche ihr Wesen vollstiindig ausdriickt. Eine 
symbolische Bezeichnung setzt an Stelle einer gegebenen Form eine 
einfachere, zwischen deren Coefficienten genau dieselben linearen Be- 
ziehungen obwalten, wie zwischen denen der gegebenen Form; héhere 
Beziehungen sind dabei ganz gleichgiiltig. Eine symbolische Dar- 
stellung ist daher eine gegebene Form in der Normalform zu vertreten 
fahig, nur und sobald zwischen den symbolischen Coefficienten genau 
und ausschliesslich dieselben linearen Relationen an und fiir sich statt- 
finden, welche durch die Gleichungen (1) fiir die Normalform gedingt 
sind. Dies wird erfiillt durch folgende Annahmen: 

1. Die symbolische Darstellung der Form f in der Normalform 
ist ein Produkt von ebensoviel Factoren, als f Reihen von Veriinder- 
lichen enthiilt. 

2. Jeder symbolische Factor ist eine Potenz eines linearen Aus- 
drucks der Veriinderlichen der betreffenden Reihe; der Exponent ist 
die Ordnung, zu welcher die Reihe in / auftritt. 

3. Ein solcher linearer Ausdruck ist eine Determinante von 
Reihen, zusammengesetzt aus den Reihen x, bez. u, welche die be- 
treffende Reihe von Veriinderlichen bilden, und der entsprechenden 
Zahl symbolischer Coefficienten. Jeder dieser Ausdriicke ist demnach . 
einer doppelten symbolischen Darstellung fihig, jenachdem die be- 
treffende Reihe von Veriinderlichen aus Reihen « oder aus Reihen u 
zusammengesetzt wird. 

Solehe symbolische Darstellung habe ich im II. Bande dieser Anna- 
len beziiglich der Liniencoordinaten im Raume angegeben, und dort 
sowie in Nr. 3. der Gott. Nachr. von 1872 Anwendungen davon gemacht. 

Von dieser symbolischen Darstellung ausgehend, kann man nun 
den folgenden Fundamentalsatz beweisen: 

Jede Form f, welche beliebig viele Reihen aller Classen ent- 
hilt, kann aus Polaren solcher Formen g zusammengesetzt 
werden, welche aus jeder Classe hichstens eine Reihe enthalten. 

Unter dem Ausdruck Polare verstehe ich hier auch beziiglich der 
Verinderlichen irgend einer Classe (p, bez. p’, p”.. .) Bildungen, 
welche durch wiederholte Anwendung der Operationen: 

of é + ave oy 
2 pin.. a » SP in.. —_ 
hervorgehen. 
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Die Formen g, aus denen f dem Fundamentalsatze gemiiss hervor- 
geht, nenne ich das reducirte System der Form f. Der Beweis des 
Fundamentalsatzes beruht darauf, dass man fiir zwei Reihen derselben 
Classe, welche in f vorkommen, das reducirte System bildet, und also 
f durch ein Formensystem ersetzt, welches gewisse einfachere Eigen- 
schaften besitzt. Indem man dasgelbe Verfahren auf jede Form des 
erhaltenen Systems anwendet, zeigt es sich, dass man sich einer 
Grenze niihert, in welcher jede Form des Systems héchstens eine 
Reihe jeder Classe enthiilt, und dass zugleich die Anzahl der Formen 
dieses reducirten Systems eine endliche ist. 

Die Form f steht mit dem reducirten Systeme der m in dem be- 
sondern Zusammenhange, dass sowohl alle g Invarianten von / sind, 
als auch umgekehrt f cine simultane Invariante der g. In Folge dessen 
ist tiberhaupt -jede Invariante von f auch eine solche der my. Man zieht 
also die Folgerung, dass alle Invarianten von Formen mit beliebig 
vielen Reihen aus simultanen Formen erzeugt werden kénnen, deren 
jede héchstens eine Reihe jeder Classe enthilt. Fiir die allgemeine 
Auffassung der Invariantentheorie entspringt hieraus eine Begrenzung 
des Gegenstandes, welche von héchster Wichtigkeit ist. Um alle 
Bildungen, welche die Invariantentheorie innerhalb einer Mannigfaltig- 
keit von n — 1 Dimensionen tiberhaupt zulisst, untersucht zu haben, 
geniigt es, solche Grundformen zu betrachten, welche von jeder Classe 
hichstens eine Reihe enthalten. 

Die zu betrachtenden Grundformen innerhalb einer Mannigfaltig- 
keit von » — 1 Dimensionen zerfallen daher in 2"—! Classen, von 
denen die erste keine Reihe von Verinderlichen, die andere mehr 
oder weniger von solchen, die letzte alle enthalten. Bei den biniiren 
Formen erhiilt man ausser Constanten nur Functionen einer Reihe; 
bei terniiren Formen ergeben sich Grundformen, deren vier Classen 
genau den vier in der terniren Formentheorie iiblichen Bezeichnungen 
der Invarianten, Covarianten, zugehérigen Formen und Zwischen- 
formen entsprechen. Fiir quaternire Formen erhiilt man 8 Classen, 
von denen die meisten noch niemals betrachtet sind, welche sich aber 
hier als nothwendig und unumgiinglich erweisen. 

Noch wichtiger darf man wohl das Resultat neunen, welches hier- 
durch fiir die Begriffsbestimmung der Invarianten an sich gewonnen 
ist. Als Aufgabe der Invariantentheorie darf man es in einem ge- 
wissen Sinne bezeichnen, alle Invarianten einer Form oder eines 
Formensystems zu finden, durch welche, und durch deren Polaren, 
alle Invarianten dieser Form oder dieses Formensystems als ganze 
Functionen darstellbar sind. Durch den obigem Satz ist nun gezeigt, 
dass Invarianten mit mehreren Reihen derselben Classe sich immer 
auf solche zuriickfiihren lassen, welche aus jeder Classe héchstens eine 
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Reihe enthalten. Daher kinnen wir nunmehr die Betrachtung der In- 
varianten einer Form oder eines Formensystems von vorn herein auf 
solche beschriinken, welche aus jeder Classe hichstens eine Reihe ent- 
halten. Andererseits aber erkennt man auch die Nothwendigkeit diese 
2"—1 Classen von Invarianten in den Kreis der Betrachtung zu ziehen. 
Fiir terniire Formen ist dies lingst geschehen, wenn auch nicht mit 
dem principiellen Bewusstsein, dass damit alles umfasst sei. Aber 
anders bei den quaterniren Formen; und die relative Unvollkommen- 
heit ihrer Theorie darf wohl wesentlich durch diesen Umstand erklirt 
werden. 

Man kann die Reduction, welche in der Einfiihrung des reducirten 
Systems liegt, noch einen Schritt weiter fiihren. Bezeichnen wir als 
conjugirte Reihen in einer Form des reducirten Systems solche, welche 
den Classen (k, » — k) und (n —k, k) angehéren, und bezeichnen 
wir die Veriinderlichen dieser Reihen durch p und gq, so kénnen wir 
noch jede Form des reducirten Systems auf eine Anzahl von solchen 
zuriickfiihren, welche in Bezug auf jedes Paar conjugirter Reihen die 
Gleichung: 

(2) 0= z a5 


Pin ...0%n... 


~b) 


befriedigen. Das System, welches auf diese Weise entsteht, nenne ich 
das eigentlich reducirte. Es folgt wie im Vorigen, dass man sich in 
der Theorie der algebraischen Form insbesondere auf die Untersuchung 
soleher Formen und Invarianten beschriinken darf, welche aus jeder 
Classe nur eine Reihe enthalten, und welche iiberdies die Gleichungen 
(2) befriedigen. 

Es entsteht hier nun eine Frage, welche ich in Bezug auf terniire 
Formen beantwortet habe; in wie weit nimlich, wenn man die Coeffi- 
cienten von / als von einander unabhingig voraussetzt, auch die Coeffi- 
cienten der Formen des eigentlich reducirten Systems von einander 
unabhiingig seien, abgesehen natiirlich von den durch (2) ausge- 
sprochenen linearen Bedingungen. Fiir terniire Formen habe ich be- 
wiesen, dass in der That die Coefficienten des eigentlich reducirten 
Systems iibrigens von einander unabhiingig sind. Bei terniiren Formen 
ist also die Theorie einer Form f mit beliebig vielen Reihen von Punkt- 
und Liniencoordinaten nicht nur individuell, sondern auch generell 
durch die eines mit entsprechenden Ordnungszahlen iibrigens beliebig 
gebildeten simultanen Systems ersetzbar, dessen Formen siimmtlich 
héchstens eine Reihe von Punkt- und Liniencoordinaten enthalten und 
in Bezug auf dieselben die Gleichung: 

egy e e 
(3) jzdu, + Inou, + Jadu =? 


befriedigen. Man bildet dies System auf folgende Art. 
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‘f 4. Enthiilt f nur eine Reihe von x und eine Reihe von u, so 
“4 bildet man die Formen: ; 
e of = sede, + tee t = 
= ef, af. nr 
it Of — seou, + ides + Dede: 
or . . . . . . . . . . . . 
a und bestimmt sodann die Zahlen «, 6B... so, dass die Formen: 
‘ g =f + au, Of + Bu? df... 
- 9, = Of + au, 0?f + Pu? of... 
Is — . — . . . . . . ao em 
1e simmtlich der Gleichung (3) geniigen. Die a, 6... sind hierdurch 
n . vollig und eindeutig bestimmt (siehe Gordan, diese Annalen Bd. V., 
ir p. 103). Die Formen » bilden das eigentlich reducirte System. 
n 2. Enthalt f nur zwei gleichartige Reihen, etwa x und y,; so kann 
ie man symbolisch setzen: 
{=a b*. 
y 
Die Formen des eigentlich reducirten Systems sind dann: 
:h p=arb, oy =an "bh '(abu), g,=a" *b"~* (abu), ete. 
- 3. Enthilt / mehr als zwei Reihen, so sind unter diesen mindestens 
s zwei gleichartig. In Bezug auf diese ersetzt man /f durch dieselben 
ad Formen wie unter 2. Die so entstandenen Formen behandelt man 
- in gleicher Weise beziiglich irgend zweier in ihnen auftretender gleich- 
artiger Reihen weiter, und gelangt so endlich zu einem eigentlich re- 
ducirten Systeme. Aus demselben fallen nur verschiedene Formen fort, 
a weil die Formen g unter 2. schon die besondere Eigenschaft haben, 
a der Gleichung (3) in Bezug auf die Reihen x, u zu geniigen. Die 
a Fortsetzung der hier zu leistenden Operationen fiihrt daher auf die 
folgende Aufgabe, durch deren Lésung alles erledigt ist: 
a Kine Form f enthilt drei Rethen «, y, u, und geniigt in 
= Bezug auf x und u der Gleichung (3). Man soll das eigentlich 
" reducirte System von f angeben. 
- Es sei symbolisch: 
. [= ap bi we; 
h der Umstand, dass f der Gleichung (3) geniigt, wird dadurch ausge- 
id driickt, dass alle mit dem symbolischen Factor a, behafteten Glieder 
ausgelassen werden kinnen. Ein reducirtes System von / ist: 
(4) py=a™ bu? pan "bub (abu), p= an" oF a? (abu)... 
Man erhilt das eigentlich reducirte, wenn man jede dieser Formen 
. wie oben unter 1. behandelt. Dabei aber ist zu bemerken, dass: 
Mathematische Annalen, V. 28 
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d* gp, = 0" {a"—* bu? (abu)*} 
verschwindet, sobald x grésser als eine der Zahlen » — A oder p wird, 
wodurch die Anzahl der dem eigentlich reducirten Systeme angehirigen 
Formen sich vermindert. 

Als Anwendung dieser Principien gebe ich die Reduction einer 
Form /, welche drei Reihen xz, y, u, jede quadratisch und in allge- 
meiner Weise enthilt. Es sei symbolisch: 

f = a," by? uQ?. 
Nach 2. erhailt man in Bezug auf die Reihen z, y das eigentlich re- 
ducirte System: 
gp =—a,7b2u, P= azbzu" (abv), 4 = ua? (abv)*. 
Von diesen Formen gehért m schon dem (nicht eigentlich) reducirten 
Systeme an; xz giebt nach 2. die Formen: 
QP, = Ua? (abu), gp, = ta(abu) (dzba — dita), Ps = (deba — b2G,q)’. 
Endlich geniigt die Form yw in Bezug auf die Reihen x, v der Glei- 
chung (3); ihr reducirtes System ist also nach (4): 
DP, = debra? (abu), Pp; = debs ta (Adabs — baadx). 

Das reducirte System von f besteht also aus den folgenden Formen 

mit den beigesetzten Ordnungen und Classen: 








Form. Ordnung. Classe 
Q 4 2 
9, 0 4 
Q, 1 2 
Ps 2 0 
4 2 3 
9; 3 1 


| 

Wenn die Coefficienten von f von einander unabhiingig sind, so 
sind auch die Coefficienten dieser Formen von einander unabhingig, 
nur dass g, der Gleichung dy, = 0 geniigt. Bei der Bildung des 
eigentlich reducirten Systems, dessen Formen dann siimmtlich der Glei- 
chung dg = 0 geniigen, bleiben 9,, 9, 3, ungeindert. Dagegen 
wird @ durch drei Formen g’ (Ordnung 4, Classe 2), p” (Ordnung 3, 
Classe 1), y”’ (Ordnung 2, Classe 0), g, durch drei Formen g,’ (Ord- 
nung 2, Classe 3), ,” (Ordnung 1, Classe 2), »,” (Ordnung 0, Classe 
1), endlich g, durch zwei Formen , (Ordnung 3, Classe 1) und 9,” 
(Ordnung 2, Classe 0) ersetzt. Die Zahl der von einander unabhiingigen 
Coefficienten dieser Formen ist in der That 216, gleich der Zahl der 
Coefficienten von f. 


Géttingen, den 8. Marz 1872. 





v 


Ueber die Complexflichen und die Singularitatenflaichen der 





Complexe. 


Von A, Ciesscu in GOrTTINGEN. 


In einem friithern Aufsatze (Annalen Bd, II., p. 1) habe ich be- 
wiesen, dass die Gleichung eines Complexes jedesmal in einer und nur 
in einer Weise in eine Form gebracht werden kann, welche der sym- 
bolischen Uarstellung 

(abay)" = 0 oder (u,v, — Va)" = 0 
oder der gleichbedeutenden Darstellung 

(aBuv)" =O oder (4,8, — B,a,)" = 0 
fihig ist. 

Betrachtet man in diesen Formeln z und « als constant, y und 
v als verinderlich, so stellen sie den Complexkegel des Punktes z, 
beziehungsweise die Complexcurve der Ebene w dar. 

Um die Gleichungen der zu einer Geraden y, z oder u, v ge- 
hérigen Complexfliche zu erhalten, verfihrt man folgendermassen. Die 
Complexfliiche ist der Ort der Durchschnitte unendlich naher Complex- 


kegel, welche ihre Spitzen auf der Geraden haben. Ist y + Az irgend 


ein Pankt der Geraden y, z, so ist sein Complexkegel 


((abay) + A(abaz))" =0, 
und man erhiilt den Ort der Durehschnitte niichster Complexkegel, 
indem man die Discriminante dieser Gleichung nach 4 gleich Null 
setzt. Nun ist die Discriminante, nach 4 genommen, fiir die Glei- 


chung 
(py + Ap.)” 


nichts anderes als die Gleichung der F'liche P) = 0) in Liniencoordinaten ; 
um sie zu erhalten, bildet man zuniichst die Discriminante einer biniren 
Form n'e* Grades in ihrer symbolischen Form; sie sei, indem p, p’... 
die vorkommenden Symbole, die C aber numerische Constanten be- 


deuten: ; 
ZCTI(p yp’). 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der Kgl. Ges. der Wiss. zu Géttingen, 
1872. Nr. 3. 
28* 
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Sodann ersetzt man die symbolischen Determinanten (pp) durch die 
Determinanten p, p, — p.p,. Die fragliche Gleichung ist also 


ZCTI (py ps — Pe Py) = 0. 


In dieser bleibt nur noch p, durch (abay) etc. zu ersetzen. Demnach 
wird die Gleichung der zu der Geraden y, 2 gehirigen Complexfliche 
in Punktcoordinaten : 


(1) ZCTI|(abxy) (a’b’'xz) — (abaz) (a’b'xy)| = 0 *). 


Die Zahl der symbolischen Reihenpaare ab, al’... ist, wie der Grad 
der Discriminante einer biniiren Form x‘ Ordnung, gleich 2(m — 1), 
wihrend jedes Reihenpaar nmal auftritt. Die Gleichung (1) ist also 
von der Ordnung 2(n — 1) in den , und dies liefert den von Pliicker 
gegebenen Satz: 
Die Complexfliichen eines Complexes n'** Ordnung sind von 
der Ordnung 2n(n — 1). 

Die Coordinaten eines Punktes y der gegebenen Geraden kommen 
nur in je (m — 1) Determinantenfactoren vor, und alle diese Factoren 
verschwinden, wenn man die y den « gleich setzt. Dies giebt also 
der Satz Pliickers: 

Die gegebene Gerade ist n(n — 1) fache Gerade ihrer Com- 
plesfliche. 
Denken wir uns aber a gegeben, wiihrend y und ¢ sich bewegen 
kénnen, so ergiebt sich aus (1) sofort folgender Satz: 
Die Linien, deren Complexjlichen durch einen gegebenen 
Punkt x des Raumes gehen, bilden einen Complex n(n — 1)'" 
Grades, 
nimlich den Tangentencomplex des Complexkegels von . 
Ersetzen wir die siimmtlichen soeben angestellten Betrachtungen 


*) Nach einer Bemerkung von Hrn. Klein giebt diese Gleichung zugleich die 
Brennfliiche der Congruenz, welche ein Complex »' Grades mit einem linearen 
gemein hat, sobald man nur unter y, ¢ nicht mehr die Coordinaten von Punkten, 
sondern die symbolischen Coefficienten des linearen Complexes versteht. Dies 
gestattet eine interessante Anwendung auf die Kummer’sche Fliiche, da dieselbe 
Brennfliiche der Congruenz ist, welche ein Complex zweiten Grades mit einem 
linearen Complexe gemein hat. Fiir sie ergiebt sich niimlich die symbolische 
Gleichungsform: 

[(aba.A) (a'b'a B) — (aba B) (a'b'x A)\? = 0, 


wo a, b und a’, b’ symbolische Coefficienten des Complexes zweiten Grades, A, 
B solche des lmearen Complexes sind. Und zwar ergiebt sich diese Form auf 6 
verschiedene Arten, da die Kummer’sche Fliche immer gleichzeitig fiir 6 ver- 
schiedene derartige Congruenzen Brennfliiche ist. 
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durch ihre dualistischen Gegensiitze, so erhalten wir als Gleichung der 
zu der Geraden v, w gehérigen Complexfliche in Ebenencoordinaten: 
(2) ZCTI[(apuv) (a puw) — (aBuw) (e' p'uv)| = 0. 
Dies giebt zuniichst die Sitze Pliickers: 
Die Complexflichen eines Complexes ne Grades sind von 
der Classe 2n(n — 1); 
Die gegebene Gerade ist Axe ‘eines n(n — 1) fach beriih- 
renden Biischels von Tangentenebenen fiir thre Complexfliche ; 
sodann aber den Satz: 
Die Linien, deren Complexfliichen eine gegebene Ebene be- 
riihren, bilden einen Complex n(n — 1)" Grades, 
nimlich den Complex der Geraden, welche die Complexcurve von u 
schneiden. 

Fiir n = 2 sind die Gleichungen (1), (2) in der angefiihrten Note 
bereits gegeben. Fiir » = 3 hat man nach der bekannten Bildung 
der Discriminante einer biniiren cubischen Form als Gleichung der 
Complexfliiche in Punktcoordinaten : 


[((abay) (a xz) — (a’b'xz) (abay)}? 
[a bay) (ab x2) — (ab x2) (a 0" xy)? 
- ((abaxy) (a baz) — (abaz) (a b’xy)| 
. aay) (ab x2) — (a V'xe) (ab xy)| = 0. 
Kiir n = 4 aber nimmt die Gleichung die Form an 
I—6J? =0, 
wo 
I= |(abay) (a b'xz) — (abxz) (a Vay)}' 
J = [(abaxy) (a b’'xz) — (abxz) (a’b’xy)|* 
. [(a bay) (a baz) — (ab x2) (a b’xy)l? 
.[(v'b'xy) (a b’x2) — (a V'x2) (a b’ xy). 


Da in der Theorie biniirer Formen J = 0 anzeigt, dass vier Elemente 
fiquianharmonisch, J = 0, dass sie harmonisch liegen, so ist J =O 
die Gleichung der Fliche, deren Punkte Complexkegel haben, welche 
von der Geraden y, 2 in Aquianharmonischen Punkten geschnitten 
werden, und J = (0) die Gleichung der Fliche, bei welcher entsprechend 
ein harmonischer Schnitt eintritt. Man hat also folgende Sitze: 

Die Punkte, deren Complexkegel beziiglich eines Complexes 
4'en Grades von einer gegebenen Geraden y, 2 diquianharmonisch 
bez. harmonisch getroffen werden, bilden eine Fliche 8'', bez. 
12'« Ordnung, welche die Gerade y, 2 zur 4fachen, bez. 6fachen 
Geraden hat. Die Geraden, welche den Complexkegel eines ge- 
gebenen Punktes x beziiglich eines Complexes 4'" Grades dqui- 









A. Cuesscu. 


anharmonisch , bez. harmonisch schneiden, bilden Complexe 4'°*, 
bez. 6'°" Grades. 


Ebenso, indem man diese Siitze dualistisch iibertrigt: 


Die Ebenen, an deren Complexcurven beziiglich eines Com- 
plexes 4°" Grades von einer gegebenen Geraden aus dquian- 
harmonische, bez. harmonische Biischel von Tangentenebenen 
gehen, umhiillen eine Fliiche 8'", bez. 12'" Classe, fiir welche 
die durch jene Gerade gehenden Ebenen ein Biischel 4fach, bez. 
6 fach beriihrender Tangentenebenen sind. 

Die Geraden, von welchen an dic Complexcurve einer Ebenc 
u beziiglich eines Complexes 4°" Grades dquianharmonische, bez. 
harmonische Tangentenebenen gehen, bilden Complexe 4'", bez. 
6" Grades. 


Man kann diese Siitze als besondere Fille der folgenden betrachten: 


Die Punkte, deren Complexkegel beziiglich eines Complexes 
ne" Grades von einer gegebenen Geraden in einem Punktsystem 
geschnitten werden, fiir welches eine Invariante k's Grades ver- 
schwindet, bilden eine Fliiche der Ordnung kn, welche jene 
Gerade zur Em fachen Geraden hat. 

Die Geraden, welche den Complexkegel eines gegebenen 
Punktes x beziiglich eines Complexes n'" Grades in einem Punkt- 
systeme schneiden, fiir welches eine Invariante k's Grades ver- 
schwindet, bilden einen Complex = Grades. 

Die Ebenen, an deren Complexcurven beziiglich eines Com- 
plexes n°" Grades von einer gegebenen Geraden ein Biischel von 
Tangentenebenen geht, fiir welche eine Invariante k' Grades 
verschwindet, umhiillen eine Fliiche kn" Grades, welche das 
Biischel der durch jene Gerade gehenden Ebenen zu = fachen 
Tangentenebenen hat. 

Die Geraden, von welchen an die Complexcurve einer Ebene 
u beziiglich eines Complexes n'" Grades ein Biischel von Tan- 
gentenebenen geht, fiir welches eine Invariante k'" Grades ver- 
schwindet, bilden einen Complex = Grades. 

Die Singularitatenfliche eines Complexes n'™ Grades*) entsteht 





auf doppelte Weise. Entweder entsteht sie als Ort derjenigen Punkte, 
deren Complexkegel eine Doppelkante hat, oder als Ort derjenigen 


*) Der Begriff einer solchen, welchen Pliicker fiir Complexe 2" Grades 
aufgestellt hatte, gab fiir allgemeine Complexe zuerst Pasch (Habilitationsschrilt, 


Giessen 1870). 
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Ebenen, deren Complexcurve eine Doppeltangente hat. Fiir Complexe 
2'en Grades ist die Singularitiitenfliche in Punkt- und Ebenencoor- 
dinaten in meinem angefiihrten Aufsatze gegeben. Fiir ein beliebiges 
n erhalt man die Singularititenfliche auf folgende Weise. 
Bezeichnen wir eine Curve n'* Ordnung symbolisch durch 
Y, w 7, + +> =O; 
ihre Discriminante (welche, gleich Null gesetzt, die Bedingung des 
Doppelpunkts liefert) sei in symbolischer Form durch 
A=XC.M(yy7'y’) 
dargestellt. Der Grad der Discriminante ist 3(m — 2)’; daher ist 
ebenso gross die Zahl der in A auftretenden Symbolreihen, und die 
Zahl symbolischer Determinantenfactoren in jedem Terme von A ist 
n(n — 1)*. 
Man erhilt hieraus die Gleichung einer Fliche n' Ordnung 
f=y=¥,- + =0 
in Ebenencoordinaten in der Form 
F=C.MW(yy'y"u) 
dargestellt; sie ist in den w vom Grade n(n — 1)*, also von der Classe 
n(n — 1)?. 
Ist aber f =O ein Kegel, so geht / —0 in eine Constante M 
iiber, multiplicirt mit der Gleichung der Spitze, erhoben zur Potenz 
n(n — 1)*, also hat man, wenn x diese Spitze ist, 


F=M.u""—™, 
Es ist leicht, dies an dem Complexkege! eines Complexes mn‘ 
Grades zu verfolgen. Die Gleichung desselben ist 
(@2By — Bray)" = 90 
wo die y die laufenden Coordinaten sind. Setzt man dies gleich Y» 


so ist 


i= a, B; sae Bx, Ve = 0. 
Daher wird 


(y, ¥, ¥", U) = (a2 B — Bra, ¥, 7”, W) 
= a,(B, 7, y”, u) — Bela, 7, ¥, w), 
oder, nach bekannten Sitzen: 
= yx(a, B, y’, u) — yr(@, B, y”, vw) — us(a, B, YY”), 
oder endlich, da y, = 0, yz = 9: 
= — (a, B, 7, 7”). Ue- 
Der Factor von wu, ist nur scheinbar unsymmetrisch in Bezug auf 
die drei in ihm vorkommenden Symbolpaare; ich werde ihn, um die 
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Unsymmetrie des Ausdrucks zu vermeiden, durch [0, 1, 2] bezeichnen, 
so dass 


(0, 1, 2) —=—, B, ap — Bre’, ap" — Bre”) 
ist, und bis aufs Vorzeichen gleich den Ausdriicken, welche durch 
Vertauschung der Symbolpaare aus diesem hervorgehen. 
Es wird sonach fiir den Complexkegel 


Fama?” £0.10, 1, 2) — Ma?” 


) 
wo 


M = <XCTIO, 1, 2]. 


Wenn nun eine Ebene den Kegel einer Curve mit Doppelpunkt 
schneiden kann, ohne durch die Spitze zu gehen, so muss er eine 
Doppelseite besitzen, so dass eben dieses fiir jede Ebene eintritt. Es 
muss dann also F’ verschwinden, ohne dass u,=0, d. h. es muss 
M = 0 sein. 

Es ist also MO die Gleichung der Singularititenflichen in 
Punktcoordinaten, und ganz ebenso wird ihre Gleichung in Ebenen- 
coordinaten gebildet. Da jeder Factor der symbolischen Produkte in 
M vom 2" Grade in den @ ist, so ist M iiberhaupt in den « vom 
Grade 2n(m — 1), und man hat also den Satz: 

Die Singularititenjliche eines Complexes n' Ordnung ist 
von der Ordnung und Classe 2n(n — 1). 

Wenden wir das Obige auf Complexe 5'" Grades an, und erwiigen 
wir, dass die Doppelpunktsbedingung einer Curve 3'* Ordnung von 
der Form 7’? — S* = 0 ist, so sehen wir, dass die Singularitiitenfliche, 
welche hier von der 24'°* Ordnung und Classe ist, in Punktcoordinaten 
durch eine Gleichung der Form 7? — S* = 0, und ebenso in Ebenen- 
coordinaten durch eine Gleichung T? — £* = 0 dargestellt wird. Die 
Fliche besitzt also eine Riickkehreurve 96" Ordnung, welche der 
Schnitt der Flaichen 12° und 8' Ordnung 7 = 0, S = 0 ist, und in 
welcher die Tangentenebenen die Fliiche 7’ = 0 beriihren; und sie be- 
sitzt eine parabolische Curve, deren Tangentenebenen eine abwickelbare 
Fliiche 96'* Classe bilden, welche die gemeinsame Developpable der 
Flichen 12% und 8 Classe T=0, £ =O ist, und deren Punkte 
zugleich der Fliiche T 0 angehdéren. 

Indem man es versucht, die hier auftretenden Flichen S = 0, 
T=0, ==0, T=O unabhingig von der obigen Betrachtung an 
und fiir sich zu definiren, bemerkt man, dass die eben ausgefiihrte 
Aufsuchung der Singularitiitenfliiche nur eine besondere Anwendung 
einer allgemeinen Methode ist, welche zu einer Classe covarianter 
Flachen eines Complexes n'" Grades fiihrt. 

Stellen wir die Bedingung auf, unter welcher eine Curve n'* Ord- 
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nung eine gewisse Invarianteneigenschaft besitzt, so erhalten wir eine 
Gleichung der Form 

xC.M(yy'y”) = 0. 
Die Anzahl der darin vorkommenden symbolischen Reihen sei k, so 
dass die fragliche Invariante vom k'*" Grade ist. Die Ebenen, welche 
eine Fliche n'* Ordnung in Curven mit der betreffenden Invarianten- 
eigenschaft schneiden, sind durch die Gleichung 

=IC .M(yy'y"u) = 0 
gegeben, und dieselben umbhiillen daher eine Flache =" Classe. Ist 
aber die Fliche n'" Ordnung ein Kegel, so nimmt diese Gleichung 


die Form 
kn 


M.u,*? —C 
an, wo die x die Coordinaten der Kegelspitze sind. Indem wir dies 
auf die Complexkegel eines Complexes n'*" Grades anwenden, zeigt es 
sich, wie oben, dass diejenigen Complexkegel, deren ebene Schnitte 
die fragliche Invarianteneigenschaft besitzen, durch die Gleichung} 


M=<XC.M[O0, 1, 2} =0 


gegeben sind. Die Gleichung ist vom Grade = in den x3 und man 
hat also den Satz: 

Die Spitzen aller Complexkegel eines Complexes ne" Grades, 
deren ebene Schnitte eine Invarianteneigenschaft besitzen, welche 
durch das Verschwinden einer Invariante k'e" Grades eimer 
Curve n'* Ordnung gegeben wird, bilden cine Fliche von der 

2kn 
3 
Diesem Satze entspricht dualistisch der folgende: 

Die Ebenen, deren Complexcurven in Bezug auf’ einen Com- 
plex n°" Grades eine Invarianteneigenschaft besitzen, welche 
durch das Verschwinden einer Invariante ke" Grades einer 

2 kniter 
3° 


- Ordnung 


Curve n*" Classe gegeben wird, wmhiillen eine Fliche 
Classe. 

Man erhilt hieraus sofort die Definitionen der gedachten vier 
Flichen, welche bei den Complexen 3'" Grades auftreten, indem man 
die durch die Gleichungen S =O bez. T =O ausgedriickten Eigen 
schaften der Curven 3' Ordnung und Classe einfiihrt. 


Géttingen, den 24. Januar 1872. 






















Ueber die Wendepunktdreiseite einer Curve dritter Ordnung. 


Von GuNDELFINGER in TUBINGEN. 


Das Problem der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung 
f (%,, %, £3) =O kommt bekanntlich darauf hinaus, in den drei Glei- 
chungen 
a = 2? X,4+ 2 X, 42° X, (i =1, 2, 3) 


die 9 Substitutionscoefficienten a) so zu bestimmen, dass f die Form 
annimmt: 


= a(X,; + X,) + X,3) + 6DX,X,X;. 


In Band II. dieser Annalen 8. 382 ff. lést Prof. Clebsch diese 
Aufgabe, indem er die linearen Ausdriicke X; durch Covarianten aus- 
driickt und somit die ,,inversen ‘‘ Substitutionscoefficientenendgiltig be- 
rechnet. Die directe Berechnung der x” kann man nach der allgemeinen 
Theorie des Herrn Aronhold am besten vermittelst Contravarianten 
an die Darstellung der Ausdriicke U; ankniipfen, welche mit den Coor- 
dinaten wu; irgend einer Geraden durch folgende Relationen zusammen- 
hangen: 





U; = a” wy, a Uy + a us » t=l, 2, 3. 


Diese beiden Auflésungsarten empfehlen sich besonders dann, 
wenn man die Substitutionscoefficienten selbst und nicht bloss deren } 
Verhialtnisse kennen, wenn man also das obige Transformationsproblem 
algebraisch vollstandig durchfiihren will. Zur Bestimmung der Wende- 


punkte von f= 0 reicht es jedoch hin, die Verhéilinisse der a) zu 
finden, indem man nur die Gleichungen der einzelnen Seiten: 


X,=0, X,=—0, X,—0, 
oder der einzelnen Scheitel 


U,=0, 





U,=0, 





U, =0 
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aufzustellen hat. In diesem Sinne michte vielleicht vor den beiden 
vorhergehenden Methoden der Wendepunktbestimmung eine dritte den 
Vorzug verdienen, welche jede Seite und die ihr gegeniiberliegende 
Ecke eines Wendepunktsdreiseits gleichzeitig vermittelst Zwischen- 
formen finden lehrt und welche in den Resultaten meiner Abhandlung 
iiber die Ausartungen der Curven dritter Ordnung enthalten ist. Diese 
letztere Methode gestattet es auch, die Anzahl der reellen und imagi- 
niiren Wendepunktsdreiseite rein analytisch abzuleiten*). 

Die Zusammenstellung der Formeln, die sich auf die Bestimmung 
der U; durch Contravarianten beziehen, sowie die Discussion, die sich 
an die dritte Auflésungsmethode kniipft, bilden den Inhalt der folgenden 
Mittheilung. 


I. 


Berechnung der Substitutionscoefficienten vermittelst zugehériger 
Formen. 
Bezeichnen wir nach Vorgang von Clebsch a! -+ 8ab*® mit F 
und die Substitutionsdeterminante £ + 2"? 2® 2 mit r, so hat man 
fiir die zugehdrigen Formen P; und R, folgende Beziehungen**) 


yl P; = Pr? {6a U; U, U, _ 26(U,5 + U,3 + U;3)} 


77) , 
rR, = 0? {— 92° U,U,U, 45° (U3 + UP + US), 
oder aufgelést: 


(1) ~ 409(U,3 + U3 + U;)=—+" \y OF PB, + 2ar? Ry 
¢ or: ) al ‘ 
(2) 127° U, U,V; =r" {4 P, — 2br? Rh. 


Die Contravarianten sechster und neunter Classe 


© = 3RF + STS; — 28?8,T,+ TT, 


0S,0T,aRF 
= , 2 Geis dt 
T=t2+ i in dm 


geniigen den Relationen: 


*) Bei der Ableitung, die in Durége’s Werk: ,,Die ebenen Curven dritter 
Ordnung“ gegeben ist, bleibt gerade der Hauptpunkt unbewiesen, dass niimlich 
wenigstens ein reelles syzygetisches Dreiseit existirt. 

**) Die den Formen vorzusetvenden Zahlenfactoren sind dieselben, wie in 
meinem Aufsatze: ,,Zur Theorie der terniiren cubischen Formen“ (Band IV. dieser 
Annalen, S. 144 ff.). 











444 


GuNDELFINGER. 


(3) r8o =F {2(0,3 + U,'+ U,)— 24(0,3 U3 + U,2 0,°+- U3 U,)} 
(4) rT ——8 . 1819 (U,8 — U,") (U,' — Uy) (US — 0)’. 

Multiplicirt man die Gleichung (3) mit [’, (4) mit r?' R? =P, 
erhebt (2) in den Cubus und setzt iiberdies 


: 1273 5, 12730; 1278 
(5) rio Us =é& , == > U;> =§, 


rio . 
so gehen aus (1), (3), (2) und (4) beziehungsweise die Formeln hervor: 
E+ n+¢—— 6a(60?P, + rR) 
En + n€ + ££ = 302(6b? P, + rR)? — 62-20 
(6) Ent = 8 {2(a* + 263) P, — br? R,}* 
(§ — n) (n — &) (€ — &) = 247° RT. 


Dieses System zeigt, dass &, », € die Wurzeln der cubischen Glei- 
chung sind: 


a + 3a(12b?P, + 2r2R) 2? +3 {6B P, + PR) a? — 602-2 O} 
— 8 {2(a3 + 20%) P, — br? R,}* =0. 
Nennen wir die vollstiindigen Cuben 
4(2(a* + 2b) P, — br? R,)’ — 5a’ (60? B, + rR)? 
—6Pr-2a O(6VP,+ rR) +4 VY — 3 R11 
4(2(a* + 26°) P, — br? R,)* — 5a (6b? P; + vr? R,* 
— 6Pr- 2a O(68? P, + PR) — 4 Y— 3" R11 
respective M* und N*, so bekommt man durch Auflésung der cubischen 


Gleichung mit Riicksicht auf die letzte Formel des Systems (6) die 
Werthe von &, 7, € und hieraus 


und 


1 14M N ‘ 70-9 
U=— wpat=—ijeplS + \ —2a(6b'r-2P, +R) 
« 1 1 M 2 N € 2 9 om 2 
(7) Uj=— Ty Tb _ a a = —2a(6b? r 2P, +R} 
« 1 1 2M N ¢ ° ai > 
U,’=— aR f= —aEta t+ pe 2a(6br *P, +R). 
M 
r 
Cubikwurzeln aus . , wihrend der zugehérige Werth von X durch die 
Gleichung 
(8) MN = 68-6 @ + 3a°(6b¢r-? B, + R,)? 


gegeben ist. 


In diesen Ausdriicken bedeutet -; irgend eine bestimmte der drei 
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Was die Bestimmung von a, b und ¢ anbelangt, so hat man 
hierzu bekanntlich die Gleichungen: 


9 S364 — a) 
(9) T= (80 + 2000? — ade? 


2 S 8b® + 20a5b' — a 


(10) r=” ae—a) 





Kine der Gréssen a und b kann beliebig angenommen werden. 
Setzt man z. B. a = 1, so kommen in den Formeln (7—10) nur noch 
Potenzen von b* vor; aus (9) ergeben sich dann vier Werthe fiir b’, 
zu deren jedem die Gleichungen (7) ein System der U;* liefern*). 


II. 
Ueber die Realitét der Wendepunktsdreiseite. 


Wir gebrauchen im Folgenden die allgemein angenommene Be- 
zeichnungsweise : 


G(x, 2) = G = at — OSata + 8Tak! — 3882, 


' 2G CG e2&ay 

S(#, 4) =— th (72 oa 2e)), 

: . OG OS(xA) OG OS (x4) 
ee: a (‘s dx du a ): 


Fir irgend eine Wurzel x;(¢ = 1, 2, 3, 4) der biquadratischen 
Gleichung 
G(x, 1) = «4 -— 68x? + 87x — 38? =0 


stellt’ bekanntlich 
Hi f —A=0 


ein Wendepunktsdreiseit dar. Sind 
X®—=-0 XP=—0 XY =—0 
die Gleichungen der Seiten und 


i) i) ‘) 
U®=0 UP=0 U0 


*) Man kinnte sich a, anstatt es der Kinheit gleichzusetzen, auch so be- 
stimmt denken, dass 7 = 1 wird. Aus den Relationen 
S = 4b(b' — a’) T = 8b + 20a°b’ — a? 
folgt alsdann durch Elimination von a die Gleichung: 
27 - 1605 — 9 - 8b'S — 167'b? — S?=0, 
welche durch die Substitution l? = 4¢ tibergeht in: 
c' — 6Sce? — 81'c — 38? = 
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die Gleichungen der Scheitel derselben, so kann man nach Band IV. 
dieser Annalen Seite 567—569 leicht die Producte X° U®, x® 0, 
Xt U;° (uatiirlich abgesehen von constanten Factoren) bestimmen. Es 
werden namlich*): 


47 (x;, 1) {6(«if — A) Te, ;-4—188(x;, 1) Ox,;—4 Ue 
—2T(x;, 1) w+ Y—6T (x, 1) Bs,s-4} = Mi 






















und 
47 (x;, 1) {6(«: f — A) Tx, 4 — 188(%;, 1) Ox,7-4 Ue 


gesetzt, die Gleichungen 
(12) XPUP=e0, XSUP=—0, XPuP—0 
beziehungsweise dargestellt durch 
4S(x,, Duw+ M+ N;=90 
(12*) 4S(x;, l)u. + «M;,+ &N; = 0 


4S (x;, 1) Ux + eM; + je N; a 0; 
darin sind M; und N; durch die Relation verkniipft: 
(12%) M,N; = 4 {S*(x:, 1) 22 — 37 (x:, 1) Ox, 7-4} - 


Die Gleichung G(x, 1) = 0 hat offenbar ein Paar reeller und ein 
Paar imaginirer Wurzeln, indem deren Discriminante gleich 


— 27. 16 (S* — 72), 


also negativ ist. Nennen wir x, und x, die beiden reellen Wurzeln, 
‘so ist hauptsiichlich zu entscheiden, welche Vorzeichen die Ausdriicke 
T(x,, 1), T(#,, 2) besitzen. Diese Entscheidung ergiebt sich sofort 
aus der Formel: 


T(x,, 1). T(x, 1). T(x, 1). T(x, 1) = — 164 (S*— 72)6 *), 


*) T'(%;s 1) geht aus T(x, 4) fiir x =x; und 1=1, Ty j-A aus T; hervor, 
wenn in letzterer Form die Coefficienten von x; f—A an die Stelle derer von f treten, u. s.w. 

**) Dieselbe ist eine unmittelbare Folge des fiinften der schiénen Siitze, die 
Gordan auf S. 169 ff. des 1V. Bandes dieser Annalen mitgetheilt hat. Nach 
diesem Theoreme ist bis auf einen Zahlenfactor a das Product 

T(x, 1). T(Hg, 1). T (us, 1). T (Hy, 1) 

identisch mit (S? — 7'*)®; durch die specielle Annahme G(x,, 1) = «4 — 8x findet 
man « gleich — 16'. 
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Da T(x,, 1). T(%,, 1) als das Produkt zweier conjugirter complexer 
Zahlen stets positiv ist, so miissen 7(x,, 1) und 7(x,, 1) entgegen- 
gesetzte Zeichen haben. Nehmen wir 7'(x,, 1) als positiv und 7'(x,, 1) 
als negativ an, so enthalten — wofern die Grundform f reell — in 
(12*) fiir 7 = 1 alle drei Gleichungen, fiir ¢ = 2 jedoch nur eine der- 
selben reelle Coefficienten. Man hat daher den bekannten Satz: 

In einem der Wendepunktsdreiseite sind alle Ecken und Seiten, in 
einem anderen dagegen nur ein Scheitel und dessen gegeniiberliegende 
Seite reell. 

Da diese zwei syzygetischen Dreiseite sich gegenseitig in den 
neun Wendepunkten schneiden, so sind von den letztern nur drei, 
in gerader Linie liegende, reell; wie Pliicker zuerst geometrisch be- 
wiesen hat. 

Fiir die complexen Wurzeln x, und x, stellen die Gleichungen 
(12*) offenbar nur imaginire Geraden und Punkte dar. Uebrigens 
wird man, nachdem die Existenz des fundamentalen reellen syzyge- 
tischen Dreiseits erwiesen ist, aus diesem die drei iibrigen am besten 
in der von Hesse (Crelle’s Journal Bd. 28, 8. 96) angegebenen Weise 
ableiten. 


Tiibingen, Mitte November 1871. 














Ueber unbeschrankt integrable Systeme von linearen totalen 
Differentialgleichungen und die simultane Integration linearer 
partieller Differentialgleichungen. 


Von A. Mayer in Lerpzia. 


Jede einzelne lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
ist iquivalent einem gewissen System von gewdhnlichen Differential- 
gleichungen. In ganz iihnlicher Weise besteht zwischen den Systemen 
von linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die eine 
gemeinsame Lésung zulassen, und zwischen gewissen Systemen von 
linearen totalen Differentialgleichungen ein leicht erkennbarer reci- 
proker Zusammenhang, der iibrigens in einzelnen Fiillen, z. B. bei 
der Ampére’schen Integrationsmethode derjenigen partiellen Ditferen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung, die ein Zwischenintegral besitzen, 
schon mehrfach bemerkt und benutzt worden ist. 

In der That, wenn die m — 1 simultanen partiellen Differential- 
gleichungen 


(I) A, (f) =9 ? A,(f) =0 oe . » +» An—i(f) = 9, 
in welchen allgemein: 


A(t) = ZF 4 ai, 4... a, 2 


m OX, "Ox, 
ist und die Coefficienten a, gegebene Functionen von 2,, 2... 2n 
sind, eine gemeinsame Lésung / besitzen, so ist diese Lisung zu 
gleicher Zeit und welche willkiirlichen Functionen von 2,, 2... 4» 


man auch fiir 4,, 4,...4,—1 setzen mag, immer auch eine Lésung 
der linearen partiellen Differentialgleichung: 


ay Ay (f) + dy Ay(f) + +++ An—1Am—a(f) = 9, 
also, einer willkiirlichen Constanten gleichgesetzt, ein Integral der 
n — 1 gewodhnlichen Differentialgleichungen: 
GS, 3 G%_:°°*3:GGm1: Ghgt++++*+:d& 


h=m—t1 P t=m—t1 J 

a ft 

am A,: Ayse-+s Apa: Z dya_---: ZZ Ana, 
4=1 é==3 
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und folglich auch ein Integral der » — m + 1 linearen totalen Differen- 
tialgleichungen : 
4=m—1 


(11) dy— = a’ dip, 


k=m,m+1,...n, 


die aus den vorhergehenden durch Elimination von 4,, 4, ...~.Am—1 
hervorgehen, und man sieht unmittelbar, dass umgekehrt, wenn die 
Gleichung (II) ein Integral f= Const. besitzen, d. h. wenn es eine 
Function f von 2, 2,,...2, giebt, deren Differential durch die Glei- 
chungen (II) allein identisch Null wird, diese Function eine gemein- 
same Lisung der Gleichungen (I) ist. 

Die Aufgabe, eine gemeinsame Lésung der m— 1 linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen (1) zu finden, ist demnach identisch mit 
der Aufgabe, ein Integral der » — m + 1 linearen totalen Differential- 
gleichungen (II) zu entdecken. Hiernach steht zu erwarten, dass jede 
Methode, die uns die Gleichungen (II) integriren lehrt, gleichzeitig 
auch den Keim in sich enthalten muss zu einer Integrationsmethode 
der Gleichungen (I). Dieser Gedanke gab die Veranlassung zu den 
folgenden Untersuchungen, deren Hauptzweck es ist, einen Weg aus- 
findig zu machen, auf dem man durch méglichst wenig Integrationen 
zur Ermittelung einer gemeinsamen Lésung mehrerer gleichzeitiger 
linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung mit derselben 
unbekannten Function gelangen kénne. 

Dabei konnte aber von vornherein eine sehr wesentliche Verein- 
fachung eingefiihrt werden. Da nimlich, wie Herr Clebsch gezeigt 
hat*), zjedes System solcher partieller Differentialgleichungen, das 
iiberhaupt eine gemeinsame Lésung besitzt, sich zuriickfiihren liisst 
auf ein Jacobi’sches System, d. h. im Besonderen auf ein System 
von der Form (I), in welchem zwischen den Operationen A die 


ah fa — [dentititen stattfinden: 
(TI) A;(A;(f)) — Ax(Ai(f)) = 9, 


so war es auch nur ndthig, solche Systeme totaler Differentialglei- 
chungen in Betracht zu ziehen, deren Coefficienten die aus (III) folgen- 
den Bedingungen erfiillen. 

Diese Systeme besitzen die Eigenschaft, dass ihnen durch » —m-+1 
Integrale Geniige geschieht, und es wird sich zuniichst zeigen, dass 
ihre Integration zuriickkommt auf die vollstindige Integration von 
m—1 Systemen von je » — m-+ 1 gewodhnlichen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung, wie dies, unter Voraussetzung eines Systemes 


*) Crelle J. 65, p, 257. 
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totaler Differentialgleichungen, welches die angegebene Zahl von In- 
tegralen besitzt, schon friiher von Herrn Natani bemerkt worden 
ist*). Durch eine Transformation der gegebenen Gleichungen aber, 
die derjenigen nachgebildet ist, mit Hilfe derer Herr P. du Bois- 
Reymond die durch eine Gleichung integrirbaren linearen totalen 
Differentialgleichungen auf je eine einzige gewdéhnliche Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen 2 Variabeln zuriickzufiihren ge- 
lehrt hat**), kann man bewirken, dass schon die Integration des 
ersten jener m — 1 Systeme zur vollstaindigen Integration der ge- 
gebenen Gleichungen geniigt, womit gleichzeitig die vollstiindige Lé- 
sung des iiquivalenten Jacobi’schen Systemes zuriickgefiihrt ist auf 
die vollstindige Integration eines einzigen Systems von » — m-+ 1 
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Hieraus endlich 
wird sich, was fiir die Anwendungen ungleich wichtiger ist, ergeben, 
dass zur Ermittelung einer gemeinsamen Lisung des Jacobi’schen 
Systemes nur die Kenntniss eines einzigen Integrales jenes Systemes 
gewohnlicher Differentialgleichungen nothwendig ist, wodurch z. B. die 
Anzahl der Integrale, deren man zur vollstindigen Lésung einer nicht 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung bedarf, wenn 
man absieht vom ersten, gerade um die Hilfte reducirt wird gegen 
die Anzahl von Integralen, deren Kenntniss nach der vorziiglichsten 
der friiheren Methoden, der Methode von Weiler-Clebsch**) er- 
forderlich war. 


§ 1. 
Bedingungen der unbeschrankten Integrabilitat. 


Zu den Systemen von linearen totalen Differentialgleichungen, die 
im Folgenden ausschliesslich betrachtet werden sollen, gelangt man, 
wenn man » — m-+ 1 beliebige, von einander unabhiingige Func- 
tionen von » Variabeln x, x, . . . 2, willkiirlichen Constanten gleichsetzt 
und die also entstehenden Gleichungen vollstiindig differentiirt. Durch 
Auflésung der derivirten Gleichungen nach »—m-+ 1 von den 
Differentialen erhilt man » —- m + 1 simultane Differentialgleichungen 
von der Form: 


h=m—1 h 
(1) da, = = a, ax), 


t= 
k=m,m+1,...%, 
: . h ° ° ° 
in denen die a, gegebene I'unctionen aller » Variabelm sind und denen 


*) Crelle J. 58, p. 303. 
**) Crelle J. 70, p. 312. 
***) Crelle J. 65, p. 263. 
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in Folge ihrer Entstehungsart dadurch geniigt werden kann, dass man 
fiir 2m %m4+1..-+ 2, passende Functionen der unabhiingigen Variabeln 
Ly Ly..- Lm—1 setzt, Functionen, die tiberdies noch » — m+ 1 will- 
kiirliche Constanten enthalten. Um mich kurz fassen zu kénnen, will 
ich ein solches System linearer totaler Differentialgleichungen (1) ein 
unbeschriinkt integrables nennen. 

Wenn umgekehrt ein System linearer totaler Differentialgleichungen 
von der Form (1) vorliegt, so fragt es sich zunichst, unter welchen 
Bedingungen ist dasselbe unbeschriinkt integrabel, und weiter, wenn 
diese Bedingungen erfiillt sind, wie kann man dasselbe integriren? 

Soll es n — m-+ 1 Functionen 2, %mn41... 2, der unabhingigen 
Variabeln x, %,...%m—1 geben, welche die gegebenen Gleichungen 
(1) identisch erfiillen, so muss, wenn h und 7 irgend zwei verschiedene 
der Zahlen 1, 2, ...m—1 bezeichnen, fiir diese Functionen 


Ox, A Ox, i 
(2) da,  “k ’ dz, “%? 
folglich , wenn man durch die Charakteristik d andeutet, dass bei der 
Differentiation «z,,...2, als solche Functionen von a, und 2; anzu- 
sehen sind, fiir welche die Relationen (2) stattfinden, 
h i 
aq _ 44 
62, a2, 
werden, oder es miissen diese Functionen den Gleichungen geniigen: 
ae Ga, tanf 5 aa, Oa, 
a jm Oy HE (« oa Ga) —° 
Fiihrt man allgemein die Bezeichnung A;(f) ein fiir die Operation 
F f 4=ea i of 
® MD) Fa, FZ Bm,’ 


so kann man die Gleichungen (3) kiirzer also schreiben: 
(5) A;(a,) — An (a,) = 9. 
Diesen Bedingungen, deren Anzahl 
aie laide 
= (n— m-+ 1) = de — 


ist, muss demnach Geniige geschehen durch diejenigen Functionen 
Ly ++. 2, der unabhiingigen Variabeln z,...,,-1, welche die Glei- 
chungen (1) lésen. Wenn aber, wie hier angenommen wird, diese 
Functionen » — m+ 1 willkiirliche Constanten enthalten sollen, so 
ist dies nicht anders méglich, als wenn diese Bedingungen schon an 
sich identisch sind. 

Das identische Bestehen der Relationen (3) oder (5) ist hiernach 
jedenfalls nothwendig, wenn die Gleichungen (1) unbeschrankt integrabel 
29* 











A. Maver. 





452 


sein sollen. Dass dasselbe auch hinreichend ist, wird der folgende § 
zeigen, welcher lehrt, wie man unter Voraussetzung der Identitiiten 
(3) 2m... % als Functionen von 2, ...%,—1 und von »—m-+ 1 
willkiirlichen Constanten so bestimmen kann, dass den Gleichungen 
(1) identisch geniigt wird. 

Zuvor bemerke ich noch, dass, da nach (4): 


A;(A,(f)) — A,(A;(f)) 
= . i 7 
a — {As (a) ee A, (a,)} of 


OX, 


ist, die Identititen (5) auch die folgenden nach sich ziehen: 


(6) A,(Ax(f)) = 4:(Ai(f)) , 
die fiir jede beliebige Function f gelten, und umgekehrt die Bedingungen 
(5) ersetzen kénnen. 


g§ 2. 


Zuriickfiihrung des Systems (1), falls die Relationen (3) identisch 
stattfinden, auf »— 1 Systeme von je » — m-+ 1 gewodhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 


nn es iiberhaupt n — » ‘unctionen #,...%, der unab- 
Wenn es iiberhaupt m + 1 Funcetio a der b 
hingigen Variabeln 2, ...2%,—1 giebt, welche die Gleichungen (1) 
erfiillen, so miissen dieselben zuniichst den » — m + 1 Gleichungen 
geniigen: 


OX», 0 x C x 

7 held. eee ae, a al 

(7) Ba, e, & | ee ie, mm. 

Diese Gleichungen, in denen #,... %,,—; nur wie Constante eingehen, 


bilden ein System von x — m + 1 gewodhnlichen Differentialgleichungen 
zwischen %,... 2, und 2. 

Sind daher: 
(8) 


Pr (Ly Ly. - - Lm —1 Lm...» Ln) = C2 


=m, m+i1,...n 
nm —m-+1 von einander unabhiingige Integrale dieses Systems, so 
miissen die Lésungen 72,,.. . . r, der Gleichungen (1) enthalten sein in 


den Gleichungen (8), deren Integrationsconstanten ¢, nur von #, ...%m—1 
abhingen diirfen. 

Die Gleichungen (8), als vollstiindige Integralgleichungen des Sy- 
stems (7), sind stets auflésbar nach w,,...2%,. Man kann diese Glei- 
chungen daher benutzen, um durch dieselben ¢,,...¢, an Stelle von 
%, ++. 2, als neue abhiingige Variabeln einzufiihren. 

Aus (8) ergiebt sich durch vollstindige Differentiation und Sub- 
stitution der Gleichungen (1): 
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t=m-1 Og, k=n h Co 

dam 2 (ae +24 aa) om 

Hierin ist aber der Coefficient von dz, identisch Null, weil die Glei- 
chungen (8) nach Voraussetzung Integrale des Systems (7) sind. Unter 
Kinfiihrung der Bezeichnung (4) bleibt daher nur: 


t=m—1 


(9) da = J A; (92) dx). 
h=2 


Aus diesen » — m-+ 1 Gleichungen, in denen man rechter Hand fiir 
tm.++.+, die aus den Gleichungen (8) folgenden Werthe einzusetzen 
hat, sind demnach die neu eingefiihrten Groéssen ¢,,.. . ¢, zu bestimmen. 
Sollen aber die Gleichungen (8) Integrale des Systems (7) bleiben, 
so miissen die ¢, unabhiingig von x, werden; also darf x, in den Glei- 
chungen (9) nicht vorkommen. 
Dies ist in der That auch der Fall. Da niimlich nach (6) 


A, (A,(f)) aT A,(A, (f)) 
und A, (p,) = 0 ist, so ist auch 
f = A,(gz) 
eine Lésung der Gleichung A, (f/f) = 0, oder A,(g;,) = Const. ein In- 
tegral des Systems (7); daher werden nach Substitution der Werthe 
VON “,...2%n, die sich aus den Integralen (8) dieses Systems ergeben, 
die Ausdriicke A,(g,) unabhingig von 2. 

Die Gleichungen (9) sind somit siimmtlich frei von «, wnd kinnen 
sich daher nicht dindern, wenn man in ihnen dieser Variabeln irgend 
welchen Werth beilegt. 

Das gegebene System (1) ist nunmehr zuriickgefiihrt auf das 
System (9), welches nur noch m — 2 unabhiingige Variabeln enthiilt. 
Dies letztere System lisst sich im Allgemeinen, d. h. solange man 
iiber das System Integrale der Gleichungen (7), durch welches die ¢, 
als Integrationsconstanten eingefiihrt werden, nichts Niheres festsetzt, 
offenbar erst aufstellen, nachdem man diese Integrale gefunden hat. 
Nimmt man aber fiir die c ein bestimmtes System Integrationscon- 
stanten der Gleichungen (7), niimlich die Anfangswerthe der abhangigen 
Variabeln, so erhilt man den grossen Vortheil, die Gleichungen (9) 
vor aller Integration bilden zu kénnen. 

Man kann dies direct aus dem System (9) erkennen, es zeigt sich 
aber noch klarer, wenn man ausgeht von einem andern, den Glei- 
chungen (9) iiquivalenten Systeme. 

Bezeichnet man durch: 


(10) Hy =m Uy (2, Vy. . « Bm—1 Cm - > - Cn) 


die Auflésungen der Integrale (8) nach #,,...%, oder die vollstian- 
digen Lésungen der Ditferentialgleichuugen (7), und fiihrt direct durch 
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(10) die c, als neue abhingige Variable in die Gleichungen (1) ein, 
so erhalt man jetzt zur Bestimmung der c, die Gleichungen: 


4=a oy ; a: ihe ( h 5 
a ou ey OS Se 
in denen durch die Substitutionen (10) auch die a} auszudriicken sind 
iM ©; %y.. + %m—1 6» +++ Cx, und bei deren Aufstellung benutzt worden 


ist, dass durch diese Substitutionen identisch 


ak — =—=0 
h 
wird. 

Wenn man diese » — m+ 1 Gleichungen nach de,,...dc¢, auf- 
lést, so muss man wiederum zu den Gleichungen (9) gelangen. Man 
kann daher die letzteren ersetzen durch die Gleichungen (11). Und 
da nach dem Vorhergehenden die Gleichungen (9) frei von 2, sind, 
so ist es gestattet, auch vor der Auflisung direct in den Gleichungen 
(11) der Variabeln x, irgend einen beliebigen Werth beizulegen, fiir den 
diese Gleichungen noch auflésbar bleiben. 

Dies vorausgeschickt seien nun 


(12) Sp =e yp (SZ, Le... Im—1 Be. . BH) 


die vollstindigen Losungen der Gleichungen (7), ausgedriickt in 2, und 
den Werthen x},...«, der abhingigen Variabeln z,,...2,, welche 
dem constanten Anfangswerthe «,° von x, angehéren. — Dieser An- 
fangswerth z,° kann beliebig gewahlt werden, nur darf fiir denselben, 
damit die zugehérigen Werthe der abhiingigen Variabeln willkiirlich 
bleiben, keine der Gréssen aj unendlich oder unbestimmt werden. — 
Die Ausdriicke y,, indem sie die Werthe sind, die sich durch Auf- 
lésung der aus den Integralen (8) folgenden Gleicbungen 


PalS, Se - - - Fm—1 Su - - - Sq) =e Ga(H,* Sy . . . Sai BH... B) 


fiir die Variabeln 2, ergeben, haben dann die Kigenschaft, fiir 2, = ," 
sich auf af zu reduciren. 
Setzt man daher in dem Systeme 
4=n Oy, h=m—1 o 
Smits Fh). 
welches sich aus (1) ergiebt, wenn man durch die Substitutionen (12) 
die Anfangswerthe «!,... 2 an Stelle von z,,... x, als neue Variable 
einfiihrt, und in welchem nach dem Vorhergehenden x, einen beliebigen 
Werth erhalten darf, «, = x,°, so reducirt sich dasselbe auf: 
4=m—1 


(13) dxa= = adn, 


. A=2 











on 





worin allgemein a’’ den Werth bezeichnet, den a, durch die Substi- 
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tutionen 
Ly L,° , tm im, .-. Ln aE 
annimmt. 

Aus diesen » — m-+ 1 Gleichungen (13), die, wie man sieht, 
vor jeder Integration des Systems (7) aufgestellt werden kénnen, sind 
also die Anfangswerthe als Functionen von «,...%,,—1 zu bestimmen. 

Die Gleichungen (13) aber bilden ein ganz ebensolches System 
wie die gegebenen Gleichungen (1), nur mit einer unabhingigen 
Variabeln x, weniger. Denn da nach Voraussetzung identisch: 


sik al ne mat ai 
Ga, 0a, =n ; oa, » 4% \_ 
—-—+ 2 |e, = —4, ; a 
Ou; Ox), 4=m " OX) si “4 
ist, so hat man auch identisch: 


i) io o JA 2 10 
' = ea, Ga’ 
he oa, “hae. *: eM CR eae 
a ee See a — a, 0 Scene ’ 
' O02, 


Ox; Ox), 4=m 2 Ox, 





also erfiillt auch das System (13) die Bedingungen der unbeschrinkten 
Integrabilitiit. Man kann dieses System daher genau so weiter be- 
handeln, wie vorher das gegebene, nimlich*durch Integration eines 
zweiten Systems von n — m-+ 1 gewohnlichen Ditferentialgleichungen 
erster Ordnung dasselbe zuriickfiihren auf ein unbeschrinkt integrables 
System mit nur noch m — 3 unabhiingigen Variabeln u. s. f., so dass 
man schliesslich nach Integration von m— 1 Systemen von je »n—m-+1 
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung, von denen jedes 
unabhingig von den andern aufgestellt und behandelt werden kann, 
zur vollstindigen Integration des gegebenen Systems (1) gelangen und 
durch ein recurrirendes System von Formeln «,,...«, ausgedriickt in 
Ly Ly +++ L»—1 und den n — m+ 1 willkiirlichen Constanten des letzten 
jener m — 1 Systeme erhalten wird. 


§ 3. 


Zurickfihrung des unbeschrankt integrablen Systems (1) auf ein ein- 
ziges System von » — m-+ 1 gewohnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


Durch die im vorigen § angegebene Methode wird die Integration 
des gegebenen, unbeschriinkt integrablen Systems (1) zuriickgefiihrt 
auf die Integration von m — 1 Systemen von je » — m- 1 gewohn- 
lichen Differentialgleichungen. Wenn aber der besondere Fall eintreten 
sollte, dass man die Constante x," so waihlen kénnte, dass fiir 7, = ," 
siimmtliche (m — 2) (n — m + 1) Grossen: 
eas a 


a 
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den Werth Null erhielten, so wiirden die Gleichungen (13), auf welche 
durch Integration der Gleichungen (7) das gegebene System (1) zuriick- 
gefiihrt ist, sich auf 

dx, = 0 


reduciren und daher sofort ergeben 
xo, = Const. , 2941 = Const., ... x2, = Const. 


Es wiirden uns dann also schon unmittelbar die vollstindigen Lésungen 
des ersten jener » — m + 1 Systeme gewdhnlicher Differentialglei- 
chungen, ausgedriickt in x, und den Anfangswerthen von 2%,,... Xp 
fiir x, = ,°, sobald darin diese Anfangswerthe als willkiirliche, von 
%y..+%m—1 unabhiingige Constanten angesehen werden, die vollstiin- 
digen Lésungen des Systems (1) ergeben. 

Dieser scheinbar sehr besondere Fall lisst sich nun stets durch 
eine passende Transformation der Gleichungen (1) herbeifiihren. 


Fiihrt man an Stelle von x, %...%m»—1 m— 1 andere Grdéssen 
@, @.. + Gm—1 durch m — 1 beliebige, von einander unabhingige Glei- 
chungen 
(14) “i= Xp (ee, Ye s2) 


als neue Variable ein, so verwandeln sich die Gleichungen (1) in: 


i=m—1 


(15) dy= JZ bi da; , 
é=1 
worin: 
A=m—1 
(16) Ys ee oe 


. a=1 * Oa; 


Zu gleicher Zeit erhilt man, wenn man in einer beliebigen Function 
f von %, %,...%,_ die Substitutionen (14) macht: 


of ies: ae ef 6x, 
0a; hai (O% Oa; 
folglich: 
=s., h=m—1 9 a &s&=2 
in #6 ee re ee ee = "a! ar). 
( ) +,2% " Oa, m4 6 a; 0 x, 2m Ot, 


Da wir aus dem Vorhergehenden wissen, dass das urspriingliche Sy- 
stem (1) ein unbeschriinkt integrables ist, sobald die Identitiiten (3) 
bestehen, so folgt unmittelbar, dass unter dieser Voraussetzung auch 
das transformirte System (15) dieselbe Eigenschaft besitzt und daher 


zwischen den Coefficienten bi desselben die Relationen identisch statt- 
finden miissen: 
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in denen k =m, m+ 1,...m und @ und 6 irgend zwei der Zahlen 
1, 2, ...m— 1 sind, und die, wenn wir allgemein 


Ban of i=ss e or 
(19) By (f) = Oa, +, 25; Ox, 
setzen, die folgenden nach sich ziehen: 
(20) By (Bo(f)) = Ba (By (f)). 


Dies liasst sich auch leicht durch die Rechnung verificiren. 
Man hat nimlich nach (16): 
our = ave < (20 0x, da, 0x, 





Oty 0a, ha=1 \C% Ca, Oty Ot, 
a 4 o “ a a 
s=m—1 p=m—1 0a, Cx, OX, Ox, Ox, 
: ‘e% ua1 CX, \ Ca, Oe, OW, Ot, 
un 
iss - 20 57,0 ie ron gee ae ‘ ae 
S 1e 0b, “Fe ra ou ae —S 1 P ob. C ty ob. Gx, 
4 Fa woay ™, ~, “\ Ga, Fa, Fa, Ge, 
A4=m e 6 4=m pol a e 2 a 
h 2 , a 
5 Set ae Pa 0%, ( 00, Oty — Ou, Oxy 
a=1 @e=1 t=m . Ox, 0 Wy Ou Oy OM 


Bildet man hiermit die linke Seite der Gleichung (18) und vertauscht 
in den negativen Gliedern die beiden Summationsindices ) und uw, so 
erhiilt mau: 


ave ove dn out ‘ aut 
a —~— +d LU i * — ba 
Oa, Oa, Om, . 40x, 


pa ie pe 4 _h h 
A=m—1 A=m—1 Ox, OX 0a, da't 4=n da, h eat 
> > : 


4=m 


“ fe 
= = z . = 7 a — — a, >— 
a=1 ual 0 MG 0 eo 0 vy Ox) i=m . Ox, 1 0 | 





welche Formel direct nachweist, dass von den beiden Systemen iden- 
tischer Relationen (5) und (18) das eine stets das andere nach sich 
zieht. 

Man kann somit zur Integration des aus dem gegebenen unbe- 
schrinkt integrablen System (1) durch die Substitutionen (14) hervor- 
gegangenen Systems (15) genau dieselbe Methode benutzen, die im 
vorigen § fiir die Integration von (1) gewonnen wurde. 

Nach dieser werden wir zuerst die » — m + 1 gewodhnlichen 
Differentialgleichungen 
21) a Ot ee 


vollstiindig zu integriren und die Integrationsconstanten auszudriicken 
yi 4 


haben durch die Werthe «w®,...a% der Variabeln «,,... %,, welche 
dem constanten Anfangswerth «,° von @, entsprechen, Die also er- 
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haltenen vollstindigen Lésungen der Gleichungen (21) geben uns dann 
zugleich auch die vollstaindigen Lésungen des Systems (15), wenn wir 
in ihnen fiir 2f,... 2% diejenigen Functionen von @,... @,,_; setzen, 
die sich durch vollstindige Integration des Systems ergeben: 





i=m—1.. 
(22) da =" E Ue da, 
dessen Coefficienten b;° aus den Coefficienten 
4 h=m—1 Cx 
i U h 
= 2, % Fe, 


der Gleichungen (15) durch die Annahmen: 
@, = 0°, Lm SE my oy Dy Ty 
hervorgehen. 
Nun aber steht uns die Wahl der Substitutionen (14) vollkommen 


frei und es erhellt leicht, dass wir dieselben immer so einrichten kénnen, 
dass simmitliche Coefficienten b\° der Gleichungen (22) verschwinden. 


In der That brauchen wir zu dem Ende die Substitutionen (14) uur 
von der Form zu nehmen: 
(23) ay = %, + (a, — &,") fi, 
worin «,° und die x Constante, dagegen /, f, .. . f,—1 beliebige m — 1 
Fanctionen von «, @...@,—; sind, die nur selbstverstindlich stets 
so gewahlt werden miissen, dass die Gleichungen (23) unabhiingig von 
einander in Bezug auf «, «,...@,,—, werden. 

Hierdurch wird: 

t=m—1 


ae Eat (f+ — a") 24) 


h=1 Oat, 





und fir i> 1 

= 4=m—t1 h Of, 

Ge R Oe Be; . 
Wenn wir daher der Grdésse a," irgend einen solchen constanten Werth 
beilegen, dass keine der m— 1 Functionen /, wnendlich oder unbe- 
stimmt wird fiir a, = «,°, wenn wir tiberdies die Constanten 

&,° ae... Hams 

so annehmen, dass fiir: 





% == 2° , Byer, .. + Im-1 = Im-1 
simmtliche a endlich und bestimmt bleiben, so wird fiir «, = a,° jedes 
b, =0, in welchem i > 1 ist, wahrend die Gréssen 0} fiir a, = a 
endliche und bestimmte Werthe behalten. 


Bei dieser Wahl der Substitutionen (14) sind daher die vollstin- 
digen Losungen der » — m-+ 1 gewohnlichen Differentialgleichungen 





in 


1, 
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(21), ausgedriickt in a, und den Anfangswerthen von z,...2, fir 
a, = @, wenn man in denselben diese Anfangswerthe als willkiirliche, 
VON @, @...%,—1 unabhingige Constanten betrachtet, zugleich auch 
die Lésungen des Systems totaler Differentialgleichungen (15) dar. 
Aus diesen erhilt man aber die Lésungen des gegebenen Systems (1), 
wenn man fiir a, a... @m—1 die aus den Substitutionen (23) folgenden 
Werthe einsetzt. 

Die Integration des gegebenen Systems von » — m linearen totalen 
Differentialgleichungen : 






h=m—1 
(1) dx, = ~, a dx, 
k=m, m + 1, 


lisst sich somit in der Voraussetzung, dass zwischen den Coefficienten 
desselben die identischen Relationeh bestehen: 


dar da, aan, oa, oat ; 
va, — 3a, 42, (1 de, — % 9,) —° 
in folgender Weise zuriickfiihren auf die Integration eines einzigen 
Systems von » — m-+ 1 gewdhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung: 

Man fiihrt an Stelle von x, 2... %m—1 durch die, unter den vorhin 
angegebenen Beschrinkungen willkiirlich gewihiten Substitutionen 
(23) a, =U, + (a, — a") fi 
die Gréssen a, G@... pn—1 als neue unabhiingige Variable ein. Hier- 
durch geht das gegebene System (1) iiber in das folgende: 


i=m—1 


(15) dm—= 5 bi da, 
i=1 
aus dessen Coefficienten 
[ui at (i + — a 5B) 
(24) 


=n! , of, , 
be or, =, ae i>1 
Ly Lys.» Lm—r durch die Substitutionen (23) zu eliminiren sind. Hat 
man dane die aus (15) folgenden n — m w+ 1 gewohnlichen Differential- 
gleichungen erster Ordnung 


. 02,, Ox 0x, 
(25) Fo Oh Fae = Ott» 6 Gee OA 








- vollstiindig integrirt und die Integrationsconstanten ausgedriickt durch 


die Anfangswerthe «°,... xr fiir a, = a,°, so sind die so erhaltenen 
Gleichungen zwischen X 


By Wy oo. Oma Bus > > Sn 









1 
iy 
i 
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und den willkiirlichen Constanten x},... x, die vollstiindigen Integral- 
gleichungen sowohl der gewéhnlichen Differentialgleichungen (25) als 
auch der totalen Differentialgleichungen (15) und man braucht daher 
nur aus diesen Gleichungen a,-a, ... @,—, mit Hilfe der Formeln (23) 
zu eliminiren, um die vollstindigen Integralgleichungen des gegebenen 
Systems (1) zu erhalten. 

Die einfachste Art, den an die Substitutionen (23) gestellten For- 
derungen in allen Fallen zu geniigen, ist die, dass man 

UH = a, 

und fiir h = 2, 3, ...m—1 


= a + (a, — «@,") a 


setzt, worin die Constanten «,° #7”... a); nur so zu wihlen sind, 
dass fiir 
H, == a,° , Lye = 2°, 2. Lm—1 = Im-1 


Keine der Gréssen a unendlich oder unbestimmt wird. Man erhilt 
dann: 


1 1 2 m—t 
b, = a, +m, a, + + hui G, 


bi = (a, — a@,") a’, — eer 8s 


Bei der Ableitung des vorstehenden Satzes ist kein Gebrauch gemacht 
worden von der Aequivalenz der unbeschriinkt integrablen Systeme von 
linearen totalen Differentialgleichungen und der Jacobi’schen Systeme 
von linearen partiellen Differentialgleichungen in der bestimmten Ab- 
sicht, die Integration der letzteren lediglich aus der Untersuchung der 
ersteren zu schépfen. Will man aber die bekannten Kigenschaften der 
Jacobi’schen Systeme zu Hilfe nehmen, so kann man sich von der 
Zuriickfiihrbarkeit des unbeschriinkt integrablen Systems (1) auf das 
System gewohnlicher Differentialgleichungen (25) auch noch auf anderem 
kiirzeren Wege ganz ohne Rechnung iiberzeugen. Um den Gang der 
Untersuchung nicht aufzuhalten, lasse ich diese zweite Ableitung des 
obigen Satzes, die sich noch mehr als die vorhergehende der Schluss- 
weise anschliesst, durch welche Herr P. du Bois-Reymond diese 
Zuriickfihrbarkeit fiir den speciellen Fall einer einzelnen linearen 
totalen Differentialgleichung nachgewiesen hat, erst am Schlusse (§ 7.) 
folgen. 


§ 4, 
Integration des Jacobi’schen Systemes A,(/) = 0. 


Nach dem vorigen § sind die vollstindigen Integralgleichungen 
der gewohunlichen Differentialgleichungen (25), ausgedriickt in «, und 
den constanten Anfangswerthen von x,,... “, fiir a, = «,° gleichzeitig 
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auch die vollstiindigen Integralgleichungen des Systems totaler Diffe- 
rentialgleichungen (15), das aus dem gegebenen (1) durch die Sub- 
stitutionen (23) hervorgeht. 

Die vollstiindigen Integralgleichungen eines Systems gewoéhnlicher 
Differentialgleichungen erster Ordnung besitzen aber die Eigenschaft, 
dass sie auflésbar sein miissen, sowohl nach den abhiingigen Variabeln 
als auch nach den Anfangswerthen derselben. Man kann daher die 
volistiindigen Integralgleichungen des Systems (25) benutzen, einmal, 
um aus ihnen 2»... 2,, das andere Mal, um z},... a zu bestimmen. 
Ks seien: 


(26) Se == Wi (@, Wy. . Om—-1 Xm... He) 
und: 
(27) H, = Yn (0, Oy... Om—1 Bm -- » Ze) 


die also erhaltenen Werthe der 2; und der z. Durch die Substitutionen 


(26) miissen dann die Gleichungen (27) identisch erfiillt werden, miissen 
folglich die Ausdriicke 
Ome 1 1S" Cte Om 
Oa, 4=m 0x, Oa, 
identisch verschwinden. Da aber nach dem Vorhergehenden diese 
Substitutionen zugleich dem Systeme (15) oder den Gleichungen: 
0x, = di 
Ca, 
geniigen, so muss dasselbe auch von den Ausdriicken gelten: 
Om , *S".0 Om 
° =; = b, ; 
Bi) Ou), + 2 OX; ; 
wie auch direct daraus hervorgeht, dass die Ausdriicke B,(y.) durch 
die Substitutionen (26) unabhiingig von «, werden miissen, weil bei 
unseren Annahmen B, (zy) = 0 und damit wegen 


B, (B,(f)) = B,(B,(f)) 
zugleich auch B,(B,(q)) = 0 ist, diese Ausdriicke aber verschwinden, 
wenn man a, = a," setzt, weil hierdurch % sich auf 2 reduciren 
muss und iiberdies jedes bi = 0 wird, in dem h> 1. 

Das Resultat Null der Substitution der Werthe (26) in die Aus- 
driicke B,(y,.) kann aber nicht abgeindert werden, wenn man darin 
riickwiirts fiir die 2, ihre Werthe (27) einsetzt, wodurch die Substi- 
tution selbst aufgehoben wird. Also muss schon vor der Substitution 


jedes 
Bi(m) = 0 


f= Ym, Untiy +++ kn 


sein, oder es sind 
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462 
Lésungen des Jacobi’schen Systems von m— 1 linearen partiellen 
Differentialgleichungen : 


Bf) = ge + Zt, 0. 



























Dieses Jacobi’sche System aber ‘ate wie die Formel (17) lehrt, aus 


dem andern: 
of of 
A,(f) = Ox, +z “a ax, = 
dadurch hervor, dass man durch die Subetitutionen (23) a, @... G@m—s 
an Stelle von 2, #,...2%,,—1 einfithrt und muss sich umgekehrt wieder 


in letzteres verwandeln, wenn man riickwirts die « durch die x aus- 
driickt. Die Lésungen f= ym, %m+1; -- - Xn des ersten Systems geben 
uns daher, sobald wir in denselben fiir a, @,...@,~; die aus den 
Substitutionen (23) folgenden Werthe setzen, zugleich auch die Lé- 
sungen des zweiten, dem gegebenen System (1) aquivalenten Jacobi- 
schen Systems. 

Hieraus entspringt die folgende Methode zur vollstindigen Inte- 
gration des gegebenen Jacobi’schen Systems von m — 1 linearen 
partiellen Differentialgleichungen : 

é a 2 

| (28) Af) = gf + Fa 
h=1,2,...m—1. 

Man driicke durch die m — 1, unter den im vor. § angegebenen Be- 

schrinkungen beliebig gewdhliten Substitutionen 


(23) ay = HE (, — 0°) f(y Oy. -  %m—1) 
die Grissen: 
Eat (fe + (am — 059) 34) , und 
i i=n— of, ° 
b, = (a, — a,°) 2, ‘a Fa,’ i> 
durch @, G. .. + Gm—1 Lm.-- Xn aus und bilde mit den ersteren die 
n — m-—+ 1 gewdhnlichen Differentiaigleichungen erster Ordnung 


O%m pr 2% m4i __ ps | ee. 


Oa, ™? Oa mets °** Be 
Hat man diese Gleichungen volistiindig integrirt und die Integrations- 
constanten ausgedriickt durch die Anfangswerthe a}, ... 2% der ab- 
: hiingigen Variabeln fiir a, = a,°, so liefert die Auflésung der erhaltenen 
Integralgleichungen nach diesen Anfangswerthen n — m + 1 Functionen 
ae = Hp (Oy Oy... m—1 Bms-+ Ln); 


welche die n — m--1 Lisungen sind des Jacobi’schen Systems: 
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2 = Ot Sy ef 

29) Bi(f)= jp +20, 7 —0 

und die, wenn man aus ihnen mit Hilfe der Gleichungen (23) 0, @...G@m—1 
eliminirt, iibergehen in die n —m-+ 1 Lisungen des gegebenen Ja- 
cobi’schen Systems (28). . 


§ 5. 
: Zur Auffindung einer Lisung des gegebenen Jacobi’schen Systems (28) 
' ist nur erforderlich die Kenntniss eines beliebigen Integrales der ge- 


wohnlichen Differentialgleichungen (25). 


Durch den letzten Satz ist die Auffindung aller Lésungen eines 
Jacobi’schen Systems von der Form (28) zuriickgefiihrt auf die voll- 
stiindige Integration eines einzigen Systems von n — m-+ 1 gewodhn- 
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Bei den meisten und 
wichtigsten Anwendungen der Jacobi’schen Systeme, bei der Inte- 
gration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und bei 
dem Pfaff’schen Probleme handelt es sich aber gar nicht um die 
allgemeine Lésung der auftretenden Jacobi’schen Systeme, sondern 
es kommt immer nur darauf an, von jedem eine Lésung zu ermitteln. 
Daher ist es von der gréssten Wichtigkeit zu untersuchen, ob man 
nicht, auch ohne das System (25) vollstindig integrirt zu haben, eine 
Lésung des Jacobi’schen Systems (28) oder (29) finden kénne. 

Angenommen, man habe irgend ein Integral 


- F(a, @y .. . Gm—1 Lm. - Za) = Const. 


der Differentialgleichungen (25) gefunden. Die vollstaindigen Lésungen 
dieser Differentialgleichungen, ausgedriickt in «, und den Anfangs- 
werthen von %,,...%» fiir «, = «,° geniigen dann der Gleichung: 


(30) Us= F(a, ay... Gy—1 Lm. + Bn) — FO, ey... Om—1 Lye +» Lp) =O. 


Nach § 3. geniigen aber diese Lésungen, wenn man in ihnen 2},. . . 2, 
als unabhingig von «,...,,—; ansieht, auch den totalen Differential- 
gleichungen (15) oder den Gleichungen: 


(31) ent 


Oa, 


Sie miissen folglich auch den Gleichungen identisch geniigen: 


k=n 
(32) BU) = ine +ZEH WU oo, 


k=m . Ox, 


die man durch Differentiation der Gleichung U0 nach a, unter 
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Beriicksichtigung der Relationen (31) erhiilt*). Hierbei ist die Form 
der Gleichung U = 0 ganz gleichgiiltig. Genau dasselbe gilt auch 
fiir jede Gleichung V = 0, die durch irgend welche algebraische 
Operationen aus der Gleichung (30) hervorgeht. 

Von den m —1 Gleichungen (32) ist die erste stets identisch, 
oder, falls man diese Gleichung nicht direct mit. der Gleichung (30), 
sondern mit einer beliebigen anderen, dieser iiquivalenten Gleichung 
gebildet hat, doch eine blosse algebraische Folge der Gleichung U = 0. 
Unter Umstiinden kann auch von den iibrigen ein Theil identisch oder 
eine blosse algebraische Folge der Gleichung U = 0 sein. Diejenigen 
aber der Gleichungen (32), welche diese Eigenschaft nicht besitzen, 
sind neue Integralgleichungen des Systems (25). Mit jeder solechen 
neuen Integralgleichung kann man nun ganz ebenso verfahren, wie 
mit der Gleichung U = 0 und erkennt so die Méglichkeit, aus einem 
einzigen Integrale der gewohnlichen Differentialgleichungen (25) durch 
blosse Differentiation eine ganze Reihe neuer Integralgleichungen der- 
selben abzuleiten, Integralgleichungen, die alle demjenigen System 
vollstindiger Integralgleichungen dieser Differentialgleichungen ange- 
héren, aus dem sich die abhiingigen Variabeln durch @, und die fiir 
a, = a,° genommenen Anfangswerthe bestimmen. 


Verbindet man hiermit die Bemerkung (die auch schon im vor. § 
hiitte benutzt werden kénnen, um zu zeigen, dass die dort erhaltenen 
Ausdriicke B,(z.) identisch Null sein miissen), dass sich aus Glei- 
chungen, welche einem solchen System vollstandiger Integralgleichungen 
angehéren, niemals eine von den Anfangswerthen der abhiingigen 
Variabeln viéllig freie Gleichung ergeben kann, oder dass, wenn man 
eine solche Gleichung erhalten hat, dieselbe nothwendig identisch sein 
muss, so wird man auf den folgenden Weg gefiihrt, wm von dem ge-. 
gebenen Integrale F' = Const. oder U = 0 der Gleichungen (25) zu einer 
Lésung des Jacobi’schen Systems (29) zu gelangen. 

Wir bringen durch Auflésung nach irgend einem in dem Integrale 
U = 0 vorkommenden Anfangswerthe der abhiingigen Variabeln, z. B. 
nach «%,, diese Gleichung auf die Form: 


*) Dies: liisst sich wiederum auch direct einsehen. Nach Voraussetzung ist 
niimlich B,(F’) = 0, folglich auch B,(U) = 0, folglich wegen: 
B, (B,,( f)) = B, (Bi) 
auch B,(B,(U)) = 0. Der Werth, den B,(U) fiir die vollstiindigen Lisungen der 
Differentialgleichungen (25) erhalt, ist also unabhiingig von «, Dieser Werth 
verschwindet aber, wenn man «, = «,° setzt, weil hierdurch x,, = 2°, ...“,=2%, 


daher nach (30) ee = 0 wird und zugleich jedes oe verschwindet. 
h 
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(33) Lm = On (@, ay see Ayn—1 Tm... Xp rey cee Fond 
und bilden hiermit die m — 1 Gleichungen 
aU, k=", aU, 
‘ > =: m 7h a 
(34) B,(U,,) = da, #4, da, 0, 


von denen die erste identisch ist. Von diesen Gleichungen kann keine 
eine blosse algebraische Folge der Gleichung (33) sein, da 2°, in ihnen 
gar nicht vorkommt. Sind sie simmtlich, ebenso wie die erste, an 
sich identisch, so ist unmittelbar der aus U = 0 erhaltene Werth U,, 
von a}, eine gemeinsame Lisung der m — 1 linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen (29). Ist dies aber nicht der Fall, so muss sich aus 
den Gleichungen (34) stets noch ein Theil der iibrigen Anfangswerthe 
41-2, bestimmen lassen, weil es nach dem Vorhergehenden un- 
moglich ist, diese Anfangswerthe vollstiindig zu eliminiren. Nehmen 
wir an, dass sich a{41, ...%4,—1 aus den Gleichungen (34) be- 
stimmen liessen, so kénnen wir nun mit jedem der also erhaltenen 
Werthe 


0 1 a 0 0 
Fin+1 = Ui, $1 (a, ee Ay—1 Uy... Ly Unt See 27) 


ga —s oe Ohng nna (Gyo so ig Maes Me dig «ie SS) 
ebenso operiren, wie vorher mit der Gleichung (33) und werden hier- 
durch zu Gleichungen gelangen, die nicht eine blosse algebraische 
Folge der vorhergehenden sein kénnen, weil sie die Gréssen 
i si Maes 
gar nicht enthalten, die vielmehr an sich identisch sein oder ihrerseits 
wieder~ einen Theil der iibrigen Anfangswerthe bestimmen miissen. 
Auf diese Weise wird man, falls man nicht vorher schon auf eine 
gemeinsame Lisung der m — 1 Gleichungen (29) gekommen ist, 
schliesslich dazu gelangen miissen, alle in dem gegebenen Integrale 
17 ==0 enthaltenen Anfangswerthe der abhiingigen Variabeln auszu- 
driicken dureh @, @ ... @y—1 Lms+- 2%, allein. Bildet man aber nun 
mit irgend einem dieser Ausdriicke die m — 1 Gleichungen B,(f) = 9. 
so sind diese frei von allen Anfangswerthen und wmiissen daher an 
sich identisech sein. Jeder dieser Ausdriicke ist also (was iibrigens 
auch direct aus dem vorigen § folgi) eine Lésung des Jacobi’schen 
Systems (29) und folglich auch, nachdem man riickwiirts fiir 
G, Meo i Onis 

ihre Werthe aus den Substitutionen (23) gesetzt hat, eine Lésung des 
gegebenen Jacobi’schen Systems (28). 

Um also eine Lisung dieses Jacobi’schen Systems von m — | 
linearen partiellen Differentialgleichungen mit n unabhiingigen Variabeln 
zu finden, ist es nur nithig, irgend ein Integral der n — m+ 1 ge- 
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wihnlichen Differentialgleiehungen (25) zu kennen. Nach der vorziig- 
lichsten der friiheren Methoden*) dagegen erforderte die Auffindung 
einer solchen Lésung die Kenntniss je eines Integrales von m— 1 
Systemen, von denen das erste aus »—m-+ 1, jedes der iibrigen 
héchstens aus ebensoviel gewohnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung besteht. 


§ 6. 


Die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
und das Pfaff’sche Problem. 


Jacobi hat bekanntlich die Integration der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung zuriickgefiihrt auf die Aufgabe, von einer 
Reihe Jacobi’scher Systeme linearer partieller Differentialgleichungen 
von der Form (28) successive je eine Liésung zu finden. Kommen in 
der gegebenen partiellen Differentialgleichung, die man frei von der 
unbekannten Function selbst annehmen kann, » unabhiingige Variable 
vor, so bestehen diese Jacobi’schen Systeme resp. aus: 


1. 2o.c2mmw |, ...— I 
linearen partiellen Differentialgleichungen mit 
. © © 
2n—1, 2n—2,...2m—m--i,...n+1 


unabhiingigen Variabeln. 

Nach der im vor. § auseinandergesetzten Methode erfordert daher 
die vollstiindige Lisung der gegebenen Gleichung nur die Ermittelung 
eines Integrales von je einem System von 


2(n — 1), 2m — 2), ...2(m—m+1),...2 


gewihulichen Differentialgleichungen erster Ordnung, wiihrend man 
friiher**) der Kenntniss bedurfte je eines Integrales fiir ein System 
von 2(n — 1) gewoéhnlichen Differentialgleichungen und fiir je 2 Sy- 
steme von 2(n — 2), ...2(m — m-+ 1), ...2 gewodhnlichen Differen- 
tialgleichungen und in ungiinstigen Fiillen selbst diese Anzahl von 
Integrationen noch nicht ausreichend sein konnte. 

Die Integration gestaltet sich, wenn man die einfachste Form der 
Substitutionen (23) wihlt, hier folgendermassen : 

Es hat***) allgemein das (m — 1)" Jacobi’sehe System die Form: 


35 af 75" (2m of Pm af 

(35) A(f)= 242 (C a. As at.) a= 
CM “a=m \OW OP, OP, ©% 
hol, 2,....,m—l1, 


*) Vgl. Clebsch, Crelle J. 65, p. 261, 
**) Vel. Clebsch, Crelle J. 65, p. 265. 
***) Vel. Jacobi, Vorlesnngen tiber Dynamik p. 292, Crelle J. 60, p. 23. 
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worin p, Pp, .-.Pn—1 aus den vorhergehenden Jacobi’schen Systemen 
bestimmte Functionen von q, q,.. + Ga Pu+-+pn sind, fiir welche die 
Ausdriicke 


A,(Ai(f)) — Ai( As (Pf) 
identisch verschwinden. 
Setzt man nun: 


(36) Gy =O 5 Fy = Gq" + (Gy) &") ay «Gin — 1 = Yn —1 + (Gy — Gy") nt, 
worn «,"q,"...q,—1, unter der Voraussetzung, dass die Functionen 
Py Po +++ Pm—1 fiir 

Gy, = &", da = G2") + Unt = Yn 
bestimmte endliche Werthe behalten, belielig gewiihlte Constanten 
sind, und eliminirt hiermit q, q,...,—1 aus den Ausdriicken: 


ai ‘v = Py + Oy Pye Oni Pui 

, w, = (a, —a,") p, , i> 1, 
so verwandelt man hierdurch das vorgelegte Jacobi'sche System (35) 
in das folgende: 
a) | R(N= 4+ e (Ge oe he 

Cu, “ i=m \ON OPA CP, ON 

Von diesem kann man nach den Auseinandersetzungen des vor. § eine 
Liésung finden, sobald man ein Integra} des Systems von 2(2 — m + 1) 
gewohnlichen Differentialgleichungen kennt: 


, 04 ‘Ow cp ow 

(39) pee ee, em ee 

: Cm, CP, Cay CGM ° 
A=m,m+1,...” 

und braucht daher in dieser Lésung nur: 

V2 — q2° we Vn - s Gin 1 


yp eee Omi =- -— 
Gi — «°° stp “i — «,° 


Ye hs ae 
zu setzen, um aus ihr eine Lésung des gegebenen Systems (35) zu 
erhalten. 

In ganz analoger Weise, wie bei der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, wird auch bei dem Pfaff’schen 
Probleme, d. h. bei der Aufgabe, die gegebene lineare Differential- 
gleichung 

4,44", + yoda, + +++ Yond%, = 
durch x Gleichungen zu integriren, durch das angegebene Verfahren 
die Anzahl der erforderlichen Integrationen fast um die Hiilfte ver- 
mindert. Man erkennt niimlich ohne Schwierigkeit aus der Methode, 
die Herr Clebsch zur Lésung dieses Problems vorgeschrieben hat*), 
dass sich dasselbe zuriickfiihren liisst auf die Auffindung je einer Lésung 


*) Vgl. namentlich Crelle J. 61, p. 153 und 65, p, 266. 
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von x Jacobi’schen Systemen von der Form (28), die resp. bestehen 
aus 1, 2, ...m linearen partiellen Differentialgleichungen mit je 2n 
unabhiingigen Variabelu. Nach dem Vorhergehenden hiingt die Auf- 
findung einer Lésung des i'*" dieser Systeme nur ab von der Ermitte- 
lung eines Integrales von 2x — i gewodhnlichen Ditferentialgleichungén 
erster Ordnung. Aber dieses i'* System, welches erst aufgestellt werden 
kann, nachdem man von jedem der vorhergehenden eine Lésung ge- 
funden hat, besitzt In Folge der Art, wie es aus diesen entsteht, selbst 
i— 1 bekannte Lésungen. Keine von diesen Lisungen ist diejenige, 
die man wirklich braucht, — denn diese muss unabhiingig sein von 
jenen — aber jede derselben liefert uns, wenn wir sie (ausgedriickt 
in den neuen Variabeln @) einer Constanten gleich setzen, ein Integral 
jener 2x — i gewohnilichen Differentialgleichungen. Man kennt also 
von vornherein ¢ — 1 Integrale dieser Gleichungen und kann mittelst 
derselben die 2x — i Differentialgleichungen zuriickfiihren auf 
2n —i—(i—1)—2n— 2141. 
Die Auffindung einer brauchbaren Lésung des i Jacobi'schen Sy- 
stems verlangt demnach nur die Kenntniss eines Integrales von 
2n —2i-+1 
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Zur vollstin- 
digen Lisung des Pfaff’schen Problems ist es folglich ausreichend , cin 
Integral von je einem System von 
2n — 1, 2n —3, 2n—5,...1 
gewihnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zu kennen. 






























§ 7. 
Anderer Beweis des Satzes von § 3. 


Unter Voraussetzung der Identitiiten: 
(40) A;(a;) — An (a) = 0 
besitzen, wie Herr Clebsech nachgewiesen hat*), die m — 1 linearen 


partiellen Differentialgleichungen 


‘ an ine 
(41) As(f) = 9 +2 at 2! 9 


=m Ox, 
n—m 1 von einander unabhiingige Lésungen, die durch 
Db ? 


fos fn+1) soe t. 
hezeichnet werden migen. 


*) Crelle J. 65, p. 260. 
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Da, wenn man 


f= p (x, V, - oe Om 1 fn fin ee fn) 
setzt: 


: ey oh -\C@ Cg 
Nf) = 5 +S Ah) ap = 
OX, “k=m Che = OB, 
wird, so sieht man, dass diese Lésungen von einander unabhingig 
sein miissen in Bezug auf 2, %n41.. +n. 
Setzt man daher: 
(42) fn = Cm) fin+1 = Cm+iy +++ | =Cny 
so miissen sich aus diesen Gleichungen 7,, 2,41... 2%, bestimmen 
lassen als Functionen der Variabeln 7, 7... 2,1 und der Grdéssen 
Cm Em+i +++ Ene . 
Betrachtet man die letzteren als willkiirliche Constanten, so ge- 
niigen die aus (42) folgenden Werthe von 2,,...%, den »— m- 1 
Gleichungen: 


iss Ch, h=m—1 h 
Zz: dy— Z a, du) =—9, 
Am CX} Azz t 


die sich durch vollstiindige Differentiation der Gleichungen (42) unter 
Benutzung der Identitiiten A,(f,) = 0 ergeben. Da aber die Deter- 
minaute dieser Gleichungen 


Ofm Ofn+1 Or, 
BP As eet eee a 
TTT Ox, OX m+ Ox, 
an sich nicht Null ist und daher auch nach Substitution jener Werthe 
nicht identisch verschwinden kann, so folgt, dass dieselben den n—m-+1 
linearen totalen Differentialgleichungen Geniige leisten miissen: 


4=m—1 J 


(43 da= Z ad. 
ast 


Bestehen daher die Identititen (40), so giebt es stets n — m + 1 Fune- 
tionen von #, #...2,—1 und von n — m + 1 willkiirlichen Con- 
stanten Cy Cn41... €r, Wnabhiingig von einander in Bezug auf die 
letzteren, welche, fiir 7, %,41..+%, gesetzt, den Gleichungen (43) 
identisch geniigen. 

Bezeichnen wir diese Lésungen des Systems (43) durch 


(44) Hy Gy (Ly Vy» «+ Bums Cm.» Cn) 
und versteheu unter «," x," .... a2 unbestimmte Constanten, so miissen 
sich hiernach die » — m + 1 Gleichungen: 


0 
a = Qi (,° x,° ese a Cmiecrs €n) 


stets auflésen lassen nach ¢,,...c¢,. Durch Substitution dieser Werthe 
nehmen die Lésungen (44) die Form an: 
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(45) ++ Wn), 
wo, in Folge ihrer Entstehungsart, die Function y, fiir 


an ~ Op 0 
2, = Yr (2, %.. . Su-1 2° 2°. 


. a . x 0 . an ol 
a = x, ’ vy = z,", oe Mm —1 FS Mm —1 


sich auf x) reduciren muss. 
Fiihrt man nun fiir 7, %,...2%,—1 die neuen Variabeln a, a... Oy, —1 


durch die m — 1 Gleichungen ein 


(46) ip = Hy (4 — 4") fi, (Hy Oy.» - Mn—1) 
wodurch: 
(47) Pa(%, ©... Lm—1 Uy Hy"... LR) = Waa, Oy... Gy—1 Hy" L," Ly"... Tn) 
werden médge, so erhilt man aus (45) die Lésungen: 
(48) %, == Vi, (a, @,. . .hm—1 @," Z,° £". . . He) 
des Systems linearer totaler Differentialgleichungen zwischen ~,,... 7, 
und @, @, . 2. G@y—1: 

A=m—t1 
(49) dga= ZF Uduy, 

&=1 


in welches das System (43) durch die Substitutionen (46) iibergeht. 
Die Gleichungen (48) geniigen hiernach im Besondern auch den 
n —m-+ 1 gewohniichen Differentialgleichungen: 


Cx, 1 


(50) cel 
Hat man aber die Constante «," so gewihlt, dass keine der m — 1 
Functionen f, unendlich oder unbestimmt wird fiir @, = «,°, so wird 
fiir «, = «," nach (46) jedes x, =a) und daher nach (47) Y, = zx’. 

Es sind folglich die. Gleichungen (48) diejenigen Lésungeh der 
gewohnlichen Differentialgleichungen (50), die sich fiir «, = «," aut 
die dem Anfangswerth @," von @, zugehérigen Werthe der abhingigen 
Variabeln x, reduciren. 

Umyekehrt muss es daher stets moéglich sein, die Integrations- 
constanten in einem System vollstandiger Loésungen der » — m+ 1 
gewohnlichen Differeutialgleichungen (50) so zu bestimmen, dass diese 
Lésungen fiir «, = «,° die willkiirlich bleibenden Werthe x}, «),-,...2) 
annehmen, und die so erhaltenen Lésungen miissen, wenn man darin 
diese Anfangswerthe als unabhangig von «, @,...¢,,—,; ansieht, zu- 
gleich die totalen Differentialgleichungen (49) erfiillen, miissen also, 
nachdem man in denselben riickwirts fiir «, «,...«,,.,; ihre Werthe 
aus den Substitutionen (46) gesetzt hat, auch den totalen Differential- 
gleichungen (43) Geniige leisten. 


Leipzig, Februar 1872. 

















Ueber die Reflexion und Brechung des Lichtes an der Grenze 
unkrystallinischer Medien. 


Von Kart Von ver Mijuuy in Leipzia. 


Ks soll in dem Naechfolgenden eine Lésung der Aufgabe versucht 
werden: 

Auf Grund der Undulationstheorie die Gesetze, wonach ebene 
Lichtwellen an der Grenze zweier vollkommen durchsichtiger unkry- 
stallinischer Medien reflectirt und gebrochen werden, streng aus den 
Principien der Mechanik abzuleiten. 

Denken wir uns zwei homogene elastische Medien, die in irgend 
einer Fliche.aneinander grenzen, im Uebrigen unbegrenzt sind, und 
denken wir uns ferner die kleinsten Theile, die Moleciile der beiden 
Medien in Schwingungen um ihre Gleichgewichtslagen versetzt, so 
liefert die Anwendung der mechanischen Principien erstens fiir jedes 
der beiden Medien drei allgemeine Differentialgleichungen, welchen die 
Projectionen der Verriickung nach den Coordinatenaxen, die drei Ver- 
riickungen eines Theilchens aus seiner natiirlichen Gleichgewichtslage 
als Funetionen des Orts und der Zeit Geniige leisten miissen, und 
zweitens sechs Grenzgleichungen ‘zwischen den Werthen der Verriickungen 
und ihrer Differentialquotienten nach der Normale fiir die gemein- 
schaftliche Grenzfliche der beiden Medien; von diesen sechs Grenz- 
gleichungen enthalten die drei erstern die Bedingung, dass die beiden 
Medien immer mit einander in Beriihrung stehen, dass also die Werthe 
der Verriickungen beim Durchgang durch die Grenze keinen Sprung 
erleiden, und die drei letztern die Bedingung, dass der moleculare 
Druck auf beiden Seiten der Grenzfliche derselbe sei, dass also auch 
die Werthe der Moleculardruckcomponenten beim Durchgang durch 
die Grenze keinen Sprung erleiden. 

Diesen sechs Grenzgleichungen kann in dem Falle, dass eine ebene 
transversale Welle auf die ebene Grenze der beiden Medien trifft, nur 
dann streng Geniige geleistet werden, wenn eine reflectirte und eine 
gebrochene longitudinale Welle neben den transversalen angenommen 
wird; das Auftreten von solchen longitudinalen Wellen steht aber in 
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Widerspruch mit den durch Beobachtung festgestellten Gesetzen der 
Lichterscheinungen. 

Es ist nun das Problem der Reflexion und Brechung auf Grund 
zweier verschiedener Annahmen theoretisch behandelt worden, zuerst 
von Fresnel*) auf Grund der einen, und spiiter, ungefihr gleich- 
zeitig, von F. E. Neumann**) und Mac Cullagh***) auf Grund 
der andern Annahme; wegen des Nihern verweise ich auf die Neu- 
mann’sche Abhandlung. Beide Herleitungen haben das gemein, dass 
den sechs oben erwihnten Grenzgleichungen bloss zum Theil Geniige 
geleistet wird, und dass zur Bestimmung der Constanten ein allge- 
meines Princip, welches sich bei einer streng mechanischen Behand- 
lung des Problemes als Folge ergeben muss, zu Hilfe genommen wird, 
das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft. Die Verschiedenheit 
der beiden Theorien beruht wesentlich darauf, dass Fresnel die An- 
nahme macht, die Dichtigkeit des Lichtithers in den verschiedenen 
durchsichtigen Medien verhalte sich umgekehrt wie das Quadrat der 
Wellenlinge, dagegen sei die Elasticitit des Lichtiithers iiberall dieselbe, 
wihrend Neumann und Mac Cullagh gerade umgekehrt die Dich- 
tigkeit des Lichtiithers iiberall gleich und seine Elasticitiit verschieden 
annehmen. 

Die Beobachtung hat bis jetzt zu keiner Entscheidung zwischen 
den beiden Theorien gefiihrt; es hat sich vielmehr eine Uebereinstim- 
mung sowohl der Fresnel’schen, als der Neumann’schen Formeln 
mit den beobachteten Thatsachen ergeben, sobald mit Fresnel an- 
genommen wird, dass die Schwingungen eines geradlinig polarisirten 
Strahls senkrecht auf die Polarisationsebene gerichtet sind, oder mit 
Neumann, dass sie’in dieser Ebene stattfinden. Und zwar haben, 
je nachdem die eine oder die andere dieser Annahmen gemacht wird, 
die Beobachtungen die Fresnel’schen oder die Neumann’schen 
Formeln als jedenfalls angeuiihert richtig erwiesen fiir die folgenden 
Gréssen: Die geradlinige Polarisation und die Drehung der Polarisa- 
tionsebene durch partielle, die elliptische Polarisation durch totale 
Reflexion. Es muss also jede Theorie, welche mit beobachteten That- 
sachen nicht in Widerspruch stehen soll, auf Formeln fiir die ge- 
nannten Groéssen fiihren, welche mit den Fresnel’schen oder mit den 
Neumann’schen angenihert iibereinstimmen. 


*) Mémoire sur la loi des modifications que la réflexion imprime a la lumiére 
polarisée. Ann, de chim. et de phys, XLVI. 1831. — Ocuvres complétes d’Angustin 
Fresnel. No, XXX. T. [. p. 767. — Lu a l’Ac. des sciences le 7 janvier 1823. 

**) Theoretische Untersuchung der Gesetze, nach welchen das Licht an der 
Grenze zweier vollkommen durchsichtigen Medien reflectirt und gebrochen wird. 
Gel. in der Ac. der Wsch. am 7. Dee. 1835. Abhdlg. der Berl. Ac. von Jalire 1835. 
***) Tr, Roy. Irish Acad., XVII, pt. Il, XVIII, pt. 1, XXL. 
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r Spiiter hat Cauchy*) eine Theorie der Reflexion und Brechung 

des Lichtes streng aus mechanischen Principien abzuleiten versucht. 
d Das Charakteristische dieser Theorie besteht in den folgenden beiden 
i Punkten: 
2 Die Bedingung, dass die drei Componenten des molecularen Drucks 
dl auf beiden Seiten der Grenze denselben Werth haben, ist ersetzt dureh . 
: die Bedingung, dass eine solche Gleichheit bestehen soll fiir die Diffe- 
. rentialquotienten der drei Verriickungen nach der Normale an die 
» Girenze; zweitens soll in den beiden homogenen Aethermedien das 
a Quadrat der Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir longitudinale Wellen 
- eine negative Grosse sein. 
, Auf dieser Grundlage ist Cauchy zu Formeln fiir die Reflexion 
. und Brechung gelangt, welche mit den Fresnel’schen in vollstaindige 
' Uebereinstimmung zu bringen sind, welche ferner auch solche Ab- 
" weichungen von diesen Formeln erkliren, wie sie von Jamin*) sind 
heobachtet worden. 
’ Doch ist die Darstellung, welche Cauchy von seiner Theorie 
gegeben hat, in mancher Hinsicht unvollstindig und sehr wenig iiber- 

sichtlich; fortwiihrende Wiederholungen und Aenderungen in dem 
. Gang der Entwicklung machen es namentlich schwer, aus der grossen 
i Zahl von Abhandlungen diejenigen, welche weseutlich Neues enthalten, 
" und aus denselben die Theorie in ihrem ganzen Zusammenhange und 
q in ihrer endgiltigen Form herauszufinden. Es haben daher diejenigen 
a ein wesentliches Verdienst, welche die Cauchy’sche Theorie vollstandig 
+ auszuarbeiten und in eiifacher, iibersichtlicher Form darzustellen unter- 
. nommen haben, und zwar theilweise zu einer Zeit, wo von Cauchy 
, nur die Endformeln mit elnigen Andeutungen iiber den Gang seiner 
" Entwicklung verdffentlicht waren; unter diesen Nachfolgern von Cauchy 
. sind besonders zu nennen A. von Ettinghausen***), Beer7), 
‘ Kisenlohr7+), Briot}77). 
" Dieselben haben jedoch ihr Augeumerk mehr darauf gerichtet, die 
. Theorie aus den angenommenen Grenzgleichungen, den sogenannten 
i Continuitatsbedingungen, zu entwickeln, als die Annahme dieser Grenz- 
n —_———— 

*) Siehe bes.: Ex. d’analyse et de phys. math., Tome L 1840. p. 133 und 

212. — Mém. de l'Inst., section de PAc. des sc., T, XXL, 1850, p. 17, ~— Ferner 
€ die betreffenden Abhdlg. in den Comptes Rendus des séances de l’Ac. des Sc., 
u Jahrgiiuge 1839, 40, 49 und 50. 

**) Ann. de chim, et de phys., IIL s., t. 29, 30 und 31. 
T **#) Poge, Ann, L. 1840, — Sitzber. der Wiener Ac. d. Wsch., B. XVII, 1855. 
l, 7) Pogg. Ann. XCI, X€Ii. 1854. 
D, +7) Pogg. Ann, CIV. 1858, 
it) Comptes Rendus LXIU, Liouv, Journ, XI. 1866. 
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gleichungen zu begriinden. Dieser letztere Punkt ist aber der ent- 
scheidende und bedarf einer eingehendern Discussion. 

Der Weg, den Cauchy und seine Nachfolger gegangen sind, ist 

im Wesentlichen der folgende: 

Ks wird ein allmiihliger , stetiger Uebergang von dem einen Medium 
zum andern angenommen in Bezug auf Dichtigkeit und Elasticitit, 
und zwar soll dieser Uebergang innerhalb einer Schicht stattfinden, 
welche die beiden homogenen Medien von einander trennt; die Dicke 
dieser Uebergangsschicht wird schliesslich sehr klein im Vergleich zu 
einer Wellenliinge gesetzt. Dann werden durch Betrachtung der Wir- 
kungen, welche die einzelnen Aethermoleciile auf einander ausiiben, 
allgemeine Differentialgleichungen fiir die sehr kleinen Schwingungen 
dieser Aethermoleciile abgeleitet; die so erhaltenen drei Gleichungen 
sind linear und homogen jn Bezug auf die Differentialquotienten der 
drei Verriickungen nach dem Ort und nach der Zeit und bestimmen 
hei Weglassung von Gliedern héherer Ordnung, was fiir die hier an- 

; zustellende Betrachtung ohne Bedeutung ist, die zweiten Differential- 
quotienten der Verriickungen nach der Zeit als Summen der Produkte 
von gewissen Coefficienten in die zweiten und in die ersten Differential- 
quotienten der Verriickungen nach dem Ort. Die eben erwiihnten 
Coefficienten sind in dem allgemeinen Falle eines nicht homogenen 
Mediums Functionen des Orts; sie sind gegeben in der Form von 
Summen, welche auszudehnen sind iiber alle Moleciile, die auf ein an 
einem bestimmten Orte befindliches Moleciil eine Wirkung ausiiben, 
und es hangen die Gréssen unter den Summenzeichen ab von der 
Kraft, welche zwei Moleciile in einer bestimmten Entfernung aufein- 
ander ausiiben, und von der Lage der Moleciile im uatiirlichen Gleich- 
gewichtszustand. Und zwar sind fiir die Coefficienten der zweiten 
Differentialquotienten nach dem Ort die Gréssen unter den Summen- 
zeichen proportional einem Ausdruck zweiten oder vierten Grades in 
Bezug auf die rechtwinkligen Coordinaten , welche die Lage der Moleciile 
gegen einander bestimmen, dagegen fiir die Coefficienten der ersten 
Differentialquotienten die Gréssen unter den Sumntenzeichen propor- 
tional einem Ausdruck dritten Grades. Fiir ein homogenes Medium 
sind siimmtliche Coefficienten constant, und fiir ein homogenes un- 
krystallinisches Medium miissen alle Summen verschwinden, wo die 
Grésse unter dem Summenzeichen proportional einer ungeraden Potenz 

: einer der relativen Coordinaten ist. Somit fallen aus den Differential- 
gleichungen fiir ein homogenes unkrystallinisches Medium die ersten 
Differentialquotienten der Verriickungen weg; es reduciren sich ferner 
die Coefficienten der zweiten Differentialquotienten auf zwei. Diese 
seien h und k, und zwar bezeichne h die Summe mit dem Ausdruck 

zweiten Grades in Bezug auf die relativen Coordinaten und k die 
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Summe mit dem Ausdruck vierten Grades. Es ergiebt sich dann i 
als das Quadrat der Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir die ebenen trans- 
versalen Wellen, welche sich in dem homogenen unkrystallinischen 
Medium fortpflanzen kénnen, und h + 3k als das Quadrat der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit fiir die ebenen longitudinalen Wellen. 

Beschriinken wir also die Betrachtung auf den Fall unkrystalli- 
nischer Medien, und nehmen wir den oben angegebenen stiitigen Ueber- 
gaug von dem einen homogenen Medium zum andern an, so haben 
wir auf den beiden Seiten der Uebergangsschicht fiir die Verriickungen 
Differentialgleichungen mit zwei Constanten h und i; diese haben fiir 
die beiden Medien endlich verschiedene Werthe. In der Uebergangs- 
schicht dagegen, wo das Medium nicht homogen ist, haben wir Diffe- 
rentialgleichungen mit einer viel gréssern Anzahl von Coefficienten ; 
neben den zweiten Differentialquotienten der Verriickungen nach dem 
Ort kommen noch die ersten vor; es sind ferner die Coefficienten nicht 
constant; sondern sie sind Functionen der Normale an die Grenze. 
Wird nun die Dicke der Uebergangsschicht sehr klein gegen eine 
Wellenliinge gesetzt, und wird ferner angenommen, es kénnen in 
diesem Falle alle Coefficienten nur endliche, nicht aber zum Theil 
innerhalb der Uebergangsschicht sehr grosse Werthe erhalten, so folgt 
aus dem Princip der Continuitit, dass die drei Verriickungen und ihre 
Differentialquotienten nach der Normale zu beiden Seiten der Grenze 
denselben Werth haben miissen. 

So gelangt man zu den Grenzgleichungen, welche der Cauchy’- 
schen Theorie zu Grunde liegen, und die zweite Annahme, welche 
die Uebereinstimmung dieser Theorie mit der Erfahrung wesentlich 
mitbedingt, ist die, dass fiir ein homogenes unkrystallinisches Medium 
h+ 3k einen negativen Werth habe, also (da / nothwendig positiv 
sein muss, damit die Fortpflanzung transversaler Wellen moglich sei), 
dass h negativ und zwar 

— hk > 3k 


sei. Diese Annahme fiihrt zu einem rein imaginiiren Werth fiir die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen; dadurch 
werden die reflectirten und gebrochenen longitudinalen Strahlen_ so- 
genannte verschwindende Strahlen (rayous évanescents); sie versetzen 
niimlich das Medium in eine Bewegung, welche mit der Entfernung 
von der Grenze ausserordentlich rasch abnimmt und in jeder messbaren 
Entfernung verschwindend klein ist; daher sind solche Strahlen obne 
alle Bedeutung, wenn es sich um die Erhaltung der lebendigen Kraft 
handelt. 

Bei dieser Gelegenheit will ich noch bemerken, dass eine ganz 
ihnliche Theorie der Reflexion und Brechung, wie die eben besprochene 
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Cauchy's, um dieselbe Zeit von Green*) ist entwickelt und dann 
von Haughton™) etwas modificirt worden; der Ausgangspunkt ist 
derselbe, namentlich was die angenommenen Grenzgleichungen betrifft; 
die Endformeln aber weichen von denen Cauchy’s ab, weil Green 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen nicht ima- 
yinir, soudern unendlich gross angenommen hat, und Herr Haughton 
sehr gross. 

Nun ist aber wenigstens eine der beiden Annahmen, auf welche 
sich die Cauchy’sche Theorie griindet, nicht aufrecht zu erhalten, 
sobald man elastische Differentialgleichungen ableitet durch Betrach- 
tung des molecularen Drucks. Und zwar ist es in Bezug auf diesen 
Punkt ganz gleichgiiltig, ob man bei der Entwicklung der Ausdriicke 
fiir die Componenten des moleewlaren Drucks zuriickgeht auf die zwischen 
den einzelnen Moleciilen wirkenden Krifte, wie dies Poisson***) und 
in seinen friihesten Arbeiten iiber Elasticitiitstheorie auch Cauchy 
gethan haben, oder ob man, wie es in den bekannten Lehrbiichern 
der Elasticitiitstheorie von Lamé und von Clebsch geschieht, iiber 
die Wirkung der einzelnen Moleciile auf einander gar keine Voraus- 
setzung macht}). Geht man nimlich aus von den Ausdriicken fiir 
die Componenten des molecularen Drucks durch die ersten Differential- 
quotienten der Verriickungen nach dem Ort, und macht man wieder 
die Annahme eines continuirlichen Uebergangs, so sind die Coeffi- 
cienten, welche in jenen Ausdriicken fiir die Moleculardruckcomponenten 
vorkommen, in den beiden homogenen Medien als Constanten, dagegen 
in der Uebergangsschicht als stetig sich iindernde Functionen der 
Normale an die Grenze zu betrachten; ferner miissen sich nach dem 
Princip der Continuitiit die Werthe der Verriickungen und die der 
Druckcomponenten, oder, was dasselbe ist, da die Coefficienten sich 
stetig iindern, die Werthe der Verviickungen und ihrer Differential- 
quotienten nach der Normale beim Durehgang durch die Grenzschicht 
stetig indern; dann erhalt man fiir den Fall einer unendlich diinnen 
Uebergangsschicht die Bedingungen, dass erstens wieder die Com- 
ponenten der Verriickung, zweitens aber die Componenten des mole- 
cularen Drucks auf beiden Seiten der Grenze denselben Werth haben; 
man gelangt also zu genau denselben Grenzbedingungen, wie in dem 
Falle, wo man die Annahme macht, dass die beiden homogenen Medien 
in einer Fliche an einander grenzen. Es kénuen jetzt die Differential- 


*) Cambridge Trans. VIL pt. I. 1839. 
**) Phil. Mag. (4), VI. — Thomson J. 1853 und 54. 
***) Mém. de J'Inst., VIII. 1829. 
+) Bekanntlich ist die Anregung dieser Betrachtungsweise auch auf Cauchy 
zuriickzufiihren. 
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Mn quotienten der Verriickungen nach der Normale nur dann auf beiden 
st Seiten der Grenze denselben Werth haben, wenn die Elasticitiit der 
t; beiden Medien dieselbe ist. Somit werden wir, wenn wir die Cauchy’- 
n schen Grenzbedingungen mit den Betrachtungen iiber den molecularen 
a Druck in Einklang bringen wollen, zu der Fresnel’schen Annahme 
nu gleicher Elasticitiit gefiihrt. 

Sucht man nun den Grund der Verschiedenheit auf, welche das 
le angegebene allgemeine Resultat je nach der einen oder nach der 
1, andern Behandlung des Problemes besitzt, so findet man denselben in 
I- der verschiedenen Form der Differentialgleichungen fiir die Uebergangs- 
nu schicht. Cauchy beriicksichtigt keine Abhiingigkeit zwischen den 
e Coefficienten der ersten und denen der zweiten Differentialquotienten 
n in seinen Differentialgleichungen; leitet man dagegen aus den Aus- 
d driicken fiir den molecularen Druck die Differentialgleichungen fiir die 
y Uebergangsschicht ab, so erhalten die Coefficienten der Glieder mit 
n den ersten Differentialquotienten der Verriickungen die Form von 
r Differentialyuotienten der Coefficienten, welche in den Gliedern mit 
- den zweiten Differentialquotienten vorkommen, nach der Normale an 
r die Grenze. Sollen nun die letztern Coefficienten bei einem Durch- 
+ gang durch die Grenze ihren Werth sehr rasch iindern, wie dies bei 
r einer’ endlichen Verschiedenheit der beiden homogenen Medien in Bezug 
7 auf Klasticitiit und bei einer sehr kleinen Dicke der Uebergangsschieht 
a der Fall sein muss, so erhalten die Differentialquotienten derselben 
a nach der Normale nothwendig innerhalb der Uebergangsschicht sehr 
r grosse Werthe; dies steht aber in Widerspruch mit der von Cauchy, 
i allerdings stillschweigend, gemachten Voraussetzung, dass keiner der 
r Coefficienten emen sehr grossen Werth annehme*). 

H 
t *) Um dies an einem einfachen Beispiel deutlich zu machen, sei die Grésse « 
1 (eine Verriickung) stetige Function der unabhiingigen Variabeln z (der Normale 
7 an die Grenze), Wir haben einmal eine Gleichung von der Form: 
au du 
- AipztBa=°?: 
; wo die Gréssen A und B gegebene Functionen von z sind, und wo fiir die beiden 
a Grenzen 0 und ¢ (Dicke der Uebergangsschicht) von z A die Werthe A, und A, 
1 annimmt, B verschwindet, das andre Mal dagegen eine Gleichung von der Form: 
, au dA du 
4 dz + dz dz ™ 
wo fiir die beiden Grenzen von z A wieder die beiden Werthe A, und A, annimmt 
und “4 verschwindet, Aus der ersten Gleichung folgt: 
é ‘ 
i fiea=-f% a de. 
0 v0 
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Die erste der beiden Annahmen Cauchy’s liesse sich demnach 
mit den Betrachtungen iiber den molecularen Druck durch Annahme 
gleicher Elasticitat fiir alle Aethermedien vereinigen; die Verschieden- 
heit in der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Lichtwellen wiire dann 
allein bedingt durch die Verschiedenheit der Dichtigkeit. Allein die 
zweite Annahme, dass in einem homogenen Aethermedium das Quadrat 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir longitudinale Wellen einen 
negativen Werth erhalte, ist mit den Betrachtungen iiber den mole- 
cularen Druck nicht vertriiglich; diese bedingen, wenn iiberhaupt ein 
Gleichgewichtszustand des Mediums méglich sein soll, einen reellen 
Werth fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen. 
Damit fallt aber die Cauchy’sche Theorie der Reflexion und Brechung. 

Man fiihrt nun allerdings zur Begriindung dieser Theorie wohl 
an, es seien die Cauchy’schen elastischen Differentialgleichungen, 
wenigstens in gewisser Beziehung, allgemeiner, als diejenigen, welche 
man aus der Betrachtung des molecularen Drucks ableite, es fiihre 
die Betrachtung dieses molecularen Drucks eben zu einer Beschriinkung, 
welche man vermeiden kénne, so lange es sich um ein unbegrenztes 
Medium handle. Dann erhebt sich aber die Frage, ob eine solche 
Beschrinkung nothwendig sei, oder nicht, und diese Frage mochte 
nicht ohne Weiteres zu verneinen sein. Denn es darf nicht ausser 
Acht gelassen werden, dass die Bedingungen, welche nach Cauchy 
wegen des natiirlichen Gleichgewichtszustandes erfiillt sein miissen, 
nicht hinreichende Bedingungen fiir das Gleichgewicht sind; es muss 
vielmehr, damit ein stabiler Gleichgewichtszustand des Mediums méglich 
sei, die von einem einzelnen Moleciile auf ein anderes ausgeiibte Kraft 


- , - B ‘ ee 
Erhilt nun innerhalb der Grenzen 0 und ¢€ von ¢ A ebensowenig, wie qe fimen 
dz 
sehr grossen Werth, so wird das Integral auf der rechten Seite sehr klein, sobald 
e sehr klein ist; wir erhalten also, wenn ¢ sehr klein gesetzt wird: 


du du 
dz, \dz/2’ 
wo der Index 1 bezeichnet, dass ¢=0, und der Index 2, dass z= e zu setzen 


sei. Dagegen folgt aus der zweiten Gleichung: 


"a.aut 
dz a 
dz sa 


4, (G2), = 472), 


es kann also der Differentialquotient von « nur dann fiir dic beiden Grenzen you 
& denselben Werth annehmen, wenn A, gleich A, ist. 


folglich 











an ay at Guapo 
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a, af 
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jedenfalls gewisse besondere Kigenschaften besitzen, Kigenschaften, 
welche fiir die Erfiillung der Cauchy’schen Gleichgewichtsbedingungen 
ohne alle Bedeutung sind, welche dagegen einen wesentlichen Einfluss 
auf die Werthe der erwihnten Coefficienten ausiiben miissen. Deshalb 
scheint mir gerade der Punkt, dass die Poisson’sche Entwicklung 
auf eine Anzahl weiterer Bedingungen fiir das Gleichgewicht fiihrt, 
und zwar auf solche Bedingungen, welche fiir die zwischen den Mole- 
ciilen wirksamen Kriifte ganz besondere Kigenschaften bedingen, fiir 
die Giltigkeit der von Poisson abgeleiteten Gleichungen zu sprechen, 
und es scheint mir im héchsten Grade misslich, eine Theorie darauf 
za griinden, dass die Coefficienten in den Cauchy’schen elastischen 
Differentialgleichungen Werthe annehmen, welche mit den durch Be- 
trachtung des molecularen Druckes erhaltenen Resultaten nicht ver- 
triiglich sind*). Deshalb kann ich die Theorie der Reflexion und 


*) Wird mit Cauchy angenommen, es habe die Wirkung zweier Moleciile 
auf einander die Richtung der Verbindungslinie, ist ferner die Kraft, welche ein 
Moleciil auf ein anderes in der Entfernung r ausiibt, gleich f(r), bezeichnen end- 
lich fiir den Fall des natiirlichen Gleichgewichts a, y, 2 die relativen Coordinaten 
des Orts, wo sich das wirkende Moleciil befindet, in Bezug auf den Ort, wo die 
Wirkung ausgeiibt wird, so ergeben sich als fiir das Gleichgewicht nothwendige 
Bedingungen: 

0= J /f(r) ~, u. Ss. W. 

Die Summe ist auszudehnen tiber alle Moleciile, welche auf ein bestimmtes Mo- 
leciil eine Wirkung ausiiben, Es sind dies die einzigen Bedingungen, auf welche 
Cauchy’s Entwicklung fiihrt. Diese Bedingungen sind nun fiir ein homogenes 
unkrystallinisches Medium, wo die Summen mit ungeraden Potenzen der relativen 
Coordinaten x«, y, 2 verschwinden, bei jeder beliebigen Annahme iiber die Natur 
der Function f erfiillt; es kann aber z. B. stabiles Gleichgewicht unméglich statt- 
finden, wenn zwischen den Moleciilen eine Anziehung umgekehrt proportional einer 
ganzen Potenz der Entfernung wirkt. Die Poisson’sche Theorie dagegen fiihrt, 
wenn man dieselbe Bezeichnung anwendet, noch auf weitere Bedingungen fiir das 
Gleichgewicht von der folgenden Form: 


Oo—= FZ use , U. 8. W., 


also auf Bedingungen, welche die Natur der Function f wesentlich beschriinken; 
nach diesen Bedingungen muss fiir ein homogenes unkrystallinisches Medium die 
oben mit h bezeichnete Constante verschwinden; sie kann also einen negativen 
Werth nicht besitzen. 

Es liegt nun allerdings sehr nahe, eine Abstossung zwischen den Aether- 
-moleciilen anzunehmen; es muss dann die Function / eine negative Grésse sein, 
womit h den verlangten negativen Werth erhilt, und die Unmiglichkeit eines 
stabilen Gleichgewichtszustandes ergiebt sich nicht mehr unmittelbar. Aber auch die 
Méglichkeit eines solchen ist durchans nicht erwiesen, und wenn man diesen Punkt 
auf dem von Cauchy eingeschlagenen Wege weiter verfolgen will, so stésst man 
auf grosse Schwierigkeit. Denn es wird nothwendig, die Bedingungen fiir das 
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Brechung, wie sie von Cauchy und seinen Nachfolgern ist entwickelt 
worden, nicht fiir befriedigend halten. 


In dem Auftreten der longitudinalen Wellen liegt die wesentliche 
Schwierigkeit, welche jede auf rein mechanische Principien gegriin- 
dete Theorie der Reflexion und Brechung zu iiberwinden hat. Diese 
Schwierigkeit soll nun hier dadurch beseitigt werden, dass von vorn- 
herein die Annahme gemacht wird, die zu betrachtenden Aethermedien 
seien incompressibel, gerade so, wie in der Hydrodynamik die tropf- 
baren Fliissigkeiten als incompressibel betrachtet werden. Wie auch 
das Resultat ausfallen mag, wird es nicht ohne Interesse sein, eine 
Behandlung des so wichtigen Problems auch auf diesem Wege versucht 
zu haben. 

Die Annahme, dass der Lichtiither incompressibel sei, ist von 
Carl Neumann in die mathematische Theorie des Lichtes eingefiihrt 
und in dem § 8. seiner Schrift: ,,Die magnetische Drehung der Pola- 
risationsebene des Lichtes“ weiter entwickelt worden. Indem ich wegen 
der niiheren Begriindung des eingenommenen Standpunktes auf jene 
Schrift verweise, hebe ich nur die Annahmen hervor, welche der Be- 
trachtung zu Grunde liegen*): 

1. Das Aethermedium besteht aus einem System iiusserst feiner 
Theilchen, welche sowohl ihren gegenseitigen Eimwirkungen, als auch 
den Einwirkungen der ponderabeln Moleciile unterworfen sind. Diese 
Einwirkungen finden statt in der Richtung der Entfernung; hiingen 
ferner, was ihre Intensitiit anbelangt, von der Grosse der Entfernung 
ab; und werden Null, sobald die Entfernung eine gewisse sehr kleine 
Linge iibersteigt.‘ 

» II. Ausserdem hat der Aether die Eigenschaft, denjenigen Be- 
wegungen, welche mit einer Aenderung seiner Dichtigkeit verkuiipft 
sind, mit unverhiltnissmiissig viel grésserer Energie zu widerstehen, 
als andern Bewegungen, bei welchen solches nicht der Fall ist. Die 
Dichtigkeit des Aethers ist demmach sehr starken Kriiften gegeniiber 
allerdings veriinderlich, hingegen schwachen Kriiften gegeniiber so gut 
wie unveriinderlich “‘. 


Gleichgewicht von endlichen begrenzten Theilen des unendlichen Mediums aufzu- 
suchen; will man das aber thun, so sind die Bedingungen fiir das Gleichgewicht 
der Moleciile, welche sich in der Niihe der Grenze befinden, und auf welche 
finssere Wirkungen ansgeiibt werden, mit in Betracht zu ziehen; daduarch wird 
man gendthigt, den molecularen Druck in die Untersuchung einzufiihren, und 
dann ergeben sich dic Poisson’schen Bedingungen als nothwendig fiir das Gleich- 
gewicht. 

*) Carl Neumann. Die magnetische Drehung der Polarisationsebene des 
Lichtes. Halle 1863, p. 39. Verglk. auch diese Annalen, Bd. I, p. 325. 
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Die Annahme, dass der Lichtiither incompressibel sei in Bezug 
auf die Krifte, welche bei der Fortpflanzung einer Lichtbewegung 
auftreten, schliesst also die weitere Annahme durchaus nicht ein, dass 
die Aethermedien, wie sie im Innern der verschiedenen durchsichtigen 
Kérper angenommen werden, dieselbe Dichtigkeit besitzen; wir werden 
daher auch in den folgenden Betrachtungen diese heschriinkende An- 
nahme nicht machen*), 


1, 


Betrachtung eines homogenen Mediums. 


a. Allgemeine Differentialgleichungen und Grenz- 
gleichungen. 


Um eine feste Grundlage fiir die folgenden Betrachtungen zu ge- 
winnen, leiten wir die allgemeinen Differentialgleichungen fiir die 
kleinen Schwingungen in einem incompressibeln homogenen Aether- 
medium ab, ferner die Grenzbedingungen an der gemeinschaftlichen 
Grenzfliche zweier Medien; dabei werden wir ausgehen von der Be- 
trachtung des molecularen Drucks. 


Wir nehmen zuniichst ein beliebig begrenztes homogenes Medium 
an. Es seien «, v, w die Componenten der Verriickung fiir die Stelle 
a, y, 2 zur Zeit t, ¢ die Dichtigkeit des Mediums. Dann wirken auf 
das- Massenelement 

edu dy dz 


an der Stelle x, y, 2 die folgenden bewegenden Kriifte in der Rich- 
tung der Coordinatenaxen: 
fo Sc ee ee 
dz dy dzj\eX aa By Be : 
" ae a) 
du dy ds\s Y——*— —# — — +1 


da =—sCiy”sté‘i'*S? 
o Mh. 8h 
dx dy dz\s Z— is” & tt : 


Hierin bezeichnen X, Y, Z die Componenten der iiussern beschleu- 
nigenden Kriifte, X,, X,, u. s. w. die Componenten des molecularen 
Drucks. Sind ferner d@ ein Klement der Oberfliche, » die Richtung 


der Normale auf dasselbe, nach Innen positiv gerechnet, X, Y, Z 


*) Die in den beiden folgenden Paragraphen dargestellten Betrachtungen 
bilden den Inhalt meiner Doctordissertation: Ex ipsis praeceptis mechanicis dn- 
cantur leges, quibus lucis undae in plano, quod finis sit duorum pellucidorum 
mediorum, reflexae et refractae pareant. Regimonti MDCCCLXVI. 
Mathematische Annalen, V. 31 















482 Kart Von per Mince. 


oe ° 








die Componenten der auf das Oberfliichenelement ausgeiibten fussern 
Kriifte, so wirken auf dasselbe die folgenden Krifte: 

da {X — X, cos (n, x) — X, cos (n, y) — Xz cos (n, z)\, 

da {Y — Y, cos (n, x) — Y, cos (, ny) — Y, cos (nm, 2)} , 

da {Z— Z, cos (n, x) — Z, cos (n, y) — Z, cos (n, z)} . 

Der oben angebrachte horizontale Strich soll bezeichnen, dass die be- 
treffenden Gréssen sich auf eine Stelle an der Oberfliiche des Mediums 
beziehen. 

Aus diesen Ausdriicken fiir die wirkenden Kriifte folgen die Be- 
dingungen des Gleichgewichts durch Anwendung des Princips der 
virtuellen Geschwindigkeiten, und dann aus den Gleichungen des 
Gleichgewichts die der Bewegung durch Anwendung des Dalem- 
bert’schen Satzes. 

Wir haben demnach zunichst die Componenten der wirkenden 
Krifte zu multipliciren mit den virtuellen Verriickungen du, dv, dw 
und die Summe, ausgedehnt iiber den ganzen Rauminhalt des Mediums 
und iiber alle Elemente seiner Oberfliiche, gleich null zu setzen. Da 
wir nun die Annahme machen, es sei das Medium als inecompressibel 
zu betrachten in Bezug auf die Krifte, welche zur Wirkung gelangen, 




























5 5 


so muss zwischen den Verriickungen uw, v, w die Gleichung bestehen: 
; Ou Ov ow 

1 a +=+,5.=0. 

) Ox * oy Oz 


Folglich miissen die virtuellen Verriickungen du, dv, dw ebenfalls der 
Gleichung Geniige leisten: 

odu ee re 6. 

Cx cy Gz 

Bringen wir also die Grundsiitze der Variationsrechnung zur An- 

wendung, und bezeichnen wir den einzufiihrenden Multiplicator mit 
— éA, so muss, damit Gleichgewicht stattfinde, die Summe der beiden 
Integrale fiir alle beliebigen Werthe von du, dv, dw verschwinden: 
ow fox — Bs) 





ou oy Oz 
2 2 7 v é . — — ¢ 
Cx cy 02 
o=ff f dx dy de : ats my 
ph : : , CZ, 04, OZ, 
+ dw (« titad ox oy ae 


ou ov ow 
eA (2% 4 dy + oe) 


mes | du(X — X, cos (n, 2) — X, cos (n, y) — X, cos (n, 2 
+f | do \ +dv(Y— Y, cos (n, ) — Y, cos (n, y) — Y: cos (n, 2)) p> 
| 








— 


+ dw(Z— Z, cos (n, «) — Z, cos (n, y) — Z, cos (n, 2)) 





( 


3) 
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Das dreifache Integral ist tiber den ganzen Rauminhalt, das Doppel- 
integral iiber die ganze Oberfliiche des Mediums auszudehnen. 

Durch bekannte Umformung des letzten Gliedes in dem dreifachen 
Integral erhilt die Gleichung die Form: 














oX, OX, eX, OA 
ou(ex— Ge Ge + 5a) 
“re F oY, oY oY, an 
o=f f faray ae +ov(ex — Da > ian Dz +i) 
; - dZ, 04, OZ, an 
+ dw (e% — ia Oe Oe +S) 


du (X—X, cos (n, 2)—X,cos (n, y) ~—X, cos (n, z)+ eA cos (n, «)) 


+- Jf fa +0 v(Y—Y, cos (n, pita hag (n, y)—Y, cos (n, 2) +€Acos (n, y)) 
+ dw (Z— Z, cos (n, z)—Z, cos(n, y)—Z, cos(n, 2) + €Acos (n, 2)) 


Diese Gleichung kann fiir alle Werthe von du, dv, dw nur bestehen, 
wenn das Raumintegral und das Oberflichenintegral fiir sich ver- 
schwinden, und das Verschwinden des Raumintegrals fiihrt auf die 
folgenden Gleichungen, die allgemeinen Differentialgleichungen fiir das 
Gleichgewicht des Mediums: 


“a om, ax, aA 
Lama t et s — © oe? 
¢ r OY, ay, Y, on 
(2) i-——  e 24° - - 855? 
0Z,, A 
daw F 4, i 2 Pas 7 

c4=—, -5 o 45 _ ay 





Wir haben uns die Rae X,, u. s. w., welche in diesen 
Gleichungen vorkommen, ausgedriickt zu denken durch die Verriickungen 
u, v, w, und dann haben wir in den Gleichungen (1) und (2) vier 
Gleichungen zur Bestimmung der vier Unbekannten u, v, w und A. 

Ferner fiihrt das Verschwinden des Oberflichenintegrals auf die 
Bedingung, dass an jeder Stelle der Oberfliche die drei Gleichungen 
erfiillt. sein miissen: 


[ 0. = X — X, cos (n, «) — X, cos (n, y) — X, cos (n, 2) + eA cos (n, «), 
(3) 40=— Y— Y, cos (n, x) — Y, cos (n, y) — Y, cos (m, 2) + eA cos(n, y), 
|0 = Z — Z, cos(n, 2) — Z, cos (n, y) — Ze cos (n, 2) + €A cos (n, 2). 
Dies sind die sogenannten Grenzgleichungen. 
Wir wollen noch den Fall betrachten, wo zwei homogene Medien 
in einer Fliiche an einander grenzen; die Gréssen, welche dem zweiten 


Medium angehéren, sollen unten mit einem Strich bezeichnet werden. 
31* 
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Dann gelten fiir jedes der beiden Medien zuniichst die allgemeinen 
Differentialgleichungen (1) und (2), ferner fiir jede Stelle an der freien 
Oberfliiche eines der beiden Medien die Grenzgleichungen (3); endlich 
ergeben sich an jeder Stelle der gemeinschaftlichen Grenzfliiche beider 
Medien zwei Systeme von Gleichungen. Zuniichst muss eine Stelle 
der Grenzfliiche dieselbe Verriickung erhalten, mégen wir nun diese 
Stelle als dem ersten oder als dem zweiten Medium angehorig be- 
trachten; wir haben also erstens fiir alle Stellen der gemeinschaft- 
lichen Grenzfliiche die Bedingungen: 

(4) u=u, O=%, W=—U,. 
Ferner sind fiir die gemeinschaftliche Grenzfliche, wenn auf diese 
keine fiussern Kriifte wirken, die Druckkriifte X, Y, Z, welché anf 
die Obertliiche des ersten Mediums ausgeiibt werden, gleich den Com- 
ponenten des Drucks, der von dem zweiten Medium auf die Grenz- 
fliiche ausgeiibt wird; wir haben also in den Grenzgleichungen (3) zu 
setzen : 
X = X,, cos (n, z) + X,, cos (n, y) + X,, cos (n, 2)—«,A, cos (n, x), 
Y = Y,, cos (n, x) + Y,, cos (n, y) + Y,, cos (n, 2)—«,A, cos (n, y), 
Z = Zz, cos(n, x) + Z,, cos (n, y) + Z,, cos (nm, 2)—e,A, cos (n, 2), 
wo » die Richtung der Normale an die gemeinschaftliche Grenztliche 
bezeichnet, in das Innere des ersten Mediums positiv gerechnet. Folg- 
lich ergiebt_ sich fiir die gemeinschaftliche Crenzfliiche der beiden 
Medien noch das zweite System von Gleichungen: 
0 = (X, — X,,) cos (n, x) + (X, — X,,) cos (n, y) + 

+ (X, — X.,) cos (nm, z) — (eA — &,A,) cos (n, 2), 
0 = (Y¥,— Y2,) cos (n, 2) + (¥, — Yy,) cos (nm, y) + 

+ (Ye— Fas) cos (n, 2) ry (eA ae ¢,A,) cos (n, y) ? 
0 = (Z, — Z,,) cos (n, x) + (Z — Z,,) cos (m, y) + 

+ (Z, — Z.,) cos (nm, 2) — (eA — «,A,) cos (n, 2). 

Die Gleichungen (4) und (5) sind die mehrfach erwihnten sechs 
Gleichungen an der gemeinschaftlichen Grenzfliche der beiden Medien. 

Wir leiten nun schliesslich mittelst des Dalembert’schen Prin- 
cipes aus den Gleichungen des Gleichgewichts die der Bewegung ab. 
Nehmen wir also an, es wirken keine fiussern Krifte anf eine Stelle 


im Inuern des Mediums, so ist in den Gleichungen (2) einfach zu 
setzen: 


(5) 4 





oo ou prise I hagerhis ow 
egret, i pyleeet es 


und es werden demnach die allgemeinen Differentialgleichungen fiir die 
kleinen Schwingungen in dem Aethermedium: 








_ a. wee 


i. ten ao 
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a2 eX, ox, ox, 
‘5s — — ta — eT NBO 
ot Ox oy oz co 
(6) Fe Oe Oh _ oF, 4 22h) 
/ ce Cx oy Cz cy 
,7u ekg AD 0Z, rm 04, : eZ, 4. é oA 
oe ox cy C2 Oz 





Zu diesen Gleichungen tritt noch die Gleichung (1). Die Grenzglei- 
chungen sind im Fall der Bewegung dieselben, wie in dem Fall des 
Gleichgewichts. rn 


b. Die beiden Systeme particulirer Lésungen. 


Um das Problem der Reflexion und Brechung auf Grund der ab- 
geleiteten Gleichungen zu behandeln, brauchen wir neben dem be- 
kannten System von Lésungen der allgemeinen Differentialgleichungen 
(1) und (6) noch ein zweites. Dieses soll nun abgeleitet werden. 

Zu diesem Ende setzen wir fiir die Druckcomponenten ihre Werthe 
in den Verriickungen ein in die Gleichungen (6), und zwar wollen wir 
die von Poisson gegebenen Werthe annehmen: 
—K.=AR + eR +oS, 
—¥,= oH 4 yee e+ a, 


—Z,= 0%" “4 0% e+, 


(7) ie Y,=-Z= a +2), 


Z, = — Som USD, 
— X,=—Y= (G+ er). 





Die Gréssen A, B, [, a, b, © sind die sechs dem homogenen kry- 
stallinischen Medien cigenthalichen Constanten, und es ist zu be- 
merken, dass bei der Herleitung dieser Ausdriicke fiir die Druckcom- 
ponenten die Voraussetzung gemacht wird, es sei das Medium symmetrisch 
theilbar durch drei auf einander rechtwinklige Ebenen*). 

Es miissen nun, damit aus den allgemeinen Differentialgleichungen 
fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und die Polarisation der ebenen 
transversalen Wellen die Gesetze folgen, welche Fresnel fiir die 


~ 


) Die Annahme der allgemeinern Ausdriicke fiir die Druckcomponenten, wie 
sie z. B, in dem Lehrbuch von Lamé abgeleitet Werden, bedingt keine wesent- 
liche Modification der folgenden Betrachtungen. 
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Lichtwellen angegeben hat, zwischen den sechs Constanten die drei 
Relationen stattfinden : 

A= 3(b+e—a), 
(8) B = 3(c + a— b), 

Fr = 3(a+ b— oe); 


ferner muss angenommen werden, dass die Schwingungen eines gerad- 
linig polarisirten Strahls in der Polarisationsebene stattfinden*). 
Durch Einsetzen der Werthe (7) fiir die Druckcomponenten in die 
Grenzgleichungen (6) erhalten wir mit der Gleichung (1) die folgenden 
allgemeinen Differentialgleichungen fiir die kleinen Schwingungen: 











O— +o a+ 3s) 
(9) oe =A ry 6 8 oe tb Sa + 20 apy +20 b gata + * Ge) 
toe = Pe at 4 att 42, ayes + ig3a +H, 
ge 8 Gat 9 pt! Fe + 2) gas +20 gray +8 


Der Kinfachheit wegen sind die Constanten A, B, FT hier noch bei- 
behalten; sie sind aber mittelst der Gleichungen (8) bestimmt zu denken 
durch a, b, e. 

Wir geben nun zunichst das bekannte System particulirer Lé6- 
sungen der Gleichungen (9) an**). 

Es ergeben sich aus diesen Gleichungen durch Elimination von A 
fiir die Gréssen 

Ua 2? Cw dw 0 Ow ov 


dz oy’ ~~ Oa 2? Oy Ox 
die folgenden Gleichungen: 


, GU fU aU aU 2 aw eV OW 
“= a(Sot+ + jy + Sa) — 6 int? De 
Pe... an eV eV . a OV ow 
Oe b (Gat + oy a Sx —% + b ay + ¢ he 
,ow ew , &w 3 a 

ary =¢ Gat oy + oes +45 pte on. 


ferner findet nach der Definition laa fe dais U, V, W die 
Gleichung statt: 


*) Sobald wir von der Betrachtung des molecularen Drucks ausgehen, sind 
wir genéthigt diese Annahme zu machen fiir ein krystallinisches Medium; in den 
folgenden Untersuchungen, welche sich nur auf den Fall unkrystallinischer Medien 
beziehen, werden wir diese Annahme wieder fallen lassen. 

**) Siehe § 2. der Abhandlung von Carl Neumann: ,,Ueber die Aether 
bewegung in Krystallen“, Aiese Annalen, Bd. I., S. 327 ff. 
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2, aw, 
ba * byt oz? 

von den drei Gleichungen ist also eine Folge der beiden andern. Diesen 
Gleichungen wird bekanntlich Geniige geleistet durch Ausdriicke von 
folgender Form: 


0 


inn 2299+ rs ‘) 


i ie T 
U = Cue 
pxet+qyt rz ‘) 
#2 - 
V = Cve n( A r 


P qut+qyt+ re t 
7 ian(@ ) 
W == C@e A tr? , 


Hierin bezeichnen p, qg, r die Cosinus der Winkel, welche cine beliebig 
angenommene Richtung, die Richtung der Fortpflanzung, mit den 
Coordinatenaxen bildet, 7 die Schwingungsdauer und 4 die Wellen- 


, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle, welche 
sich in der Richtung p, q, r fortpflanzt, endlich uw, v, @ die Cosinus 
der Winkel, welche die Richtung derjenigen Ovalaxe, deren Lange 
nach der Fresnel’schen Construction die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit giebt, mit den Coordinatenaxen bildet. C ist eine willkiirliche 
Yonstante. Wir wiihlen die Form der Exponentialgréssen mit ima- 
ginirem Exponenten, weil sie fiir die Rechnung bequemer ist. 

Aus den fiir U, V, W gefundenen Werthen ergeben sich die 
folgenden Werthe fiir u, v, w und A: 


linge, also 


: son(22 +99 re ‘) 

u—=A(Bq— vrye ‘ sf 
‘ ‘on(2et rz «) 

v= A (ur — Dp) e ’ ” 


ra(tEturt es 1) 


w= A (vp lq) e 
Arr & os 5 {a(@q—vr)+0(ur—Bp)-+ (yp mer . 





Dies ist das erste System von particuliren Lésungen, welches wir 
zur Anwendung bringen; es enthilt die willkiirliche Constante A. Wir 
suchen nun das zweite. 

Dieses muss die folgenden Eigenschaften haben: Fiir eine be- 
liebig angenommene Ebene, die Grenzebene, miissen die neuen Lé6- 
sungen derselben Exponentialgrésse proportional sein, wie die Lésungen 
(10); es miissen ferner ihre Werthe auf einer bestimmten Seite jener 
Ebene mit der Entfernung von derselben sehr rasch abnehmen. Dann 
leistet das .zweite System von Lésungen den verlangten Dienst. 

Dass ein solches System von Lésungen nicht existirt fiir die 
Gréssen U, V, W, ist leicht ersichtlich; es werden also fiir die ge- 


pretqy tre 


t 
a 





) 
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suchten Lésungen u,v, w jene Grossen U, V, W verschwinden miissen. 
Dies geschieht, wenn wir setzen: 
2a See 
eee Se 
und es liefert dann die Bedingung der Incompressibilitat fiir die neu 
eingefiihrte Variable S die Gleichung: 
es , &S , &s 

O= jae + aye t oz? 
ferner ergiebt sich, dass auch den drei iibrigen der Gleichungen (9) 
Geniige geleistet wird, wenn wir setzen: 

as a es b es c as 
ne ae + 3 {4 ja t ay + F ot F 


e= 


Mithin handelt es sich nur noch darum, eine Grésse S zu finden, 
welche der eben erhaltenen Differentialgleichung Geniige leistet, und 
welche die oben verlangten beiden Eigenschaften besitzt. 

Nun sei die Gleichung der erwihnten Grenzebeune: 

ax + py+ye=—0, 

und zwar sollen a, 6, y die Cosinus der Winkel sein, welche die Nor- 
male an die Ebene mit den Coordinatenaxen bildet; dann wird, wenn 
x und 6 zwei beliebig zu bestimmende reelle Gréssen bezeichnen, der 
Ausdruck 

ian (?* +aytra—(e tod @xr+fytys)_ ‘) 

e a T 
fiir jede Stelle der Ebene a, 6, y der in den Lésungen (10) vorkom- 
menden Exponentialgrésse gleich; es leistet ferner der Ausdruck der 
fiir S gefundenen Differentialgleichung Geniige, wenn: 


v+oe—1, 
x =ap+pq+y?r. 
Folglich wird x gleich dem Cosinus des Winkels, den die Rich- 


tung der Fortpflanzung mit der Normale an die Grenzebene bildet; 
demnach ist: 


6=+/Y1—*# 
immer reell, und wir. kénnen diese Grésse nach Belieben posititiv oder 
negativ machen. 
Setzen wir also, indem wir im Exponenten das Reelle von dem 
Imaginiiren sondern und die willkiirliche Constante Z einfiihren: 


op art Buty), ., ee ce t 
. i 22 — — + i2a{— — a2 
(11) S=L € a A ) 


* , 
wo 
(12) {x= ap+ Bq +7, J 
lo=+y1— (pt Bo + yr, 
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so sind: 
Bs oof, wmf 
(13) ““s 
a+ b 2s c @S 
A=* et3 (¢ jat + e aye + @ o# 


das gesuchte zweite a von Lésungen der Differeutialgleichungen 
(9); denn wir kénnen durch passende Wahl des Zeichens in der Glei- 
chung fiir 6 immer erreichen, dass der Ausdruck 


o(ax + py + 72) 
auf einer bestimmten Seite der Ebene «, 6, y einen negativen Werth 
besitzt, dass also der Factor in dem Werth von S 


2a 


O(ax+ By+ y:) 
a 
e h 


auf der bestimmten Seite mit der Entfernung von der Ebene sehr 
rasch abnimmt. 

Damit sind die beiden Systeme von particuliren Lésungen ge- 
wonnen, welche erforderlich sind, um auf Grund der angenommenen 
Gleichungen das Problem der Reflexion und Brechung zu behandeln, 
und es soll nur noch hervorgehoben werden, dass in dem Falle kry- 
stallinischer Medien zwei Paare von solchen Lésungen zur Anwendung 
zu bringen sind, entsprechend der doppelten Strahlenbrechung. Von 
nun an werden wir unsere Betrachtung auf den Fall unkrystallinischer 
Medien beschriinken. 


2. 


Annahme zweier homogener Medien, welche in einer Ebene an einander 
grenzen. 


Wir leiten zunichst Formeln fiir die Reflexion und Brechung ab, 
unter der Voraussetzung, dass zwei homogene unkrystallinische Medien 
von verschiedener Dichtigkeit und Elasticitit in einer Ebene an ein- 
ander grenzen. 

Ks falle die xy-Ebene zusammen mit der Grenzebene, und zwar 
sei g fiir das erste Medium negativ, fiir das zweite Medium -positiv; 
wir wollen ferner die dem zweiten Medium entsprechenden Gréssen 
unten mit einem Strich bezeichnen. Wir lassen endlich die xz- Ebene 
zusammenfallen mit der Kinfallsebene; folglich sind die Verriickungen 
und die Gréssen A nur Functionen von x und zg. Es werden dann, 
da fiir ein unkrystallinisches Medium in den Gleichungen (9), 8. 486: 


=b=c, A=B==3a 


zu setzen ist, die Gleichungen fiir die kleinen Schwingungen in dem 
ersten Medium: 







i 
| 
| 
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wae éu , ew 
 O@ Oz’ 

: eu a (aru e 

cee «NOx? +° +5 
(1) = 

@v__a (4 v é< eo °) 
oe }~—S ie Nat * Oa? 
Cw Cw ow on 
en Gato th 


und fiir die kleinen RET Racal in dem zweiten Medium ergiebt 
sich ein ganz ahnliches System von Gleichungen; es treten einfach die 
Gréssen a@,, €,, %,, 0,5 w,, A, an die Stelle der Gréssen a, ¢, uw, v, w, A. 

Ferner muss an der gemeinschaftlichen Grenzebene der beiden 


Medien 





(nach (4) und (5), 8. 484) den folgenden Gleichungen Geniige geleistet 
werden: 


(2) Cm we , VO, w= W,; 
Ou eu i Ow, 
ae + oy — UGE t Ga)» 
ov oy 
(3) ar=aa, 


| 2a oe 7 + A= 2a, Ge + 2A,; 


denn es fallt die Wall n der Normale an die Grenze zusammen 
mit der z-Axe, und wir haben: 
Ou w) ov Ow 
— X,—a (+5), —Y,—=az,, —4,=—2a ~: 
02 C2 

In diesen Gleichungen ist die Grosse v vollig gesondert von den 
Gréssen u, w und A; folglich kénnen wir die beiden Fille, wo die 
Schwingungen senkrecht auf die Kinfallsebene, und wo sie in der Kin 
fallsebene stattfinden, getrennt betrachten. 


a. Schwingungen senkrecht auf die Einfallsebene. 


Wir nehmen zunichst an, das einfallende Licht schwinge senk- 
recht auf die Kinfallsebene. 
Dann haben wir die Differentialgleichungen: 


Cv -¢& — 
oe a + oa) 
ary 4, é: Oo, Ce re), 
ce og et 3 


und die Bedingungen fiir 2 = 0: 


0 
v=v t= 
dz 
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Bezeichnet nun 7 die Schwingungsdauer, 4 und /, die Wellenlangen 
in den beiden Medien, g den Einfallswinkel und g, den Brechungs- 
winkel, so kénnen wir uns die Bewegung der einfallenden Welle 
symbolisch dargestellt denken durch den Ausdruck: 
- zsing + 2 cos t 
» = Pett - Ff 1), 
und die Bewegungen fiir die reflectirte und fiir die gebrochene Welle 
| werden dann: 
n= P janes 2 cosy ‘) 


in te 
Wir haben nur die erste Classe von particuliiren Lésungen der 
Differentialgleichungen zur Anwendung zu bringen; fiir diese wird in 
einem unkrystallinischen Medium A gleich null; die beiden Constanten 
P’ und P, reichen aus, um den beiden Grenzbedingungen Geniige zu 
leisten. Die Wellenliingen 4 und 4, werden bestimmt durch die Glei- 
chungen: 
2 a A,? a. 


~~ | sh eon es 
dann leisten die Ausdriicke v; und v, der Differentialgleichung ‘fiir », 
der Ausdruck v, der Differentialgleichung fiir v, Geniige. 
\ Somit ist zu setzen: 
ag {28+ seer t xrsing — 2cos@ _ ‘) 


r) * pel a 


? 


v=vu+v,— Pe 
. : xsing, + zcosp, é 2) 
: v, = U,; _ pita Ay T 
Ys , ie 
B ‘ 9 : es on ° ‘ ° 
Sollen ferner die Ausdriicke fiir » und », die Grenzgleichungen 
erfiillen, so muss sein: 
(5 ee a ees 
) i a. 
dann werden die Exponentialgréssen fiir z = identisch gleich in Be- 
zug auf 7 und ¢, und wir erhalten zur Bestimmung der beiden Con- 
4 stanten P’ und P, die Gleichungen: 


P + P’ = P, ? 
esing cosy(P — P’) = é,sing, cosg, P,. 
Wegen der Vergleichung mit den folgenden Untersuchungen nehmen 
wir an, es haben diese beiden Gleichungen die folgende Form: 
(Il) P= M(P+ P)\+in(P— P)=iM (P+ P)+N(P- P), 
wo unter der Voraussetzung, cos, sei reell, M, N, M’, N’ reelle 
Groéssen sein sollen. 
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Aus den Gleichungen (I) folgt: 


,_ _ (M—N’)—(M’—N)i p 
P=— apy) ar4mil) 
ties 2(MN'+M'N) — p 


at — (M+ Ni 
und die Gleichung der Erhaltung der lebendigen Kraft nimmt die 
Form an: 
, ’ esing cos p 
MN +MN= £8in @; COSQ, — 
Dies soll hier nur vorliufig bemerkt werden. 
Wir erhalten also fiir das senkrecht auf die Kinfallsebene schwin- 
gende Licht die Formeln: 
. ibe ar ere ,__—- €8IN gM COS ; 
(6) M=1,N=0, M=—0, N= Sing, COS, ? 
folglich wird der Gleichung der Erhaltung der lebendigen Kraft Geniige 
geleistet. 


b. Schwingungen in der Einfallsebene. 


Wir nehmen nun zweitens an, das einfallende Licht schwinge in 
der Einfallsebene. 
Dann sind die allgemeinen Differentialgleichungen fiir das erste 


Medium: 
ou ow 
Ox a, oz? 


atu ou eu 
ae : bat _ 4) +§ ° ? 
Ow a (ew ew 
a + Ge + +5 


die fiir das zweite Medium: 


O= 


— > 4% ae 
uy Oru Cru, mo 
ee oa + + 53) +9 ? 
Aw, Ow, Cw, oe 
oF Gat +Sy)+ 02? 


und die iil fiir z= 0: 
uU=t, , W=W,, 
Ou cw ou Ow, w P cw 
a(e+ O°) — = ts ), 2a 4. eh = 2a, ae + aA. 


Ferner wird die Bewegung in der einfallenden Welle symbolisch 
dargestellt durch die Ausdriicke: 
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: ion (met F sce ‘) 
u,—= Scospe 

m* ies ie - ‘) 
w;, = — Ssing e ; 





demnach die Bewegung in der reflectirten Welle durch die Ausdriicke: 


P ion (2809 = 2COsy _ ‘) 
u, = S cosy e 2 


bale ion (#5 cosy ‘) 
w, = Ssing e 
und die Bewegung in der gebrochenen Welle durch die Ausdriicke: 


(scent seem _ ‘) 

a, r 

ee = ‘) 
w, = — S, sing, ¢ ‘ a * 

Kiir diese Werthe von u, w und von u,, w, werden die Grissen 
A und A, gleich null. 

Da wir jetzt aber vier Grenzgleichungen Geniige zu leisten haben, 
reichen die obigen Lésungen mit den beiden Constanten S’ und S, 
nicht aus, und wir miissen auch noch die zweite Classe von Lésungen 
zur Anwendung bringen. 

In dem vorliegenden Fall nimmt nun die 8. 488 mit S hezeichnete 
(irésse fiir das erste Medium den Werth an: 

yt beer tee Te 2 
2x 
und fiir das zweite Medium: 
1, gbtetteh sian(emam— 5), 
27 
ferner muss der reelle Theil des Exponenten negativ sein in dem ersten 
Ausdrack fiir ¢< 0, in dem zweiten Ausdruck dagegen fiir z > 0. 
Folglich haben wir das erste Mal das obere Zeichen, das zweite Mal 
dagegen das untere Zeichen zu nehmen, und so erhalten wir fiir das 
erste Medium: 


ons ssid + iam (Mae ‘) 


ua “CL e fr. 
zsing P zsing t 
> ; 22 — tion (es +) 
w=—=—iLie + 4 / 
P zsing , .. xsing _ ‘) 
Aa [ 2u¢_ 2% 1 +i2a( i? 
€4 sing ~ ? 


und fiir das zweite Medium: 


—2n 280d 4 iq (28Oe _ 1) 
u,= Lye A ! ? 
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aie - sing, as ‘) 
Hits | ne , 


=iL,e 


A, = 1 e i ; 

2,4,8ing, 
worin statt ¢L’sing und iL, sing, einfach LZ’ und LZ, gesetzt ist. 
Wir erhalten somit fiir ite Bewegung in dem ersten Medium: 





son(einet seme __ 5) ; ‘2 (2aee— oes _. ‘) 
u = S cospe i t/ + S'cosg e te 
sony xsing t 
ont 4 san(2si0e_ £) 
+ Le 4 T ? 
L xsing-+zcosp ¢ ) : (: sing — 2 cos ‘) 
- ian (2899 P—— i22 (——*+___+ — — 
w= — Ssinge 4 7/ + S' sing e ‘ Tr} 
aie x sin 7 t 
ar a i2n es ) 
ar. i 7 
P on 25inge , x sing — o 
A ee L’ Pnia “i i + 12n(z8e 7 
sAsing . 


und fiir die Bewegung in dem zweiten Medium: 


‘ sane xsing, — ‘) 
2a +i on( 2, T 


? 


— 20 OP ~—s (esem 3 ‘) 


D4 ik, A , 


. esing « sing t 
2xia, aa + aaa ( i + 
7) ' 


& A, Sing, 


sing, + 2 cosy, 


x t 
u, = S, cosg, e ' + Le 
Sat ian(7Aee + 2 COSP 
w,=—S, sing, ¢ 


A, = L, 


Setzen wir nun diese Werthe in die Grenzgleichungen ein, so 
ergeben sich zur Bestimmung der Constanten S’, S,, L’ und LZ, die 
vier Gleichungen: 

(S+S’) cosp+ L'=S8, cosg,+ L,, 
(S— S)ising — L’=S, ising, + L,, 
e(1 —2 ty: (S — S)é sing 4+ 2¢ sin’g L’ = 
= &,(1 — 2 sin’g,) S, c sing, — 2¢, sin’ g, L,, 
2¢ sin?’g (S + S’) cosm ~ « (1 — 2 sin’) L’ = 
= 2e, sin’ g, S, cosg, — «, (1 — 2 sin®g,) L, 
Wir eliminiren zuniichst aus diesen Gleichungen S, cosy, und 
S, ¢sing,; dann ergiebt sich: 
2@.(S + S’) cosp — (e — 2a) L’'= — «, L,, 
(e — &, — 2@) (S — S’) ising + («, + 2a@) L’= —«,L,, 
wo gesetzt ist: 


@ = é sin’g — «, sin’ g, ; 
hieraus folgt: 












el 
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(e+ ¢,) L’'= 2@(S+ S’) cos p — (¢ — e, — 2a) (S— S’) ising, 
é, (¢ + &) L,= — 2 (¢, + 2a) (S + S’) cosp — 
— (€ — 2) (e — «, — 2a) (S— S’) ising. 

Setzen wir dann diese Werthe in die beiden ersten Gleichangen 
ein, so ergiebt sich: 

€,(€ + &,) S,cosp, = {é & + (& + 20)*f (S + S') cosp + 

+ (¢ — «, — 2@)? (S — S) ising, 

é, (+ €,)S, ising, =4@?(S+ 8’) cosp+{ee,+(e—2a)?}(S—S’)ising. 

Nehmen wir nun dem Obigen entsprechend an, es haben diese 
beiden Gleichungen die Form: 
(II) S,; = M(S + S’) + iN(S — 8’) = iM’(S+ 8S’) +N (S— 8S’), 


so erhalten wir: 


_ Cosp Fe + (8, + 20)? __ sing (¢— &, — 2a)? 
(7) J COS @, &(¢ + &) , CSG, = (8+ %)  ” 
|m— __ cos@ 40° N’— sing #& + (* — 2@)* 
sin py & (8 + &)? sin gy a(ete)  ’ 
wo 
(8) @ = esin’g — é,sin*®g,. 


Auch hier ist die Bedingung fiir die Erhaltung der lebendigen 
Kraft: MN-L MN = sin g cong 


& Sing, cosg, ” 


und es wird derselben durch die Werthe (7) Geniige geleistet. 


ce. Vergleichung mit der Beobachtung. 


Wir miissen nun untersuchen, ob die fiir die Keflexion und Bre- 
chung gefundenen Formeln mit den Resultaten der Beobachtung in 
Kinklang zu bringen sind. 

Zuniichst stellen wir die Formeln zusammen, indem wir die Be- 
wegung in der Kinfallsebene bestimmen durch den Werth der Ver- 
riickungen, welche in der Wellenebene stattfinden. Es ist dann die 
Bewegung in dem einfallenden Strahl dargestellt durch die Gleichungen: 
n( sing + zcosyp _ 4) 


ian (eee 4 
Pe . 


| 


V; 


i2a 


(7 sing + 2 cos@ mn ‘) 

u;cosg@ — w sing = Se . 7, 

ferner die Bewegung in dem reflectirten Strahl: 
sing—zcosp  ¢ ) 


ion (= 
a ei ote A T 
v, = P’e ’ 


inftiee— ome ‘) 
ucosg + w,sing = S’e : af, 
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endlich die Bewegung in dem gebrochenen Strahl: 


san(2PO Toon Th ‘) 


v= Pre 4 7 
& sing, + 2 cosg, ‘) 
. i2n 7 TF 
u,cosgm, — w,sing, = S,e ‘ 


Diese Gleichungen sind symbolische; die fiir die Verriickungen 
angegebenen Werthe bestehen aus einem reellen und aus einem ima- 
giniren Glied. Nun sind aber die Differentialgleichungen und die 
Cirenzgleichungen, welchen die Verriickungen u, v, w Geniige zu leisten 
haben, alle linear in Bezug auf die Verriickungen; ferner sind die in 
diesen Gleichungen enthaltenen Constanten siimmtlich reell; folglich 
miissen die reellen und die imaginiiren Theile der gefundenen Lésungen 
fiir sich Lésungen der Gleichungen sein. Indem wir also einfach die 
reellen oder die imaginiiren Theile der obigen Ausdriicke nehmen, er- 
halten wir reelle Formeln fiir die Reflexion und Brechung. 

Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Gréssen P’, S’, P,, S, im 
Allgemeinen complex imaginiire Werthe erhalten. Es sind diese Gréssen 
durch die Gleichungen bestimmt: 


(I) P, = M(P+ P)+iN(P— P)=iM(P+ P)+N(P— P), 
(Il) S, = M(S+ S’)+iN(S — S’)=iM’(S +8’) 4+ N‘(S— 8); 


es ergiebt sich also: 


pa _ MN ) = i'— N) p 
(M + N’) — i(M’+ WN) 
— 2MN'+MN)_ p 


ve N’) — i(M’+ N) 
und fiir S’ und S, erhalten wir dieselben Ausdriicke durch die Gréssen 
M,N, M, N und S. Wir setzen daher: 

Prax Prem’! , iP, = Pe, 
S= Sec* , S, = S,e%'. 


Nehmen wir nun die reellen Theile als Lésungen des Problems, 
so erhalten wir fiir den einfallenden Strahl: 


: a si Zz t 
v, = Pcos2a e = + oe 


7/? 
‘ ’ sin 2 cos t 
u,cos @ — w;sing = S cos2a ( - ot 7 7) 


fiir den reflectirten Strahl: 


‘@ sing — 2 co t 
v, = P,cos {2x —? 7 ee ) + wo} , 


u,cosg + w,sing = S;, cos {2z ( — 7? ~~ 4) ae ot ‘ 


und fiir den gebrochenen Strahl: . 
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v, = P,.cos {2a (7 —_ t SO as 


+) + o,| , 
x SID My ree zcosg, it 

u, COS P, — W,sin p, = S,cos 2 (? i, + ot ; 

Ferner sind die Griéssen = S:, P,, 8, und die Winkel @, 6, @,, 
6, bestimmt durch die Gleichungen: 
(M — N’) — i(M'— N) P, 
(M+ N’) — «(M+ N) 
Or M— N)—?t(M—N) o 
n en. a + y on ow zi 2) 8; 
n Pe pe 2(MN’+ M'N) P 
h . (M+ N’)— iM’)? 
z Spent = ee ert f 
ie , (M +N’) —i(M’+N)°’ 
und damit die Bestimmung eine eindeutige sei, wollen wir noch fest- 
setzen, dass P,, P, mit P und S,, S, mit S dasselbe Vorzeichen haben 
a sollen, und dass die Winkel @, 6, @,, 6, zwischen 0 und 2a” zu 
u nehmen sind, 
Wir untersuchen zuniichst, ob die Gleichung der Erhaltung der 
" lebendigen Kraft erfiillt ist; es muss dies nothwendig der Fall sein; 
wir haben also eine Probe fiir die Richtigkeit der Rechnung. Es ist 
bekanntlich diese Gleichung der Erhaltung der lebendigen Kraft fiir 
das senkrecht auf die Kinfallsebene schwingende Licht: 


i- Pie => 


P2 is P? = P2 & sin 9; COS g, : 
é sin cos p 


setzen wir in diese Gleichung die oben gegebenen Werthe ein, so er- 
giebt sich: 


(M+ N’) — (M+ NY} AM +N) + i+ NYE — 
— {(M— N°) - i(M’— N)} {(M— N’) + i(M—N)j = 
cm #1 SiN COs g, (M N’+. M’ By, 


€ sing cos@ 
oder 


? . , __ 4 & Sing, cos@ 
4(MN’+ M’'N)=4 pone (MN + M’'N)’; 
die Bedingung der Erhaltung der lebendigen Kraft wird also fiir das 
senkrecht auf die Kinfallsebene schwingende Licht: 
, esing cosp 
MN'+ MN &, SIN M, COS G, 
und demnach fiir das in der Kinfallsebene schwingende Licht: 
_e#sing cos@ 
MN’+ M'N = &, Sing, COS, 
Wie wir schon oben hervorgehoben haben, leisten die gefundenen 
Werthe diesen Gleichungen Geniige. 
Mathematische Annalen, V. 
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‘Die angegebenen Formeln gelten fiir den Fall der partiellen Re- 
flexion; wir haben neben dem reflectirten einen gebrochenen Strahl 
erhalten. Dabei ist vorausgesetzt, es sei sing, <1, also cosq, reell 
und damit auch die acht Gréssen M und M. Die Voraussetzung ist 
immer erfiillt, wenn 





<>; 
1 
denn wir haben dann, da 
sing, = = sin 9, 
sing, < sing < l. 
Ist dagegen 
a ay 
§ < e,? 
so wird fiir 
sing > “*! 


ay & 


sing, grosser, als 1, folglich cosq, imaginiir, und dann sind auch 
die Gréssen M und M zum Theil imaginir. Die Betrachtung lehrt, 
dass in diesem Falie der gebrochene Strahl verschwindet; es tritt totale 
Reflexion ein. 

Wir miissen daher in diesem Falle fiir die Bewegung in dem 
zweiten Medium Ausdriicke erhalten, welche in endlicher Entfernung 
von der Grenzebene z = 0 einen verschwindend kleinen Werth be- 
sitzen. Dies geschieht, wenn wir 


cosg, = 7 Vsin?g, — 1 


setzen; denn wir haben dann: 


2a —_ a sin t 
—*2 . Vsintg, —1 + i2n (25% — .) 
Y= P, e 4 ? 4, T 
22 , —_ «x sin t 
m — « Vsin? p =i +ien(*" Ss ) 
u,COos@, — w,sing, = S,e #4 P Ea T 
1 i 1 ? 


und der Factor - 
2% . Vint i 
e 
wird fiir endliche positive Werthe von z verschwindend klein. Dagegen 
diirfen wir von den Lésungen mit 

cosy, = — i /sin?g, — 1 
keinen Gebrauch machen; denn wir erhielten dann den Factor 


ae « Vein? g, —1 
e , 


welcher mit der Entfernung von der Grenzebene bis ins Unendliche 
zunimmt. Wir haben also in den Ausdriicken fiir die Gréssen M und 


M ebenfalls cosp, =i /sin?g, — 1 zu setzen, und es werden dann 
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erstens M und N imaginir, wahrend M und N’ reell bleiben; ferner 
wird N’ imaginar, wihrend MU reell bleibt; fiir die Gréssen M’ und 
N haben wir den Werth null erhalten. Wegen der folgenden Unter- 
suchungen, wo wir fiir die Gréssen M’ und N von null verschiedene 
Werthe erhalten werden, nehmen wir an, es sei in dem betrachteten 
Fall M’ imaginir und N reell. 

Beriicksichtigen wir aber, dass die Gréssen DJ, N, M’, N’ reell, 
dagegen die Gréssen M’, N’, M, N imaginir sein sollen, so kénnen 
wir setzen: 


/ — (M—iM’)+i(N+ iN’) 
P=— @—im)—in+in) > 
g7 — — GM+M) +iGN—N) g 

? 


(iM + M’) — i@N —N) 
wo die Ausdriicke (MZ — iM’), (N+ iN’), ((M-—+ M) und (iN — N) 
reell sind; daraus folgt, dass wir jetzt setzen kénnen: 
P=eP, Saue8; 
mithin wird die Bewegung in dem total reflectirten Strahl dargestellt 
durch die Gleichungen: 


v, = P cos {2x (=e — 7 Te lise +) + ot : 


u, cos -+ w, sing =S cos {2x Geshe —stien ~- 4) + ot P 


und die beiden Winkel o’ und o werden bestimmt durch die Glei- 
chungen : 
(M — N’) —i(M’— N) 
(M+ N’)— iM +N)’ 
__ (M—N) —i(W—N)_ 
(M +N’) — «(M+ N) 

Wir gehen nun zu der Untersuchung iiber, unter welchen Be- 
dingungen die fiir den Fall einer partiellen und die fiir den Fall einer 
totalen Reflexion aufgestellten Formeln mit den Resultaten der Beo- 
bachtung iibereinstimmen. Zu diesem Ende brauchen wir bloss zu 
untersuchen, ob die Ausdriicke, welche aus unsern Formeln fiir die 
durch die Beobachtung direct bestimmten Gréssen folgen, mit den- 
jenigen in Uebereinstimmung zu bringen sind, welche entweder aus 
den Fresnel’schen, oder aus den Neumann’schen Formeln folgen; 
denn wie wir schon 8S. 472 hervorgehoben haben, stimmen die von 
Fresnel oder die von Neumann fir die Reflexion und Brechung ab- 
geleiteten Formeln mit der Erfahrung iiberein, je nachdem wir die eine 
oder die andere Annahme iiber die Beziehung zwischen Schwingungs- 
ebene und Polarisationsebene machen*). 





evi om 


ert = 








*) Auf die Beobachtungen von Jamin, welcher kleine Abweichungen von 
diesen Formeln gefunden hat, werden wir spiiter zuriickkommen. 


$2* 
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Als direct beobachtet kénnen wir die folgenden Gréssen ansehen: 

Die geradlinige Polarisation und die Drehung der Polari- 

sationsebene in dem reflectirten und in dem gebrochenen Strahl 
nach einer partiellen Reflexion ; 































Die elliptische Polarisation eines total reflectirten Strables. h 

Demnach soll erstens bei partieller Reflexion eines geradlinig ¥ 
polarisirten Strahles der reflectirte und der gebrochene Strahl gerad- s, 
linig polarisirt sein; es muss also sein: d 
sin(a —6)=0, sin(@, — 6,)=0. , 


Durch Einsetzen der Werthe folgen hieraus die Bedingungen: 
M’+N__M+N M’—N_M—N_ d 
M+N'~M+N ’? M—N’~M_—N’ 


Zweitens sind die Formeln fiir die Drehung der Polarisationsebene 


= 











im reflectirten und im gebrochenen Strahl, wenn wir mit Fresnel F 
annehmen, dass die Schwingungen senkrecht auf die Polarisationsebene 
stattfinden : t 
S, cose __ cos(p + 9) S S), COS 6; - 1 Ss. 
P,cosa = cos(p —q,) P *’ P,cosa, cos(p—gq,) P’ 8 
wir schreiben die Bedingungen in dieser Form, damit keine Zwei- s 
deutigkeit wegen des Zeichens stattfinde. Setzen wit in diese Formeln f 
die oben angegebenen Werthe ein, so ergeben sich mit Riicksicht auf e 
die eben erhaltenen Relationen die folgenden Bedingungen: 
Miy iy cos (p — 9), ( 
Moy = Wry = 608(9 + )- 
Machen wir dagegen die Annahme, dass die Schwingungen in d 
der Polarisationsebene stattfinden, so sind ‘die Formeln fiir die Drehung f 
der Polarisationsebene gerade umgekehrt: 
P,cos@ __ cos(p + g,) P P,, cosa, 1 P 
S,coss cos(p—g,)S * 8S, coso,  cos(p—g,) S- ( 
Die in diesem Falle auftretenden Bedingungen werden also aus den 
oben stehenden erhalten, indem die Gréssen M, N, M’, N’ und die 
Gréssen M, N, M, N’ mit einander vertauscht werden. | 
Endlich sind die von Fresnel fiir die elliptische Polarisation ( 
eines total reflectirten Strahis abgeleiteten Formeln die folgenden: 
2 2 in2 in? 
£08(0' — 0) — ae codigo aint ante 
sin(o — 0) = Sisgemesngyenny 
Diese beiden Formeln sind aber in der folgenden erhalten: 
cio’ —w') . ©8(9 +H) | ( 
cos (p — gq) 
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Durch Kinsetzen der Werthe ergiebt sich hieraus die Bedingung: 
(M — N’)~ i(M’— N) (M+) —i(M’'+N)__ cos(p — @) 


(FN) — ec N) (MN) — HM N) ~ cost + 9 

Nun sollen die oben bei Annahme einer partieller Reflexion er- 
haltenen Bedingungen fiir jeden Werth von  gelten, dem ein reelles 
g, entspricht; dann werden sie aber auch noch gelten, wenn sing, > 1 
wird, und sobald das der Fall ist, wird der eben abgeleiteten Be- 
dingung Geniige geleistet. 

Ganz dasselbe gilt in dem Falle, wo die Schwingungen in der 
Polarisationsebene stattfinden sollen; wir haben dann statt der Fres- 
nel'schen die Neumann’schen Formeln fiir die elliptische Polarisation 
des total reflectirten Strahles anzunehmen; diese Formeln werden aber 
aus jenen erhalten durch Vertauschung von 6 und @’; es sind also 
wieder die Gréssen M, N, M’, N’ und die Gréssen M, N, M,, N’ mit 
einander zu vertauschen. 

Folglich kénnen wir das Resultat der eben angestellten Betrach- 
tung in den folgenden beiden Siitzen zusammenfassen: 

Sollen auf Grund der Annahme, dass in einem geradlinig polari- 
sirten Strahl die Schwingungen senkrecht auf die Polarisationsebene 
stattfinden, die erhaltenen Formeln fiir die Reflexion und Brechung 
mit der Beobachtung in Einklang stehen, so miissen die Bedingungen 
erfiillt sein: 





M+N  M+N 
NEW Ws eo OH 
M--N M—N . 

MN’ = MN 8 + %)- 


(111) 


—_— -—— 


Soll dagegen eine solche Uebereinstimmung bestehen auf Grund 
der Annahme, dass die Schwingungen in der Polarisationsebene statt- 
finden, so muss sein: 

M+ N' M’+ N 

Ste Bee aunty — 9, 

IM-+N  M-+N 

1M — N'’ M'— N 

——__— = ; = COS . 

lwooN’ — Mw N (p + #1) 
Wir kénnen diese Relationen auch noch auf eine etwas andere 
Form bringen, indem wir die Gréssen M, N, M’, N’ bestimmen durch 
die Gréssen M, N, M’, N’. Es folgt dann fus den Gleichungen (III): 


MM cos@ cosg, + N’ sing sing, , 


(IV) 


N = N cos@ cosg, + M'’ sing sing, , 
M’=- M’ cosg cosp, + N sing sing, , 
N’'= N’ cos cose, -+- M sing sing, ; 


dagegen aus den Gleichungen (IV): 
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M= Mcos@ cos, — N'sing sing, 
cos(p — g;) cos(p+,) ” 
N= Neos cosg, — M'sing sin g, 
cos(p — g,) cos(p +g) ” 
M — M'cosg cosy, — Naing sin g, 
cos(p — 9) cos(p-+H) ” 
N’ = N’'‘cos gy cosg, — Msing sing, _ 
cos(p — ;) cos(y + q;) 
Setzen wir also, was fiir die nachfolgenden Untersuchungen am 
bequemsten ist: 



































__ cos@ Rens sin p 
(V) —_ 1 > N cosg, 2? 
,  ¢Os 7 , sin . 
M= "8° FP, N= Se RP, 
SID @; 51 g; 


so muss sein, unter der Annahme, dass die Schwingungen senkrecht 
auf die Polarisationsebene stattfinden : 


F, = cos?g, M+ SVP 88% sin? N’, 





sin @ Cos @ 
2 2 E : 
F, = — So" 9! N — sing, cosy, M 
(III) 2 sin p cos p 1 i ? 
, , , sin? sin? @ 
F, = sing, cosg, M’+ ——=! N, 


sin @ COs @ 





i t) - — 
F,= ee EP! cos? N’-+ sin?'g, M; 


sing cos@ 


dagegen unter der Annahme, dass die Schwingungen in der Polarisations- 
ebene stattfinden : 

















costo, M — S910 o 2 N’ 
F=— ee 
. cos (p — g,) cos(p + gy) ‘ 
2 2 : . 
on 2 SP! N — sing, cosy, M 
F. ae _sin@ COs M ote Mot 
(IV*) P cos (p — @,) cos(p + 9) ; 
, sin? sin? m 
» sin p, cosy, M’— aha 
aa cosKp— Hi) cos(p+q)  ” 
ee! cos?» N’— sin? g, M 
F = Sin@ COS p A ath 
. cos(p — g;) Cos(p + ;) 


Die Untersuchung, ob dem einen oder dem andern dieser Systeme 
von Gleichungen Geniige geleistet wird durch die Werthe, welche wir 
fiir die acht Gréssen M und M gefunden haben, ist nun sehr einfach. 
Es soll nimlich nach den Gleichungen, (6) S. 492: 

N=0, N’=0 
sein, dagegen nach den Gleichungen (7), S. 495: 
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<3 ects lle 
= Sa 


@ = esin?g — é, sin’g,. 






































wo 


Wir sollen also haben, welche der beiden Definitionen wir fiir die 
Polarisationsebene auch annehmen mégen: 
e—é—2o=—0 und o=0, 
oder 
a=), e=6&,. 


n 
Die Gleichungen fiihren demnach gleichzeitig auf die Fresnel’sche 
Annahme gleicher Elasticitét, wonach ¢sin?g = ¢, sin*g, sein soll, 
und auf die Annahme gleicher Dichtigkeit; die eine der beiden An- 
nahmen schliesst aber die andere aus. 

‘ Hieraus folgt, dass durch keine Annahme iiber das Verhiltniss 


der Dichtigkeiten, die einzige Grosse, iiber welche wir verfiigen kénnen, 
die fiir die Reflexion und Brechung erhaltenen Formeln in Einklang 
mit den Resultaten der Beobachtung kénnen gebracht werden; es steht 
also die entwickelte Theorie in Widerspruch mit der Erfahrung. 

Und zwar soll noch hervorgehoben werden, dass bei keiner Annahme 
iiber das Verhiltniss der Dichtigkeiten die beiden Gréssen @ und ¢ — ¢, 
gleichzeitig kleine Werthe annehmen, der einzige Fall ausgenommen, 
wo das Brechungsverhiiltniss fiir die beiden Medien nahe gleich eins 
und in Folge davon die Reflexion iiberhaupt gering ist; wir stossen 
also auf eine ganz bedeutende Abweichung zwischen Theorie und 
Beobachtung, eine Abweichung, an deren Erklirung durch Beobach- 
tungsfehler nicht zu denken ist*). 


d. Die Formeln von Cauchy. 


Wir wollen hier noch etwas niher eingehen auf die Formeln, 
welche Cauchy fiir die Reflexion und Brechung abgeleitet hat. Es 
haben nimlich diese Formeln, ganz abgesehen von ihrer Herleitung, 
eine gewisse Bedeutung dadurch gewonnen, dass nach den Beobach- 
tungen von Jamin und Andern wirklich Abweichungen von den 
Fresnel’schen Gesetzen der Reflexion und Brechung stattfinden, und 
zwar solche Abweichungen, wie sie nach den Cauchy’schen Formeln 
im Allgemeinen eintreten sollen. 


*) Die Vergleichung zwischen Theorie und Beobachtung kann leicht weiter 
gefiihrt werden; es ergiebt sich dann namentlich, dass nach der Theorie der 
partiell reflectirte Strahl eine elliptische Polarisation besitzen soll, welche einer 
ganz rohen Beobachtung nicht entgehen kénnte, und dass die elliptische Polari- 
sation, welche nach der Theorie ein total reflectirter Strahl besitzen soll, von 
der wirklich beobachteten ganz verschieden ist. 
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Die von Cauchy abgeleiteten Formeln sind, wenn wir von der 
im Vorhergehenden eingefiihrten Bezeichnung Gebrauch machen und 
die neben dem Brechungsverhiiltniss auftretende zweite Constante, den 
sogenannten Ellipticitiitscoefficienten, mit KE bezeichnen: 


tg (6, — a@,) = Esing tg (p — 91), 
te(o —- 6, —@ + @,) = Esing tg(p + 9), 


S? __ cos*(p + 9) +F sin? sin®(@ -++ @,) S? 


PZ cos*(p — ,) + B® sin?g sin®(p — g,) P?’ 





S82 1 S2 
P,2 ~~ cos?(p — gy) + E* sin? sin*(@ — q) P- 


Es wird hiebei angenommen, dass die Schwingungen senkrecht auf 
die Polarisationsebene stattfinden sollen, und die Unbestimmtheit des 
Zeichens, welche die quadratische Form der beiden letzten Gleichungen 
mit sich fihrt, wird dadurch beseitigt, dass fiir den Fall EK = 0 die 
Fresnel’schen Formeln gelten. 
Fiihren wir nun in diese Gleichungen die Ausdriicke der Gréssen 
S, P, 6, @ in den M und M ein, so ergiebt sich: 
(M’+- N) (M+ N’)—(M+N’)(M+N) _ gp. ; 
(MN) (M+ N") + (M+ N) ar N) — Ping te — 71), 
(M — N’) (M’— N)—(M’'—N)(M—N’) _ 7p. : 
(M —N’) (M — N’) + (W— Ny (i — N) = Esing tg(p + 9), 
(M + N’)? + (M’+ N)? atnPen cin? 
(MEN + w+ WF = cos?(p — g,) + E’*sin® sin? (gm — g,), 
(M my Nn’)? + (M’— N)* 2 % .°..9 ° 9 
(Mf — N'Y + (M’— Ne cos?(@ + g,) + E*sin® sin*(m + g,). 
Hieraus folgt, wenn das Vorzeichen so gewihlt wird, dass die 
Formeln fiir L = 0 mit den Formeln (III) iibereinstimmen : 


M + N= (M + N’) cos(y — 9,) — Esing(M’+ N) sin(y — 9), 
M+ N = (M'+ N) cos(p — 9,) + Esing(M + N’) sin(p — 9), 
M— N= (M — N’) cos(p + 9,) + E' sing (M’— N) sin(p + 9), 
M’— N = (M’— N) cos(p + ,) — Esing(M — N’) sin(g + g,). 


Wollen wir dieselben Formeln fiir die durch Beobachtung be- 
stimmten Gréssen erhalten auf Grund der Annahme, dass die Schwin- 
gungen in der Polarisationsebene stattfinden, so brauchen wir nur die- 
jenigen Relationen statt der obigen anzunehmen, welche aus denselben 
hervorgehen durch Vertauschung der Gréssen M, N, M’, N’ und der 
Grossen M, N, M’, N’ mit einander. 
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Es hat nun Jamin*), in Uebereinstimmung mit Erscheinungen, 
welche Airy am Diamanten beobachtet hat, gefunden, dass das re- 
flectirte und das gebrochene Licht im Allgemeinen elliptisci polarisirt 
sei, und dass bei einer Reflexion unter dem Polarisationswinkel das 
Verhiltniss der Amplituden des senkrecht auf die Kinfallsebene und 
des in der Einfallsebene polarisirten Strahls nicht genau null ist, wie 
dies nach den Fresnel’schen Formeln der Fall sein sollte, sondern 
dass dieses Verhiiltniss nur ein Minimum wird. Diese Beobachtungen 
stimmen sehr gut iiberein mit den Cauchy’schen Formeln; allein es 
kann dies kaum fiir die Richtigkeit dieser Formeln sprechen, weil die 
Constante EF einen iiusserst kleinen Werth erhilt und ein Einfluss 
derselben nur wahrzunehmen ist, wenn der Kinfallswinkel dem Pola- 
risationswinkel nahe gleich ist; es hat deshalb auch Jamin den Aus- 
druck Esing als eine Constante betrachten kénnen. Ferner ist an- 
zufiihren, dass nach Cauchy’s Theorie der Werth des Ellipticitits- 
coefficienten, welcher bei der Reflexion an der Grenze zweier ver- 
schiedener durchsichtiger Substanzen auftritt, in einfacher Weise folgen - 
sollte aus den Werthen der beiden Ellipticitiitscoefficienten, welche bei 
der Reflexion an der Grenze zwischen Luft und den beiden durch- 
sichtigen Substanzen auftreten ; damit stehen die von Jamin an Fliissig- 
keiten angestellten Beobachtungen in Widerspruch. 


Wir kénnen also aus diesen Beobachtungen héchstens schliessen, 
dass kleine Abweichungen von den Fresnel’schen Formeln stattfinden ; 
solche Abweichungen erhalten wir, wenn wir annehmen, dass die 
Gréssen M und M den Gleichungen (III) bei Annahme der einen und 
den Gleichungen (IV) bei Annahme der andern Definition der Pola- 
risationsebene nur angeniihert Geniige leisten. 


3. 


Allmahliger Uebergang von dem einen homogenen Medium zum andern — 
vermittelt durch unendlich viele unendlich diinne homogene Schichten. 


Die im Vorhergehenden entwickelte Theorie der Reflexion und 
Brechung steht, wie wir eben gesehen haben, in Widerspruch mit der 
Erfahrung. Priifen wir mit Riicksicht hierauf die der Theorie zu Grunde 
gelegten Annahmen, so erweist sich eine derselben als durchaus nicht 


*) Annales de chimie et de physique, III, série, t. 29. 30, 31 
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nothwendig. Es ist dies die Annahme, dass zwei homogene Medien 
von verschiedener Dichtigkeit und Elasticitit in einer Fliche an ein- 
ander grenzen. Danach miissen, wenn wir uns den ganzen Raum von 
einem elastischen Medium erfillt denken, die Dichtigkeit und die 
Elasticitit, betrachtet als Functionen des Orts, beim Durchgang durch 
eine Fliche ihren Werth sprungweise indern. Wir kénnen aber ebenso 
gut annehmen, dass ein solcher Sprung nicht stattfinde, sondern eine 
stetige Aenderung; es miissen dann im Innern einer Schicht, welche 
die beiden homogenen Medien von einander trennt, die Werthe der 
Dichtigkeit und der Elasticitit sich mit dem Orte stetig iindern. Fiir 
diese Annahme-spricht eine grosse Zall von sehr verschiedenartigen 
Beobachtungen, wonach die Beschaffenheit der Korper in der Nihe 
der Oberfliche eine andere ist, als im Innern. 


Allein auch bei der Annahme eines solchen stetigen Uebergangs 
wiire das Resultat der vorhergehenden Betrachtung, wenn es mit der 
Erfahrung in Einklang stiinde, wohl aufrecht zu erhalten. Denn es 
ist zu vermuthen, dass, wenn der Uebergang von dem einen Medium 
zum andern stetig, aber sehr rasch stattfindet, dieselben Formeln gelten, 
wie wir sie bei der Annahme eines plotzlichen Uebergangs erhalten 
haben, und die folgenden Betrachtungen werden zeigen, dass diese 
Vermuthung wenigstens in dem Falle zutrifft, wo die Dichtigkeit der 
beiden homogenen Medien dieselbe ist. Danach wiirde aus der ange- 
stellten Untersuchung der Schluss zu ziehen sein, dass die Annahme 
eines sehr raschen Uebergangs von dem einen Medium zum andern 
mit der Erfahrung in Widerspruch steht. 


Wir suchen daher das Problem jetzt unter der Voraussetzung zu 
lésen, dass ein stetiger Uebergang in Bezug auf Dichtigkeit und Ela- 
sticitiit von dem einen homogenen Medium zum andern stattfinde, ohne 
iiber die Dicke der Schicht, innerhalb welcher der Uebergang sich 
herstellt, irgend eine Annahme zu machen; wir betrachten diese Dicke 
als eine im Allgemeinen endliche Grésse , und wenn wir dann dieselbe 
schliesslich verschwindend klein gegen eine Wellenliinge setzen, so 
werden wir wieder zu den oben erhaltenen Formeln gelangen. 


Um ferner das Problem mittelst der im Vorhergehenden benutzten 
Formeln behandeln zu kénnen, werden wir uns zuniichst den Ueber- 
gang von dem einen Medium zum andern vermittelt denken durch eine 
Anzahl homogener Schichten; von der einen Schicht zur andern sollen 
sich Dichtigkeit und Elasticitiit sprungweise iindern, und zwar so, dass 
die Werthe dieser Gréssen fiir eine bestimmte Schicht immer zwischen 
ihren Werthen fiir die beiden benachbarten Schichten liegen; wir 
werden dann die einzelnen Schichten unendlich diinn und ihre Anzahl 
unendlich gross setzen; so gelangen wir schliesslich zu einem stetigen 
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Uebergang in Bezug auf Dichtigkeit und Elasticitiit von dem einen 
homogenen Medium zum andern*). 

Wir nehmen also zuniichst an, es befinden sich zwischen den 
beiden Medien m ebene homogene Schichten von der Dicke 


. 
Cay Boe Mees > <9 My +> Gad 


ferner seien die Werthe der Dichtigkeit und der Elasticitit fiir die m 
Schichten : 


, , , , Ul 
My» Bag Mig + 0 <p Big se > Gey 
, , , , , 
My 5 Be 5 Big > + « +p Gay's + «Ole 


Wir haben dann fiir die kleinen Schwingungen in der h'" Schicht 
ein System Differentialgleichungen, welches aus den Gleichungen (1), 


Seite 490, folgt, indem wir die Constante < ersetzen durch a Zur 
h 


Unterscheidung wollen wir die Verriickungen und den Multiplicator in 
der h' Schicht 


Un, Uny Wry Ni 
nennen; ferner wollen wir die Ordinate z immer positiv nehmen von 
dem Anfang der Schicht und deshalb in den Gleichungen fiir die h'° 


*) Es ist das in gewissem Sinne die Erweiterung einer von P. H. Zech, 
Pogg. Ann., CIX, 1860, angestellten Betrachtung, allerdings auf ganz anderer 
Grundlage. In der erwihnten Abhandlung hat niimlich Zech versucht, aut 
Grund der Neumann'schen Formeln fiir die Reflexion nnd Brechung, und damit 
auf Grund der Neumann’'schen Definition der Polarisationsebene, fiir die durch 
Beobachtung bestimmten Grissen Ausdriicke abzuleiten, wie sie auf Grund der 
entgegengesetzten Definition die Formeln Cauchy’s liefern, und er hat dieses 
Ziel erreicht, indem er zwischen den beiden Medien eine diinne homogene Schicht 
von mittlerer Elasticitiit annahm, 

Ferner hat Lorenz, Pogg. Ann. CXI, 1860, eine ganz iihnliche Rech- 
nung, wie die, welche wir anzustellen haben, nimlich fiir den Fall einer unend- 
lich grossen Anzahl von unendlich diinnen Schichten, auf Grund der Annahme 
durchgefiihrt, dass fiir die Reflexion und Brechung an der Grenze zweier Medien, 
welche von einander nur unendlich wenig verschieden sind, die Fresnel’schen 
Formeln gelten. Die Rechnung ergiebt dann, dass auch fiir den Fall einer end- 
lichen Verschiedenheit zwischen den beiden Medien die Fresnel’schen Formeln 
gelten, wenn die Gesammtdicke der Schichten gegen eine Wellenlinge ver- 
schwindend klein ist, und dass die von Jamin angestellten Beobachtungen 
kénnen erkliirt werden, wenn man jener Dicke einen gegen eine Wellenlinge 
kleinen, aber nicht verschwindend kleinen Werth zuschreibt. In einer spiitern 
Abhandlung Pogg. Ann. CXIV, 1861, hat Lorenz die Annahme, dass fiir den 
Fall von unendlich wenig verschiedenen Medien die Fresnel’schen Formeln 
gelten, zu begriinden versucht; es muss jedoch dieser Versuch als véllig misslungen 
betrachtet werden; auf dem eingeschlagenen Wege wird man iiberhaupt wohl nie 
zu einem solchen Beweise gelangen, dass die obige, d. h. eine unendlich oft 
wiederholte Anwendung des Satzes erlaubt wiire. Vergl. Fortschritte der Physik. 
1861, 8S. 225 ff. 
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Schicht 2, statt 2 setzen; es wird dann fiir 2, = ce 2,41—0. Dem- 
nach lauten die Differentialgleichungen fiir die h'* Schicht: 



































0 Ou, 4 Ow, 
—— 7 ? 
Ox 02), 
29 »,! ’ , 224, ’ 
eu, 4% vin Ou, 4 oN, 
0? &, \e2® 02,2 dz? 
(1) 
A2 a’ , 2 ay’ 72 v’ 
Pv, Cv, Cv, 
oe oe, \ Oa? + 02,2]? 
re 
Qo,’ ’ D2y,)° 9), e , 
Ow, % (¢ w), 1 0 <j 4 ON, 
oe a “~ Dae , 
ot &, \Ox 04), 04, 


Ferner ergeben sich an der Grenze der h' mit der (hk + 1)! 
Schicht, also fiir 


, 


, 
, : f= Cry 41 =O 
die Bedingungen : 








© , ’ U ’ , , 
(2) Up = Uti, UnR=N41, Wh = We413 
Cu, ow, ou; Ow, 
, in h , h+i1 “h-+1 
a, (3S + wt) a cist ( > sg 4+ oa ), 
h 4 od oe | o 
os D aa? 
3 , Ou, ’ ¢ Un+1 
(: ) 7 ag M4+-1 507 » 
h Oe), +1 
9°.’ Ow), ‘AN < , Ow), 1 ’ ’ 
2 ai, az -f EN = 2an41 Oz’ 4 & 41 Na+ ° 
he A*h +l 


Es ist nun am einfachsten, das erste homogene Medium von der 
Dichtigkeit ¢ und von der Elasticitiét @ aufzufassen als eine nullte und 
das zweite homogene Medium von der Dichtigkeit «, und von der 
Elasticitiit a, als eine (m + 1) Schicht; dann gelten die Gleichungen 
(1) auch fiir diese beiden Medien, und die Gleichungen (2) und (3) 
fiir die Grenzen derselben mit der ersten und mit der m'" Schicht. 
Um die friiher gebrauchte Bezeichnung festzuhalten, ist bloss @ anzu- 
nehmen, dass fiir die nullte und fiir die (m+ 1) Schicht der Strich 
oben wegzulassen ist, ebenso der Index 0 fiir das nullte Medium, dass 
dagegen der Index m-+- 1 durch 1 zu ersetzen ist (z. B. ag=a, an 41=4,); 
und dass die Grenzen von 2 = 2— co und OQ, die Grenzen von 
2m 41 = 2, 0 und oo sind; die Grenzgleichungen gelten also zum ersten 
Mal fiir z—0, 2, = 0, zum letzten Mal fiir 2, —c,, 2, = 0. 

Wir wollen noch fiir die h'e Schicht die Wellenlinge 4, und den 
Drechungswinkel g;, nennen; dann folgt aus den allgemeinen Differen- 
tialgleichungen (1) : 


Me a, 
(4) T? — “? 


und die Grenzgleichungen (2) und (5) fiihren auf die Bedingungen: 
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6) ee eee 

Es handelt sich nun darum, den an der ersten Grenzfliche reflee- 
tirten und den an der letzten Grenzfliiche gebrochenen Strahl zu_be- 
stimmen, unter der Voraussetzung, dass ein beliebig polarisirter Strahl 
von der Schwingungsdauer 7’ unter dem Winkel » auf die erste Grenz- 
ebene einfallt; dann ist das Problem der Reflexion und Brechung fiir 
den angenommenen Fall gelést. Am einfachsten geschieht dies, indem 
man einen allgemeinen Ausdruck fiir die Bewegung in der h'" Schicht 
annimmt, dann die Constanten so bestimmt, dass den Grenzgleichungen 
(2) und (3) geniigt wird, und schliesslich die Bedingungen dafiir auf- 
stellt, dass man fiir die nullte Schicht, das erste Medium, einen ge- 
gebenen einfallenden Strahl und einen zu bestimmenden reflectirten 
Strahl, dagegen fiir die (m-- 1) Schicht, das zweite Medium, nur 
einen zu bestimmenden gebrochenen Strahl erhalte. 

Da in den Gleichungen (1), (2) und (3) die Verriickung v von 
den Verriickungen uw und w vollig getrennt vorkommt, kénnen wir 
wieder die beiden Fiille gesondert betrachten, wo die Schwingungen 
senkrecht auf die Einfallsebene und wo sie in der Einfallsebene statt- 
finden. 


a. Sechwingungen senkrecht auf die Einfallsebene. 


Wir nehmen zuerst an, das einfallende Licht schwinge senkrecht 
auf die Kinfallsebene; dann kdnnen in allen Schichten nur Bewegungen 
parallel der y-Axe stattfinden, und eine allgemeine Lichtbewegung 
von der Schwingungsdauer 7’ wird fiir die h'° Schicht symbolisch dar- 
gestellt durch einen Ausdruck von der Form: 


ae , ' — ’ ’ 
= csing, +2, C0sP, ¢ “ x sin P), — 2, COS), t 
; i2a : Z an i2n an a 
v, = A, e h + Be h 


wenn fiir constante Werthe von 2, der Ausdruck der Exponentialgrésse 


‘ x sing ‘) 
Jia 2 7 


proportional werden soll, was zur Erfiillung der Grenzbedingungen 
nothwendig ist. Dem entsprechend erhalten wir fiir die Bewegung in 


der (h + 1)” Schicht: 





? 


iaa(® singh, +1 + 2h + 1008 Ph, pa 5) 
UV, 41 == Api 41 re 
i2 (eth eecten seeds :) 
+ By+iie ha *]; 
setzen wir diese Ausdriicke in die Grenzgleichung (2) und (3) ein, so 
ergiebt sich: 
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. cp, COS), . Ch C08 P), 

i2z ae” gai —i2az 7, — 
Ajai tBi4i=Ane a + B, e h ? 

p 0 eek on “hem Hh 

&, SIND; COS GQ} i2x — —i2z wo 

a h A , ’ 
Ajai —Bui= — ea i A, ée ah — Bre % ° 

Foy SIN Pj 4 COS D471 





Wir haben ferner, damit wir die friihern Ausdriicke fiir die Bewegung 
in dem ersten und in dem zweiten Medium erhalten: 

A, = P, B, = P, An+1= P,, Bnz+i1 = 0 
zu setzen. 

Durch die zuerst erhaltenen 2(m +- 1) Gleichungen fiir die (m + 1) 
Grenzebenen kénnen wir uns die 2(m -+- 1) Constanten A,, B,,...., 
An+1, Bn+1 bestimmt denken durch A, = P, By, = P’; wir erhalten 
so die Werthe von A,,,; und B, +; in P und P’, und indem wir 
diese Werthe in die Gleichungen A,,4;— P,, Bn+41 =O einsetzen, 
ergeben sich zwei Gleichungen zur Bestimmung von P’ und P,. Das 
Problem ist also véllig bestimmt. 

Um nun die Gleichungen aufzulésen, setzen wir: 

A+ B=G, A, —.B, = iD,; 
dann erhalten wir zur Bestimmung von C,,, und D, +, durch C, und 
D, die Gleichungen: 


22xc, COs}, r 2x¢, COS Hj, 














Cr +1 = C, cos — — 7 - ; 
ay, 4), 
&), Sin pj, COS), . 22xC, cos; 2c, COs gy, 
Di+s a in ? {C, sin on 4 D,, cos — ‘ . M ~ 
Fh 1 SDD), + 1 CO8M, 4-1 ah a 


es ergiebt sich ferner aus den Bedingungen fiir h = 0: 
Q=P+P,iDd,=—P-— FP’, 
und aus den Bedingungen fiir h = m + 1: 
Ca+1 = 6 Days = P,. 

Wir kénnen also, ohne von den beiden letzten Gleichungen Ge- 
brauch zu machen, die simmtlichen 2(m -+- 2) Constanten C und D 
bestimmen durch P+ P’ und P — P’; wir setzen daher: 

Cr, = wn (P+ P’) — ins (P — P), 

D, = »,(P + PP’) — in’ (P— P’). 
Dann ergeben sich zur Bestimmung der Gréssen uw, und », die Glei- 
chungen : 





ee. 2c, Cosy, . 22¢, COsg;, 
Un+1 = Us, COS ————- — & SIN ——— , 
ah a, 


&, SiN @;, COS M, 








2xc, cosy; 2mrc, COs), 
h h . h h 
A+r1 = 5 - \y, cos + , SIN — ? 
+ 4.1 SIND), 4 1 COS, 4 4 ¥ 4%, # 4, 


mit den Anfangsbedingungen : 
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Hp =1,%=9, 
und zur Bestimmung der Gréssen uj, 1, dieselben Gleichungen mit 
den Anfangsbedingungen: 
o=0, mH—1. 
Setzen wir endlich: 
Mm+i=M, vn41= MM, tne i=—N, Mnqi=N’, 


so ergeben sich schliesslich zur Bestimmung der Grossen P’ und P, 
die Gleichungen: 

(I) P, = M(P + PB’) +iN(P— P)=iM' (P+ P)+N(P— P); 
wir haben also jetzt die Werthe tm41, — Win+ity Yn+iy Vm+. fiir UM, 
N, M’, N’ in die friiher abgeleiteten Ausdriicke einzusetzen. 

Die Werthe der Gréssen M und N werden natiirlich dusserst 
complicirt, wenn die Zahl m der Schichten von endlicher Dicke keine 
ganz kleine ist. Wir wollen daher gleich annehmen, es seien die 
Schichten unendlich diinn und ihre Anzahl unendlich gross; die Ge- 
sammtdicke der Schichten sei c; wir haben dann: 


C=C, tote +> +en- 
Setzen wir nun c¢, unendlich klein, so werden die Gleichungen 
zur Bestimmung der Gréssen w,, v, und py, V%: 
Mra41 = Ba — aC ctg yi, = Vn, 
8), SIN Mi, COS M), 





(m% + ac, ctg gh . mr), 


Vat — ae 

41 SIN Pj, + 1 COS Mj, 4.4 
wo gesetzt ist: 
sin 9, 


(9) . a = 22 - 


1 si 
TF we Deg SOP oe Dx ees 
a, A Ay 


die Anfangsbedingungen bleiben ungeindert: 
MH =1, vy =0, My = 0, vy =1. 
Mittelst dieser Gleichungen kann man die Werthe der Grdéssen 
M, N, M’ wd N’ durch Reihen bestimmen, welche immer convergiren, 
sobald man annimmt, dass die Werthe der Dichtigkeit und der Elasti- 
citat fiir jede der unendlich vielen Schichten zwischen den Werthen 
der beiden Gréssen fiir das erste und fiir das zweite Medium liegen, 
und zwar gelangt man zu diesen Reihen, indem man bei der Berech- 
nung der Gréssen M und N mittelst der Gleichungen das Resultat 
nach den Produkten der unendlich kleinen Gréssen ¢, ordnet. Diese 
Produkte diirfen nicht als Gréssen héherer Ordnung vernaciilissigt 
werden; denn mit der Ordnung des Produktes wichst in demselben 
Maasse die Ordnung der unendlich grossen Anzahl von Gliedern der 
entsprechenden Form. Es lassen sich dann die einzelnen Glieder der 
Reihen durch wiederholte Integrale darstellen, und zwar ist fiir jedes 
folgende Glied die Anzahl der Integrationen um zwei vermehrt, 
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Dieselben Resultate erhilt man jedoch einfacher auf dem folgenden 
Wege, der gleichzeitig bequemere Mittel fiir die Weiterfiihrung der 
Betrachtung liefert. 


Wir setzen: 





2=G ++ 6 4+°°>+6-13 
dann kénnen wir die Ausdriicke 
, 
Ei Pay Uns Vay Uny Vis 
betrachten als die Werthe stetiger Functionen von z 
&,P,U,%, B,Y¥ 
fiir den obigen Werth von z; wenn wir dann weiter: 


, 


Cc, = dz 
setzen, so bezeichnen die Ausdriicke 


Eh+ty Phoiy Mati, Va+1, Wht, Vat 
die Werthe jener Functionen von ¢ fiir das Argument ¢ + dz. Wir 
haben ferner die Anfangsbedingungen fiir 2 = 0: 
é=8, Y= 9, 4=—1,7=—0, w=0, Y= 1 
und die Endbedingungen fiir ¢ = c: 
é=8, P= 9, b= M, v=—M,wW=—N,V=N". 

Die Gréssen « und g sind als gegebene Functionen von z zu 
betrachten; dagegen fiihren die obigen Gleichungen zu dem folgenden 
System Differentialgleichungen fiir die Variabeln uw, v und w’, v’: 

du = — actgg'vdz, 
d.& sing’ cosg’y = aé cos’? g'udz. 

Setzen wir also schliesslich: 


=2,,9= 7 


> sing cos@ yy 
sing cosq@ 


‘=< sing cos@ Z,, v = —,— > ¥. 
» YP COSY 2, ging’ cosg’ ~ 2? 





so erhalten wir fiir die Gréssen Z und Y das System Differentialglei- 
chungen: 


dZ a , 
i" — amy ® 
(10) dv’Y 


’ 2 as 
—— = ae cos’g’ Z. 
dz mr 


Und zwar sind die particuliren Lésungen 
Z,, Y, wnd Z, Y, 
dieses Systems Differentialgleichungen vollstiindig bestimmt durch die 
Anfangsbedingungen fiir 2 = 0: 
(11) Z,=1, Y¥,=0, Z4=—0, Y¥,—1. 
Wir haben endlich zur Bestimmung der Gréssen M, N, M’, N’ 
die Gleichungen: 








ir 


ie 
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(12) M=Z,, N=—singcospZ,, M= aay, toe,’ N’= eee Ze: 
Der iiber den Gréssen Z und Y angebrachte horizontale Strich soll 
bezeichnen, dass die Werthe fiir ¢ = zu nehmen seien. 

Mittelst der Differentialgleichungen (10) kénnen wir nun fiir die 
Gréssen Z und Y, und damit fiir die Gréssen M und N, Reihen von 
der oben erwihnten Form ableiten. 


Ks folgt nimlich aus den Differentialgleichungen durch partielle 


Integration : gldniy 


sin? g@ ” 





0 


éY=¢«Y,+ uf ecosty Zde, 
0 
wenn Z, und Y, die Werthe von Z und Y fiir ¢ =O bezeichnen. 
Indem wir nun auf der rechten Seite dieser Gleichungen successive 
die Werthe der Gréssen Z und Y einsetzen, wie sie sich zunichst 
aus den Anfangsbedingungen und dann aus den Gleichungen selbst 
hei Weglassung der noch zu berechnenden hohern Glieder ergeben, 


erhalten wir: 
| ee ee ff [i a coe dz, dz, + 


‘cos? cos? 
WS fr ont M fy ¢0 aoe dz, dz,dz,dz,—-->- P 
& sin? g,: £4 sin? gp, 
i= «fa cos* g,'dz, — 


— «' hf & COS* Fy COS" ps Ps dz,dz,dz,+-+---, 


& 8in® @, 
1 , ee dz, 
& ing & ‘into? 
1 £,CO8* a" 
a’ gee S| 
bi Wh & sin? @, : &5 Sin? » dz, de, dz, 4 


: ee &, cos* e 
- = efi = dz, dz, + 
*89'cos*p,’: &4'cos* 
+ “ * os 4 cone dz,dz,dz,dz,—----. 
& *sin GY, * &3 SIN* @ 


Hierin alban é, und gj, bezeichnen, dass in den Functionen ¢& 
und g’ das Argument gleich z, zu setzen sei, und die wiederholten 
Integrale sind der Ungleichung entsprechend zu nehmen: 


0<4<4,<°+:+<cH <2 
Es ist sofort ersichtlich, dass die vier Reihen convergiren, sobald 


weder é’, noch sing’ innerhalb der Integrationsgrenzen verschwindet ; 
Mathematische Annalen. V. 33 


(13) 
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dieser Fall kann aber nicht eintreten; denn es wird «’ immer zwischen 
é und ¢, und sing’ immer zwischen sing und sing, liegen. 

Wir wollen von den Reihenentwicklungen sofort eine Anwendung 
machen, indem wir die Werthe der Gréssen M und N fiir den Fall 
bestimmen, dass die Dicke ¢ der Schicht, innerhalb welcher der stetige 
Uebergang von dem einen Medium zum andern stattfinden soll, ver- 
schwindend klein gegen eine Wellenliinge sei., In diesem Falle ist 
ae eine verschwindend kleine Grosse; dann erhalten die Integrale, 
welche in den Reihenentwicklungen fiir die Gréssen Z und Y vor- 
kommen, fiir ¢ = alle einen verschwindend kleinen Werth; folglich 
wird in diesem Falle: 


4Z4,=1, Y,=0, Z%=0, Y,= 
Hieraus folgt: ; 
M=1, N=0, M’=0, N’= 2eee 


€ Sin @, COS gq, ” 


Fs 
* 


d. h. wir erhalten bei der Annahme eines sehr raschen stetigen Ueber- 
gangs von dem einen Medium zum andern dieselben Formeln fiir die 
Reflexion und Brechung, wie bei der Annahme eines plétzlichen Ueber- 
gangs. 

Wir untersuchen nun, ob die allgemeinen Werthe (12) der Gréssen 
M und N der Bedingung der Erhaltung der lebendigen Kraft Geniige 
leisten : 


MN’+ MN= esing COB 
~ & Sing, cos, ” 
es kann dies als Probe fiir die Richtigkeit der angestellten Rechnung 
dienen. 
Damit die Gleichung bestehe, muss sein: 
ry TT Z et & P 
4,Y,— 2, Y,= - 
Nun leisten die Gréssen Z,, Y, und Z,, Y, den Differential- 
gleichungen (10) Geniige; folglich ist: 


¥, SB an ¥, SP 








dz 1 dz ? 
7 a-ey, d-:Y 
4, dz 7 — hy dz am &, 


und somit: , aN * 
1M Gal te aati Ne ag Re ag 
Durch Integration ergiebt sich: 
é(Z,Y, — Z,Y,) = const. , 
und der Werth der Constanten wird dadurch bestimmt, dass fiir z¢ = 0 
ee, 24 Y,=—1, 7,=—Y,=— 
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sein soll. Folglich gilt fiir jeden Werth von ¢ zwischen 0 und ¢€ die 
Relation : 


(14) 4,¥,—Z,Y,—4.- 


Hieraus folgt aber die obige Gleichung, wenn wir z = ¢ setzen. 
Es gilt also die Gleichung von der Erhaltung der lebendigen Kraft. 

Mittelst der Formeln, welche wir im Vorhergehenden entwickelt 
haben, miissen wir auch den Fall behandeln kénnen, wo eine Licht- 
welle in dem zweiten Medium sich nach der Grenze desselben mit dem 
ersten Medium fortpflanzt und an dieser Grenze reflectirt und gebrochen 
wird’ Denn es muss auch in diesem Falle das Problem auf die In- 
tegration des Systems Differentialgleichungen (10) zuriickzufiihren sein ; 
die allgemeinen Liésungen dieser Differentialgleichungen sind aber durch 
die beiden angenommenen Systeme particuliirer Lésungen gegeben. 

Wir wollen die Gréssen fiir den Fall, dass die beiden Medien mit 
einander vertauscht werden, von denen fiir den bisher behandelten 
Fall dadurch unterscheiden, dass wir dieselben einklammern. Wir 
haben dann zuniichst nach (12), indem die Winkel gm und g, mit 
einander zu vertauschen sind: 


(M) = (Z,), (N) = — sing, cosy, (Z),, 
- (Y) r) __ SIN Py COSY 7 > 
(BE) = Fag eoey? Nm aig iceag Nh- 


Hierin bezeichnen (Z) und (Y) die Werthe der Funetionen von z (Z) 
und (Y) fiir 2 =; denn es sollen die Werthe genommen werden fiir 
die Grenze der Uebergangsschicht mit dem ersten Medium. Nun 
miissen dié Variabeln (Z) und (Y) dem System Differentialgleichungen 
Geniige leisten, welches wir aus (10) erhalten, wenn wir z in der ent- 
gegengesetzten Richtung positiv rechnen; denn wir haben ganz die- 
selben unendlich diinnen Schichten, wie friiher, anzunehmen; wir gehen 
jetzt aber in der entgegengesetzten Richtung durch diese Schichten 
hindurch. Folglich muss sein, wenn a, B, zwei zu bestimmende Coef- 
ficienten bezeichnen: 


(2), tO a, Z, + Bi Z,, 
(Yn = —a% Y,—f Y2, 


und zwar werden diese Coefficienten dadurch bestimmt, dass fiir z = ¢: 
(Z),=1, (Y),=9, (4),=9, (Y),=1 

sein soll. Wir haben also: 
«,Z,+ 6,2, =1, a, Z, + B, Z, = 0, 
a, ¥,+ 6, Y, = 0; a, Y¥,+6,Y, =—1. 

Hieraus folgt mit Riicksicht auf die Gleichung (14): 


33* 
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ae. i +a iit & 7 
os ae 2 X2> — , 42) 
—s * — & 
6,=——- f,, i= —~ oy 


Wir haben endlich, indem wir in den Werthen fiir (7), und (Y), 
2 = 0 setzen: 
(Z), = 4, (Z), =a, (Y),=—8,, (Y),= — hy. 
Es ergiebt sich also: 
(Z), =+ Y,, (2), = “ 4,, (Y), Bs “ Y,, (Y= * Z, s 


é 
, 


Folglich erhalten wir: 


(M) = * Y,, (N)=— “ sing, cosy, Z, , 
(M’) —— #¥; (N’) — & Sin COS 4; 


sing cos@’ sing cos@ 


oder, mit Riicksicht auf die Gleichungen (12), wenn 
(15) Pus #, SIN M, COS @, 


: ~~ gs sing cos@ 
gesetzt wird: 


(16) (M)=[N", (N)=fN, (MH) =f", N) =f. 
Wir haben somit in diesem Falle, wie es nothwendig ist, wenn 
die Gleichung der Erhaltung der lebendigen Kraft gelten soll: 


(M)(N’) + (M’)(N) =* sin p, COS @, _ 


& sin gm COs@ 


b. Schwingungen in der Einfallsebene. 


Es sind nun zweitens ganz dieselben Betrachtungen anzustellen 
fiir den Fall, dass die Schwingungen in der Einfallsebene stattfinden. 
Wir gelangen auf demselben Wege, wie friiher, zum Ziel; nur wird 
die Rechnung sehr viel complicirter; wir kénnen uns aber jetzt mit 
Riicksicht auf die vorhergehende Betrachtung auch kiirzer fassen. 

Wir haben uns zuniichst die Bewegung in der h'" Schicht sym- 
bolisch dargestellt zu denken durch Ausdriicke der folgenden Form: 


xsing,+2,0°03g, 4 x sing, — 2), cosy), 


P i2a ( 5 ‘) i2a ( , *) 
u, = A, cos, € ay + B, cos gi,e 4, of 


t 
a ac, ti lac ~ $8 r) 


+ M,e 


as, +i(ar—2n r) 


+ Ihe 
2 sin 9}, -- 2), COs Y), t ) 


i2 ( .) ian ( —-- 
, bd ‘ T 2 , ¥ 
Ww}, = — A, sin gi,e ay + B, sin ge 4, 


ae, +i (ax—20 7) 


ane. iLl,e 


+ iM, e 


t 
— ae) +i(ax—20 7) 








CA ae 
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, ta, oe any +i i(az—2n§ 4) ‘— ay +i(az ~2n5) 
Ni = & sin? {i e “+ M,e . 
Denn wir miissen alle particuliren Lésungen nehmen, welche wir zur 
Erfiillung der Grenzbedingungen benutzen kénnen. 

Damit wir fiir die Bewegung in dem ersten und fiir die in dem 
zweiten Medium die friihern Ausdriicke (Seite 494) erhalten, muss sein: 


A, =S, B, = 8’, L, =I’, M, =0 ; 
Anti =8;, Buar=90, Dngi=9, Mayi=L,. 

Wir setzen nun die Ausdriicke fiir die Gréssen u, w, A in die 
Grenzgleichungen (2) und (3) ein; dann ergiebt sich, wenn wir gleich 
die neuen Constanten C, D, N, P mittelst der Gleichungen: 
Gg=4,+ BR, iD=—=A-B, M=L+M, P= LT,— M, 


einfiihren : 
2 mC, COS @), Fras. COS M), 
cos pi +1 Cr4i1 4+ Nn 4 1° == COS PP), \C, cos — = — << D, si = 
h h 


prow ac, — acy, 
é peach... 
rh od en paig dc ; ‘ 


i 008 Pi ee COB —},) 


+O, sin -a y+ 





sin pi 4.1 Dy 41+ Pr + 1= sin i | Dy cos 


ac, Pa. 


pa tee py ae, 


6 


~ & 41(1 — 2sin® pj +1) singh 4.1 Dr41 — 2841 sin? gigs Prog = 


mae ria wa Won. te 


+ Osi zi 


ae: bout "be ™ ied Wits 
~ 2e, sin? gj, »P, — + Ae + N,—>-—}» 


9 
“ 


= & (1 - — 2sin? ;) sin gy, \Dy cos ———--— 





. wi ¢ , 4 , Y , Sd , 
2 eh 41 sin? yp, 41 COS P), +1 C41 — +41 (1 “sci 2 sin? py +1) Ni +1 =s 
' 2re, COSY), 22, COSg; 
Pog a RW ; hi h hi h 
== 26), sin? gj, cosy), ‘o, cos ——— — D, sin = Se 
h 


ay oe 
— &, (1 — 2 sin’ g;) in, es. + 2 —+ TP, im 5" “ ‘} . 








Wir haben ferner nach den Bedingungen fiir das erste und fiir 

das zweite Medium: 
Cy = 8+ S, D=—is— Ss), N= Ph = TL; 
On +1 = tDn+41 = S, ’ Nn +1 + Pri == 0; 

denn es kommt nicht darauf an, die Gréssen ZL’ und L, zu bestimmen; 
wir kénnen die letztere also gleich eliminiren, 

Das Problem ist ein véllig bestimmtes. Denn wir kénnen mittelst 
der 4(m + 1) Grenzgleichungen alle Constanten C, D, N, P bestimmen 
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durch C,, D,, N,, P,; mithin erhalten wit Cn 41, Dn+iy Nu+t+ Pu+t 
ausgedriickt durch S+ S, S—S’ und L’; setzen wir diese Werthe 
in die drei letzten Gleichungen ein, und eliminiren wir dann L’, so 
bleiben zwei Gleichungen iibrig zur Bestimmung der beiden gesuchten 
Gréssen S’ und S, durch S. 

Wir wollen nun gleich die Gréssen c, unendlich klein annehmen; 
dann kénnen wir aus den vier allgemeinen Gleichungen die folgenden 
einfacheren ableiten: 

E41 COSMi+1 Crys == COS |), (e+: a 29.) (C, — QC, ctg pi, D;,) a 
+ (G41 — & — 22) (Ni + ac, Pi), 
&h41 singh 41 Da+s = sing; (&% + 22,) (Di + ae, ctgqi, C,) + 
-f 22, (P, -b ac, N;) ’ 
& 41 Na41 = cosgj.2Q, (C, — ae, ctggi, D,)+ (& +22,)(M,+ee, P,), 
Eat Pyvt = sin i (&, a &,— 2Q,) (D, + ac, ctg yi, C,) + 
+ (fi41 — 221) (Pi + ee, M,), 


wo gesetzt ist: 
Qh. = 41 sin? pj 41 — &, sin’ gy. 
Setzen wir jetzt: 
cosg;, C, = cosp 4,0, + snp bh, Dot b,N,+ LP, 
sing, D, = cos m,;,C, + sing mz,,D, + ms,,N, + mu,.P,, 
N, = cosp pi,nC, + sing pon Dy + psa Ny + pan Py, 
P, = cosp HiCy+ sing gr2D,+ 93,.N, + wmiPy, 
so erhalten wir fiir die Gréssen J,,, mi, Piny Ue,n, WO k= 1, 2, 
3, 4, das folgende System Gleichungen: 
Baa le ngi == (Hei — 221) (Lin — ae, etg? pm, n) + 
+ (41 — &% — 2Qh) (Den + OOK Me, 0) 
Eh 1 Me, ra = (& + 2Q,) (myn + wen lyn) + 2Qi (Gen Hr De, r)5 
Fe De, bh 1 = 2Qi (Te, n — ey, ety? pj, mg, 1.) +(e, + 2Q,) (pe, n+ Cn Ue, n); 
E41 Ue, npr = (& 41—&, —2Q,) (mex, nc en Len) + 
+ (Git — 2Qi) (Gen + @ Cn Di, 2) - 
Wir haben ferner die Anfangsbedingungen: 
ho=1l, mo= 0, pro=9, Ho=9; 
Lo=0, mzo=—1, peo=0, mo=—9; 


oO, M3, 9 = 0, P3, 0S 1, q3,0 = 0; 
Lo=0, mio=0, pro=0, Gio=—l. 
Denken wir uns mittelst dieser Gleichungen die sechzehn Gréssen 
Tk, m+ ty Mk, m+1y Pk, m+1ty Ue, m+1 bestimmt, und nennen wir ihre Werthe 
einfach , mx, Pe, qx, 80 ergeben sich die Werthe von C,,+1, D,, +1, 
Nn+t, Pu+1- Nach den obigen Gleichungen erhalten wir so: 
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8, = Se WS + 8) — 1 BP 4s— s+ SE 4, 





cOsg, cos, COs 
eet ‘hes ae ’ ry i sing ae Mts Fy My zr 
iS, = 5 ~m (S+ 8S’) —i Ps m,(S — 8’) + sing Ll’, 


O= ait + 1) (S + 8S’) — ising (p, + q) (S — 8’) + 
+ (Ps + 4 +i + 4) LE. 
Eliminiren wir mittelst der dritten Gleichung die Grosse L’ aus 
den beiden ersten, und bringen wir die letzteren dann auf die Form: 
(Il) S, = M(S + 8’) + iN(S — 8’) = iM(S-+ S’) + N(S — 8S’, 


so ergiebt sich: 








ie C03 p | I, ’ +, 
Bie og a ates Lath >» P+EGEMAH’ 
a sin p | me « I, +1, 
(17) COS p, mtatoks \PeAd: » P+ tmatan’ 
ae cosp | Hy ; ms + my | 
SIN Py Ps + 4s oe lata > M+Gtmtan sl? 
we sin p 1 | mM, , m; + m, | 
sng P+ GtM+EN | +h > M+G+EMAN 


Um nun fiir die Gréssen J,, 1,, u. s. w. Reihenentwicklungen zu 
finden, setzen wir wieder: 
Ce +e te t---4+a-1—24, a=dz 
und betrachten i, m,1, Peony Ge,n als die Werthe der Functionen 
von Z 
Li, me, Dey WW 

fiir den ebigen Werth von 2; wir haben dann zu setzen: 

Ik, ati = Pe -}- dl, > Mm rti = m, ao dim, , 

Pi nti=Di + dpe , ng ie & +dK, 
und es sind 

A, Me, Per Ue 
die Werthe der Functionen fiir ¢—c. Beriicksichtigen wir ferner, 
dass zu setzen ist: 
hrieetde, 4 =&, o=Y, UW=—desin’g, 

so erhalten wir aus den obigen Gleichungen bei Weglassung der Pro- 
dukte von unendlich kleinen Gréssen das folgende System Differential- 
gleichungen fiir die Variabeln J’, myx’, px’, qx’: 
d.é i =I d. &(1—2sin’g’)—ea e'ctg? gy m, dz+ p; d.'(1—2sin’g’), 
d.& me = 2m d. &sin?g’+ ae I dz +24 d. «sin’g’, 
dig pi = 2h d. &sin?'g’ + 2% d. &sin’g’+ ae gy dz, 
d.é qe =m d.&(1— 2sin’g’) + qd. & (1 — 2sin’g’) + ae’ p; dz. 
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Aus diesen Gleichungen folgt aber: 





d (mi, + 9; , , 

ab ») — (hy + pr), 

d (ly + Py { j 
= ) = — a(ctg’g’ m — HX), 


d-s}(1 — 2sin®g’) m; — 2sin® 9 q 2. P 
‘{ po - iy we {(1 — 2sin?g’) 1,’ —2sin?p ‘py, 


? 

d-e 4 2sin?g’ ly. — (1 — 2sin? , ie ta 
4 , * 9) Pay — ae {2cos’y’m, +(1—2sin’y’ as ’ 
Setzen wir also: q 
m +a =X, (1 — 2sin?g@’) m,’ — 2sin’y’ go =V, a 


Kk +p =U, 2sin’g’ I,’ — (1 — 2sin?¢’) pa =W, 


so erhalten wir fiir die Gréssen X, U, V, W das folgende System 
Differentialgleichungen: 








dX 
7 tm 
dU __ sintg X4V 
dz es i sink” 
(18) d-:'V é a \ 
| “ae {(1 — 4sin’'g’) U+ W}, 
d-: W , 
7 = — ae(X 47). 


Wir wollen nun diejenigen vier Systeme von particuliren Lésungen 
dieser Differentialgleichungen einfiihren, welche durch die Bedingungen 
bestimmt werden, dass 

fir z= 0 


sel: ‘ 
X,= 1, U, = 90, V,=0, W, = 0; 
= Q, 9 >= 9 = = 4 
een a eR a ae 
xX; = 0, U; = 0, V, = 1, W, = 0; 
28, Bae, ¥,—6; Wi}. 


Dann miissen wir setzen, nach den fiir die Gréssen J,’, m,’, px; 
q« stattfindenden Anfangsbedingungen (8. 518): 


m, + 9g, = X, + 2sin’ X,, u. s. w. 
m, + q, = X, + (1 — 2sin’—) X;, us. w. 
m, + q,; = X, — (1 — 2sin’) X,, u.s. w. 


m, + 4, = X, — 2sin’ X;, u. s. w. 















m,’ = 2sin’g’ 
m, = 2sin’g’ 
|m,, = 2sin’ 9g’ 
m, = 2sin?g’ 
p; = 2sin’g’ 
DP. = 2sin’g’ 
Pps = 2sin? gy’ 


p, = 2sin’”’ 





chungen (18): 
X 
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Folglich erhalten wir: 
1,’ = (1 — 2sin?g’) { U, + 2sin’p U,} + {W, + 2sin’p W,}, 
1, = (1 — 2sin?g’) {U, + (1 — 2sin?y) U,} + { W, + (1—2sin’) W,}, 
1,’ = (1 — 2sin’g’) {U, — (1 — 2sin’¢) U,} 4. { W, — (1 — 2sin?) Wi}, 
L,’ = (1 — 2sin?g’) {U, — 2sin?y U;} + { W, —2sin?p W,}, 


U = 


{X, + 2sin?y X,} +{ V, + 2sin?p Vi}; 
{X, + (1 —2sin?p) X,¢ + {V+ (1 —2sin?g) Vyy, 
{X, —(1—2sin’g) X,} + {'V,—(1—2sin?g) V,}, 
{X, —2sin?» X,} 4- { V, — 2sin? p V3}, 
{U, + 2sin®p U,} — { W,+ 2sin’p Wi}, 
{U, + (1—2sin?) U,} —{W,+ (1 —2sin?g) W,}, 
{U, — (1—2sin’g) U,} — {W,— (1 — 2sin?) W,}, 
{U, —2sin?p U;} — { W, — 2sin?p W;}, 


a = (1 — 2sin?g’) { X, + 2sin?p x,} — { V,+ 2sin’p V;}, 
ai = (1 — 2sin?g’) {X, + (1 —2sin2) X, —{ V,4+(1—2sin?g) V,}, 
Q3 = (1 — 2sin’g’) { X, —(1 — 2sin?g) X,} — { V,— (1—2sin*g) V,}, 
q\ = (1 — 2sin?g’) { X, — 2sin?p X,} — { V,— 2sin’?p V3}. 
Diesé Gleichungen bestimmen auch die Grdssen 1,, l,, u. s. w. 
durch die Gréssen X,, X,, u. s. w., d. h. durch die Werthe der Va- 


riabeln X,, X,, u. s. w. fiir ¢—=c¢. Wegen der Gleichungen (17) sind 
dann auch die Gréssen M, N, M’, N’ ausgedriickt durch die Gréssen 


X,, X,, u. s. w. Es-handelt sich also nur darum, die Werthe dieser 
Gréssen zu bestimmen. 


Wir kénnen nun nach der schon oben angewandten Methode 
mittelst der Differentialgleichungen (18) fiir die sechzehn Grdéssen 
X, U, V, W immer convergirende Reihen ableiten. 

Es ergiebt sich durch partielle Integration der Differentialglei- 


es af Ua, 
0 


2 


U, af MEH as, 


sin? gy 


0 








(21) 
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eV =eV, + «fet — dsin?g’) U + Wh dz, 


0 


&W— eW, — RgAa + V) dz, 


wenn X,, U,, Vy, W, die Werthe von X, U, V, W fir z = 0 be- 
zeichnen. 

Indem wir nun wieder auf der rechten Seite dieser Gleichungen 
successive die Werthe der Gréssen X, U, V, W einsetzen, wie sie 
sich zuerst aus den Aufangsbedingungen (19) und dann aus den Glei- 
chungen selbst bei Weglassung der noch zu berechnenden hdheren 
Glieder ergeben, erhalien wir: 


Xp mt f fdas dag fat fff [EER seated bn aie 


&; sin? p,. 
>< dz, da, dz, dz,—+--- 


U, =- « fds, + ef ff ert é (1 — Asin? py’) + y’sin® py’ dz, dz, dz,—--+: j 


a ~ €3 sin? ps, 
eV, = — “ff tah “(I — 4sin?g,’)} dz, dz,+ 
4 a! | ‘Tete’( — Asin? py’) + &5'] &y’sin®@,’ + 
&; sin?’ 
+ [e/+ éy (1 - - Ld + ¢, sin? ,'] e,(1 — 4sin® p, 
&; sin? 


ew, = — “is dz, + «' LL fh v8) +é, (1—4sin*p,’) +5 fda,dz,dz,—----; 
(4 4sin2 2 
Wh cule : ef ff m= nae 2810 OF de, dz, day +++. ol 


U,=1 — of J er(1 — 4sin? pr’) + se'sin® gs’ dz, dz, + 


& sin? py 
frre 4 £1 (1 — 48in®—p,’) + 2,’ sin? ep,’ {és(1 — 4sin®?g,) + e, ‘sin? | if +} 
+ ef fff &28in? py sin? py 
+ {a( —4sin®y,’) + 2} &y'sin® 
Ey ‘sin? @, &,'sin® 

eV, = «fa — 4sin’9,’) dz, — 

3 {e/(1 — 4sin*—p,’) + «sin? p,’ )} é(1 - —s sin?) + 
af ff wine 
+ {e/(1 — 48in® ,’) + ®2 ‘t & sin? py 
& sin? @, 

éW,=— ef ik 1é (L — 4sin®g,’) + «,'} dz, dé, + 


sof ff fiee—eaae sen 


& sin? 2 


+ {er ee — Asin? py ) +  & 8 sin? ft fes(t - (1 - 4 si sin? mal ) + Z Labi de, de, _ 
"8; Sin? py 


y dz, dz, dz, dé, —— se eee 





dz, dz, dz,dz,—++++-- ; 


dz, dz,dz,-+++++- } 



























(21 


(21) 
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» | 


>< dz, dz,dz,dz,—---- 
Ss * dz * st “ey'sin® py + Fy(1 — Asin? gy’) + &5° sin? p, ie 
ei aa &; sin? gp, &; sin? p,’ Fs sin? ps, 


. : >< dz, dz,dz,—.---- 
= Vy==1 eff creint et et sane) de, day + 


#,'sin? gp,’ 
, Ft i fe, ‘sin? ad & (1 <i sin*ge) + #3 sin sf 4 (a— Asin? )+ 
: a 8; sin? £; sin? gp; 


é sin?» "+ &9'(1 —4sin?g,’) + ¢, } 2,Sin® ey. 
ih i tah al WOW ds dai dis iy = +3 
#,'sin®g,’ , sin? p, 


= Wi=— a fda +e } If ajsieton + os(t = daiatos) hiigs ay dey.... 


&, sin? g, 


1 eal 3 4 "dz, dag di, 
& ted S & Sin? Ms . : 








< dz, dz, dz,dz,—---- 
, . °° (°e'sin? p+ #, (1 — 4sin?g,) 
raf fff me tecnico 
’ 2 4 &,'sin® p+ (1 — 4sin®@,’) + &, 
“ W\=! oor f fae dz, + a LY & sin? py . ” 
> dz, dz, dz, dz, oye f,2 ¢ #6 


Hierin sollen, wie friiher, ¢ und g,’ bezeichnen, dass in den 
Functionen ¢& und g’ das Argument gleich z, zu setzen sei, und die 
wiederholten Integrale sind wieder der Ungleichung entsprechend zu 
nehmen : 


OS a Shy Se CaA<e. 


Die Gesetze, nach welchen die verschiedenen Reihen (21) zu bilden 
sind, haben nicht mehr die einfache Form, welche sie fiir die Reihen 
(13) besitzen; man tiberzeugt sich jedoch bei niiherer Betrachtung, dass 
die simmtlichen Reihen unter den friither gemachten Voraussetzungen 
convergiren. 

Es geben ferner die Gleichungen (21) die Werthe der Gréssen 
X,, U,, wu. s. w., indem wir ¢ = c setzen, und damit erhalten wir die 
Werthe der Gréssen 1,, 1,, u. s. w. Wir wollen davon Gebrauch machen, 
um diese Gréssen fiir den Fall zu bestimmen, dass die Dicke ¢ der 
Uebergangsschicht gegen eine Wellenlinge verschwindend klein sei. 
Es erhalten dann wieder alle Integrale einen verschwindend kleinen 
Werth; somit ergiebt sich in diesem Falle: 


1 — of [dide Ll *er'sin? ey’ &'(1 — 4 sin® gy’) ) + £5 sin? @;’ 
— a cs nes J. €; sin’, &3 sin?@,. >< 


? 


? 


? 


1 U,=—a? fie bat *eg’sin® py + (b= pees Tt cote >< 
+ & sin? gp,’ ? J. &) sin? py &, Sin? g@, 


, 
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X, = 0, U,=1, V,=0, W,=0; 
X,-0, T=0, B=t, W—0; 
X,=0, U,=0, V,=0, W.=~ 
Dann ist aber nach den Gleichungen (20): 
dun tte ; Lai®, 7 onette ; 
m= 0, m= a Ps m; +--+ m, = — = ‘ 
2 —e+2 
rta=— 2, peta EE, ptt tai", 
wo, wie friiher, gesetzt ist: 
@ = ésin’g — ¢, sing, . 
Folglich erhalten wir aus den Gleichungen (17): 
Mae 28 Entlatse® py sine (2 — % — 30) 
= COB G a (@ + &) , COG, «= (EH) 
a COs p 4@? N’— sing e+ (2 — 2)? : 


sing, & (@ + &)’ sing, = &(@ + &) 

Dies sind aber die Gleichungen (7), S. 495. Somit ergebeu sich 
auch hier bei der Annahme eines sehr raschen stetigen Uebergangs 
von dem einen homogenen Medium zum andern dieselben Formeln fiir 
die Reflexion und Brechung, wie bei der Annahme eines plétzlichen 
Uebergangs. 

Wir gehen nun.zu der Untersuchung iiber, ob fiir einen beliebigen 
Werth von ¢ die Gleichung der Erhaltung der lebendigen Kraft 

, , € sin @ cos 
MN + MN = Rens 528s 
erfiillt ist. Damit die Ausdriicke (17) dieser Gleichung Geniige leisten, 
muss sein: 


Boil itt ole vito’ I +l, 
my , m ; Mm, + my - : (Ps Os+ Pit 4)- 
MN + Ped > PFGE +H 

Wir haben also nachzuweisen, dass diese Gleichung stattfindet. 

Zu diesem Ende leiten wir zuniichst aus den Differentialgleichungen 
(18) eine Anzahl Relationen ab, welche zwischen den _particuliiren 
Lésungen X, U, V, W fiir jeden Werth von z gelten; hieraus werden 
sich dann ganz ithnliche Relationen ergeben zwischen den Grdssen 
L,, 1’, ...., welche lineiire Ausdriicke jener Loésungen sind; aus diesen 
letztern Relationen wird endlich das Bestehen der obigen Gleichung 
unmittelbar folgen. 
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Nennen wir 
Xi; Ui; Vi, Wi; und Xi, U;, Vi, Wi 


zwei beliebige Systeme von particuliiren Lésungen der Differentialglei- 
chungen ss sO muss sein:- 


LX d-&V, éV, 
gl i — Ww; Hae ot Ut ae (UsWie-U Ws), 











1U j. Ay ew, : 
e( Vea. = mi Vat) = Xi ae x6 =~ a&(X,V,—X; Vj). 
Hieraus folgt: 











d-&W, d-.*W : dx 
X; Th av te é (Wace _— X;, da oe é W,, az “re 
zoe F +a d-V, ,q aU, 
—U, * “li BR, Vr dz + U,- dz + &Vi dz =G 
oder 
d Xi ; X; | U, , U;, 0 
dz g W,, ; & W, | = é WwW, ’ & WwW, J oad , 
Wir erhalten somit, wenn C, ; eine Constante bezeichnet: 
X, X; U, Uy 
(22) at haan | oy Gs 
| Wi, Wi fac Oe . 








Wir kénnen nun fiir h und k die Zahlen 1, 2, 3, 4 setzen; ferner 
erhalten wir die Werthe der Constanten (C,, ; fiir die vesuiiiteiliaitin 
Fille, indem wir z= 0 setzen. Wir finden so nach den Anfangsbe- 
dingungen (19) fiir die Gréssen X, U, V, W: 


C.,2= 90, C3 = 9, 1. 1 ? g==—1, Co4=0, Cs, 4 = 0. 
Damit sind die Constanten bestimmt; denn wir haben: 
Ih, ' ine eae Ck, hs Ch, ae 0. 


Demnach haben wir sechs Relationen zwischen den sechszehn Gréssen 
X, U, V, W erhalten. 

Wir kénnen ferner aus diesen Relationen sechs andere ableiten. 
Multipliciren wir nimlich die sechs Relationen auf beiden Seiten mit 











X;, X, { X,, X, | X,, X; 

Us, U, |? —| Us, Uy |? | Ue Uy |? 
| X,, X, X,, X; | X,, X, 

U,, U, : —1U,, 0; | U,, 0, : 











und addiren wir dann die beiden Seiten, so verschwindet die linke 
Seite; wir erhalten demnach: 


X,, X; X,, X, 
U,, U, U,, U, 


Auf ganz aihnlichem Wege ergiebt sich: 

















(23); 
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| XX | | XX] | Ua Us | Oy Oey, 
Van Ve UH, HO op WP Om, |” 
V,, V; aly V;; V; ber 
Wei. | a1 


Differentiiren wir aber die zuerst erhaltene lielation, und nehmen 
wir Riicksicht auf die Differentialgleichungen (18), welchen die Gréssen 
X, U, V, W Geniige leisten sollen, so erhalten wir: 


1X» Xs! | XX] _ 
| Vo, Vs | iV, Vy | ‘ 
ferner durch nochmalige Differentiation nach Multiplication mit ¢’: 
AT A 
ey &V,, &V, | . &V,, &V, + 
X. X, | & X 
eae Bi | an? XK! 9) 
"eo W,, &W, | gW,, &W, | 
Nach den Relationen (22) ist aber: 
Se 2, X,, x; aa xX, xX, ae U,, U; ly U,, U, - 
Cee OS A a Ve, Vs W,, Wy\? 
folglich muss sein: 
xX; xX; | | X,, Bo 5,\ 35, VR 
W, We) | WM) *? 
U,, U;, ft U,, U;, | 
V,, Vs | | Vi, Va | & 


Differentiiren wir endlich eine der beiden Gleichungen nach Mul- 
tiplication mit ¢’, so erhalten wir 


RAs. Ae 

| iano. >). | es ie t... 
und durch nochmalige Differentiation dieser Gleichung nach Multipli- 
cation mit é: 


0, 


| V,, Vs | | Y,, V, | 
W,, W, | W,, W, 
Demnach gelten zwischen den sechzehn Grissen X, U, V, W 
auch die folgenden sechs Relationen: 


== (). 











XX |_| Xs % | _y | XX!) ') MX |_ 
U,, U, | OU, Uy)? Vi, Vy | Voy Vg fo? 
| X,, X, X,, X; sh ig | U,, U, ue | U,, U; -- 
| W,, W, W,, W, caaes V;, V, V2, V; aE 
| U,, U, - | U,, OU; =o | Vi, Ve | ie ee | 0 
W,, W, W,, W,|  ’ | W,, W, | Wy, Ws lo 














(24) 


(25) 
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Wenn aber die Relationen (22) und (23) zwischen den Gréssen 
X, U, V, W stattfinden, so gelten zwischen den Groéssen I’, m’, p’, 
q die beiden folgenden Systeme von sechs Relationen: 














yy, & Py’, D2 & ly, 4; D's Ps 

m;,m, | | a, |’ m,', my | | My Gy 

(24) oe I on Dr's Py ae Ie’ ty ra Pr Ps 
m,, Mm, 17% | M,5 Ms G2> Ws 

Ly’, Rl Py’, Py | a ly, dy ne Ps Dy 

My’, My @,% |” My, me,’ V9 Wy 

| ly, Wy ly’, Uy | F ly, l ly, Ly 

my’, my | | my’, ma’ [7 Dr's Py | pss py 

(25) | M by ; by Ny sii es wad e ms my 
| Ns GW39 % Pir Pr Par Dy 

| m,’, my | ms’, Mey’ = Py’, Pe f. Ps Py 

lan, a | 1 dsp al? a qs, 4 




















tung der lebendigen Kraft erfiillt ist. 
Relationen (24): 





M+, P+ he, D+ +I +4) 


bedingt. — 


gebrochen wird. 


0. 











0 


? 


0, 


Aus diesen Relationen folgt nun, dass die Gleichung der Erhal- 
Denn wir haben wegen der 


1 OW, ly’, i+ ly 
| my, iy m+ my! = 
| Pr Q's Pot Ge, Da s+ DA Gy 
| > Pe; P+ Py | 
= qs 2 Is + 4s = - (ps +4) +P +y), 
P+, PL+ Oe Po+ 9s ++ 
folglich : 
ly; ly, + Ly 
my, My, m+ my |= 2 (pi tastnita)- 


Diese Gleichung gilt fiir jeden Werth von z, also auch fiir z = ¢; fiir 
diesen Werth erhalten wir aber die Gleichung, welche nach S. 524 
die Giltigkeit des Princips von der Erhaltung der lebendigen Kraft 


Mittelst der Lésungen X, U, V, W miissen wir auch das Problem 
behandeln kénnen, wo eine Lichtwelle in dem zweiten Medium sich 
fortpflanzt und an der Grenze mit dem ersten Medium reflectirt und 


Benutzen wir wieder die S. 515 ff. fiir diesen Fall eingefiihrte Be- 
zeichnung, so werden die Gréssen (1), (m), (p), (g) in derselben Weise 


ausgedriickt durch die Gréssen (X), (U), (V), (W), wie nach (20) 
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die Grossen 1, m, p, q durch die Grossen X, U, V, W; wir haben 
nur @ und g, mit einander zu vertauschen. Die Variabeln (X), (U), 
(V), (W) aber miissen Lésungen der Differentialgleichungen sein, 
welche aus (18) sich ergeben, wenn z in der entgegengesetzten Rich- 
tung positiv genommen wird. Demnach muss sein: 


(X), = a, X, + Br X, + v1, Xz, +0, X, , 
(U), = — (nx U, + B U,+% Us +o U,), 
(Vira= Vi +h V.tm Vs+%V,, 


(W), = — (an W, + BW, + 7 W; + 9, W,). 


Wir erhalten ferner zur Bestimmung der Coefficienten @,, B,, y,, 9) 
aus der Bedingung, dass die Variabeln (X), (U), (V), (W) an der 
Grenze ¢ =e die in den Gleichungen (19) fiir die Variabeln X, U, V, 
W gegebenen Anfangswerthe annehmen, die folgenden Gleichungen: 


a, X, + Br Xp + yn Xz, +9, X, =m, 
a, U, + B, U,+ m Us +6, U,=bh, 
ao, Vit BV, tm Vyt+o V,=4, 
«W,+pW,+nW,+5W,=4, 


wo 


a,=1, a= 0, a,=0, a= 2, 
b,=—0, b=—=-1, =—0, b= 0, 
“E= 0, Ct, = 0, Cc, = 1, y= 0, 
d, == (), d, = 0, ad, = 0, d, = 1, 


Indem wir endlich z = 0 setzen, ergiebt sich: 


(X, =a, (UUn»=—-B, Va=rm, (Wh = — 4%. 


Es handelt sich also bloss darum, aus dem oben aufgestellten 
System liniearer Gleichungen die Gréssen «,, B,, y,, 9, zu berechnen. 
Nun ist nach den Relationen (22) und (23): 
X,, X,, Xs, | 
U,, U,, Us, Pat { U,, U; pita 1 U, \ = (*); 
Var Var Mer %| “UVM | HK me 
ae w ow | 
IW, Way We, We | 
wir haben ferner nach (22): 





ss 


xa 


| U,, Ux, U; 
| Ni, Vea, Vi |= x" {C11 Wi+Oh,5 Wit Gun Wa}, 
Way Way W, 





() 
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— FIG G+ Cy,5 Vi + C;, x Vis P 


snl as z {G,,x Us + Gy, U1 + G, US, 


— AG 1 X+ G1, Xi + Ga Mp. 


Demnach erhalten wir durch Auflésung der linearen Gleichungen : 


fay W, — b, 


fa, W, — b, 


Vite 
Vs + 


— a, X,} ? 


U; — d, X,} ? 





X,,; Xi, X; 
Vi, Vi, V3 
Wi, Wi, W; 
Xi; Xi, X; 
Ui, Ux, U; 
| Wi, Wi, Wy 
Xi, Xi, X; 
U, U,,; f 
Vi, Vi, Vi 
a, = “ 

Bb, =— = 
a= _ 
Seance 2 


{ay W, — by 


{ay W, —_ b, 


Hiernach wird also: 


(X), = 2 W,, (X), = 
(U),= 2 W,, UW), = 
(V), me W,, (V), = 
(W), = 2 W,, (W), = 


#1 
é 
& 
& 
& 
Fs 


* 


Vite U,—4X,}, 
V, + C1 U; = d, x,} ‘ 
V,, (X), — _ U,, (X), = 
Vy Oh=t Uy Oh=! 
V, Vh=* U,, Wh=2 
Vi, (W); = * U,,(W) = * 


iM Os 


>| 
nw ! 
: 


, 


Indem wir nun von diesen Werthen Gebrauch machen, ergiebt sich: 


(), = (1 —2sintg) {8° 7, + 2sin?g, = Xi) + {4 7,42sin?g, + X,) =  m, 


also: 

QO=— tm, O.= 
(m), = tm, , (my = 
(yp) = — tm, (p= — 
(g), = — tm, @)2=— 


- 1, , (m)s 


u. S. W., 


* I, , (/), ss, 


4 LL, (Pp) = 


é 


1 bk, (g)3 = 


é 


Mithin erhalten wir schliesslich: 


Mathematische Annalen. V, 


=! %, O=— ~ Pr» 
_ d+ (m),= — _ Pir 
- UW, (PP) = _ Py 
+4, Oi= Ds. 
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(M) = £1 COB 1 M, —P2— 
COS p Ps + % + Pat % —Mm3—™, Ppt O+Mmt+H |’ 
(N) = — & Sing, 1 | i ’ — P2— 
€CO8@ Ps+ a+ Pi t+ % —1,— k, Ptatmta |’ 
(M’) we & COB Gy 1 Mm, ‘ ——A—h 
esing Ps + 43 + Ps + % —Ms3—™, Ppt a+M+u |’ 
(N’) ne £,8iN gy 1 1, , “i — Fe : 
sin p P+a+Mm+u —14—, Pt+e+rt+e 








Wir finden also, wenn wieder 


(15) f= £81 Hy COS G; 


esin gm cos @ 
gesetzt wird: 


(26) (M)=/fN, (N)=/fN, (M)=/M, (N’)=/M. 
Demnach wird: 
(M) (N’) + (M’) (IN) == 2881 208 9% 


e3ing cos 
d. h. die Gleichung der Erhaltung der rentom | Kraft ist auch in 
diesem Falle erfiillt. 


4. 


Annahme eines stetigen Uebergangs von dem einen homogenen Medium 
zum andern. 


a. Ableitung der gefundenen Resultate aus den elastischen 
Differentialgleichungen. 


Zu denselben Resultaten gelangen wir auf dem folgenden Wege: 

Wir denken uns den ganzen unendlichen Raum auf der negativen 
Seite der Ebene z = 0 erfiillt von einem homogenen elastischen Medium, 
dessen Dichtigkeit gleich ¢ und dessen Elasticitiit gleich a sei. Ferner 
sei der ganze unendliche Raum auf der positiven Seite der Ebene 
@==c¢, wo ¢ positiv sein soll, erfiillt von einem zweiten homogenen 
elastischen Medium, dessen Dichtigkeit gleich «, und dessen Elasticitit 
gleich a, sei. Endlich nehme den Raum zwischen den beiden Ebenen 
z= 0 und zg =< ein elastisches Medium von variabler Dichtigkeit und 
Elasticitét ein, welches einen stetigen Uebergang von dem einen 
homogenen Medium zum andern vermittle; es seien also in dieser 
Uebergangsschicht die Dichtigkeit « und die Elasticitit a’ Functionen 
von z, und es werde fiir z = 0: 

é=& a=—a, 

fiir ¢=—c: 
e&=—&, @=—A4,. 


Wir nehmen wieder an, es seien die beiden homogenen Medien 
incompressibel; nennen wir also die Verriickungen in dem ersten wu, 





~~ he ate hUeelClC 


~~ 


a oom im 2a 


a A tet oe 
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v, w, in dem zweiten u,, v,, w,, die einzufiihrenden Multiplicatoren 
éA und ¢,A,, so gelten die frither aufgestellten Differentialgleichungen 
fiir die kleinen Schwingungen in den beiden Medien. Fiir das zweite 
Medium wollen wir wieder statt ¢ die unabhiingige Variable z, = 2 — ¢ 
einfiihren; es ist dann fiir dieses Medium: 


0< 4, <0. 
Wir nehmen ferner an, es sollen die Verriickungen uw’, v, w’ in 
der Uebergangsschicht pe oes reuige leisten : 


(a) oe ey 


Dann kénnen wir auf dem a. jaiaidtinees Wege die Differential- 
gleichungen fiir die kleinen Schwingungen in der Uebergangsschicht 
ableiten. Wir miissen nur beriicksichtigen, dass die Constante a’ in 
den Werthen der Druckcomponenten: 


, ou , ov ow 
—-X,=ad, -—Y¥,=—-4,=a (+ + 
” a0 o¥ ow ow 
—Y¥,=%F, —-4—-—-X=—d ow + &*), 

Lr fs ,ow , td ov 
—4=230E, —X%=-—Ye=d (G+ ~), 


eine Function von z ist, ebenso die Dichtigkeit &. pie wir, dem 
Friihern entsprechend, den Multiplicator ¢A’, setzen wir ferner voraus, 
es seien die Gréssen wu’, v', w’, N unabhiingig von y, so werden die 
Differentialgleichungen : 








ay 
Ow ge ew cat 08 den 
-§ op = 2a Oat Dp “e ~ we 
) a ov 
get ag O48 
oe Ox? os? 
4-4 
ew : Pu’ .) oeN 
oe = * Gat geod +? = +, de 


Mit der Bedingungsgleichung (a) haben wir also: 











Om Get Ge 
(1, a) +8 ax + Ga) + os Ge +o)+ eR, 
ied Gat Sa)+ 
Seo Gat Set 2 + SE 


Wir miissen nun auch noch die Bedingungen an den beiden 
Grenzen 2 = 0 und zg =c anfsuchen; es folgen diese Bedingungen 
34* 
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aus der Continuitit in Bezug auf die Verriickung und auf den Druck. 


Wir haben 
fiir z— 0 


zuniichst die drei Bedingungen: 
“=u, v=v, w=Ww, 


und dann die drei weiteren: 





Ow du, (aw ou 
a ‘ee + az7 S Ox + O27? 
dv __ Ov 
a ee 
2a” + A= 2a" + EN. 


Nun ist aber fiir z — 0: 


a=é, =e, 
ferner wegen der ersten Bedingungen, die identisch in Bezug auf x 


erfiillt sein miissen: 
du dw dw dw 
Ox «6On%” «O@ = nx’ 


folglich mit Riicksicht auf die Gleichungen 


ou ow ou ow 
da + os = % ia ot ot 9 
auch 
dw __ dw'* 
Oz ~=s Oz 


Demnach werden die Bedingungen fiir z = 0: 


ee , v= , w=, 
(2, @) Qu __ dw =v __ dv _ 
dz 02” ~O2 e’ . 
und ganz entsprechend die Bedingungen fiir 2 = c, 2, = 0: 
Se , =v , =e, 
(3, a) Ou sli aw’ Ov, ut ov’ yes N 
0% Oz? O24, Oz? i : 


Es handelt sich nun darum, fiir die Gréssen w’, v', w’ und AN 
solehe Ausdriicke zu finden, dass diesen Gleichungen Geniige geleistet 
wird, wenn wir fiir die Gréssen u, v, w, A und u,, v,, w,, A, die 
friihern Ausdriicke annehmen. 

Aus der Form der Gleichungen folgt sofort, dass wir wieder die 
beiden Fille, wo das einfallende Licht senkrecht auf die Einfallsebene 
und wo es in der Einfallsebene schwingt, gesondert betrachten kénnen. 

Das einfallende Licht schwinge senkrecht auf die Einfallsebene. 








Reflexion und Brechung des Lichtes. 533 


Wir setzen: 


ign (Paine t scone _ r) ion (ts scosp_ ¢ 
v= Pe " + Pe . 7) ? 
ign (met COSY, r) 
— a } 
v, = Pye , > 
und suchen fiir o einen Ausdruck, welcher der Differentialgleichung 
Ov a ov 
tay =a +) + vd 
at + 3s Oz Of 


geniigt, und welcher die zur React der Grenzbedingungen geeignete 
Form besitzt. Diese Form ist die folgende: 


t («x 22a . ) 
, T 
v =Ze : 
wo wieder 
2xsing 2xsing, 
eE= => —— 
i iy 

ist, und wo Z eine beliebige Function von z bezeichnet. Setzen wir 
diesen Werth in die Differentialgleichung ein, so ergiebt sich fiir Z 


die Gleichung: 
2 da’ dZ 
a n) Za (2% — ae dz? 


oder, wenn wir wie oben setzen: 


ws A? Ain? om) ints 
c @- = Pisin’ » ’ 
d - sin?’ 7 
- a + a é cos*g’ Z = 
Fiihren wir nun die zweite Variable Y durch die Gleichung ein: 


stg! A= on 
ee a 


—aY, 


so miissen die beiden Variabeln Z und Y den Differentialgleichungen 
Geniige leisten: 


aZ aR 
dz ~— sin’ ~~” 
deY 


, eg 
-=aécos?@ Z. 
dz P 


Dies sind aber die Differentialgleichungen (10). 

Nennen wir also wieder Z,, Y, und Z,, Y, die beiden Systeme 
particularer Lésungen, welche durch die Anfangsbedingungen (11) be- 
stimmt werden, so muss sein: 


Z=AZ,+BzZ,,. Y¥u=AY,+BY;, 


wo A und B zwei Constanten bezeichnen; wir erhalten demnach: 
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v= (AZ Bo #7), 


oe = — —*_, (AY, + BY,)e (++-*=5) 


Oz — 


Indem wir nun in die Grenzgleichungen 


7” , ‘ Uy 
fiir 2 0: v=, oa 2 


dz dz 
Me i v4 dv __ dv 
und fiir z= ce: v=, = te 
die angegebenen Werthe von v, wv’, v, einfiihren, erhalten wir: 
A=P+P, B=— ising cosy (P— P’), 
AZ, + BZ,=P,, AY, + BY, = — ising, cosq, P,. 


Setzen wir aber die Werthe von A und B aus den beiden erstern Glei- 
chungen ein in die beiden letztern: 


P= AZ, Fy BZ, = ea 
so ergiebt sich: 
P, = Z, (P+ P’) — ising cosy Z,(P — P’) = 
iy, , sin @ COs p )’ 
Sing, | 089; (P+ P)+ sin @, COS @, Y,(P— P) 
Wir finden somit: 


(AY, + BY,), 


sing, _— 


M=Z,, N=—sing cosg Z,, M’= sing. tuay; , N’= ee a 

Dies sind aber die Gleichungen (12). Wir gelangen also fiir das 
senkrecht auf die Einfallsebene schwingende Licht zu genau denselben 
Resultaten, wie friiher. — 

Wir nehmen zweitens an, das einfallende Licht schwinge in der 
Einfallsebene. 

Wir haben dann fiir die Bewegung in dem ersten homogenen 
Medium: 


i2 (Pane + cove _ 2 an (2808 = —scosp _ 74 
u = Scospe a + Scosp ec . 


re asti(ax—2n ‘) 
ae ) 


xsing + scosp _ xsing — 2cosep ‘) 


F i2n - > = izn( 
w= — Ssinge a 7/4. §’ sing ¢ ‘ F 
oie art i(az -2zn ‘) 
—iLle r/, 


ian , as +i(ar—2nt) 
= + L é Tr. ’ 
esin? 





und fiir die Bewegung in dem zweiten homogenen Medium: 








P ew 
' OF 
ow 


ee U = 


ee X = — 





é pe = 
Wir setzen daher: 


== @ 


u, = SS, cosg, e 
a2 (Sess 9 — a2 +i(ex— 204) 
- . . i T r. ‘ 1 
w, = — S, sin g, e 1 +il,e #7, 
t 
ia,a —@: +i (x20 ) 
A, = < L, e . rT . 
&, 8in® g; 


Ks miissen ferner die Grossen w’, w’, A’ in der Uebergangsschicht 
den Gleichungen Geniige leisten: 


” eas = . + ow 


(ew aw oad ~ cu 
a (C4 a +55 —? 2 y+ «8 a, 
, (fw 4 oe oa ot cc 
Oa + Fe) +25 je +9 


wo X, U, Y Functionen von z sein sollen. Fiihren wir diese Werthe 
in die Differentialgleichungen ein, so — sich: 


G *y eU =a (a? u — £2) a0 (aX + %)— (7; *) ae’ Y, 
aX da aX 2nd Y. 
7) &X =a (a' 2X - —~ — Cry : 


setzen wir also wieder: 


so kénnen wir die beiden letzten Gleichungen in der Form schreiben: 


ee. d 
d+ ¢ sin? («x4 ai 
d- (cre Y+2¢ eri -) 


Kiithren wir daher die neue Variable V mittelst der lentes ein: 


ersetzen wir ferner die Variable Y durch die Variable 
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ign (rant + COsp, 


Dy 4 ; —enti(er—20 5) 


Oz? 


t 

- r i(a2—2n 4) 
wu =iUe *f, 
i(ar—2n ‘) 
w= Xe 57, 


pe omy y her 7), 


0—=—au+!% 


ae ? 








dz dz dz dz? 


' 22\2 «sin? g’ 


i= T a ? 





35 ——— + ae sin?’ (eu + &)— «2 Y, 


—_—— + ¢'sin’g’ («2X +a <%). 





dz 


sin? g («X =f on =—aV, 
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. , aX 
W= 4 (a?¥ + 2sin?g az)? 


so erhalten wir zwischen den vier Variabeln X, U, V, W die Diffe- 
rentialgleichungen : 
aX _ 


aU 


dz 
Wg snte’ XV 
— sintp =” 
ae¥ —ae {(1 —4sin’g’) U+ W}, 
d-?W ' 
ag = ee (X4+ Y)+)-~ 





Dies ist aber das System Differentialgleichungen (18). Wir kénnen 
also setzen, indem wir die vier Systeme particuliirer Lésungen an- 
nehmen, welche durch die Anfangsbedingungen (19) bestimmt werden: 


. t 
of eon (AX, + BX, of. CX, + DX,) lax -22 ) 
w= i(AU, + BU, + CU, + DU) dt") 


Ow toe 


_ sin? g’ 


, os t 
{sin’g’ (AX, 4+ BX, + CX,+ DX,)+ (AV,+BV,+ CV,+ DV} dO" 2"), 


aa’ 
 € sin’ 
{AW,+BW,+CW,+DW,) — 2sin?g'(AU,4+BU,+CU,4+-DU,)} ¢ (cx - 2 r) 
Fiihren wir diese Werthe und die oben angegebenen von u, , 
A und u,, w,, A, ein in die Bedingungsgleichungen fiir z = 0: 


w=w, w=—uUu, ou ~, N=A 
und in die Bedingungsgleichungen fiir z = c: 
w= W,, W= Hy, oe am i », A=A,, 
so ergiebt sich: 
A=— sing (S— 8S) — iL, 
B= — icosp(S+ 8S’) —iL, 
C+ sin’g A = — sing cos’ (S — S’) + isin’ L, 
D—2sirgB= iL, 
oder 
A = — sing (S — 8S’) — il’, 
B=~— icosp (S+ S)— il’, 
C = — (1 — 2sin’g) sing (S — S’) + 2sin’ gp iL’, 
D = — 2sin’— i cosy (S + S’) + (1 — 2sin’g) iL’; 


ferner ebenso: 








AX, 
AU, 
AV, 
AW. 
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AX, + BX, + OX, + DX, = — sing, 8,+iL,, 

AU, + BU, + CU, + DU, = — icosg, 8, —iL,, 

AV, + BV, + CV, + DV, = — (1 — 2sin®g,) sing, S, — 2sin’g, iL,, 

AW, + BW,+ CW,+ DW, = — 2sin? gy, icosg, S, + (1 — 2sin?g,) iL,. 
Eliminiren wir nun zunichst aus der zweiten und vierten und 


dann aus der ersten und dritten dieser letztern vier Gleichungen die 
Grosse 1L,, so ergiebt sich: 
A {(1 — 2sin?g,) U, + Wi} + B {(l — 2sin’g,) U, + We} + 
+C{(1—2sin’g,)U,+ W,}+D{(1—2sin’g,) UW} = — icosg, S,, 
A {2sin?g, X, + Vi} + B {2sin?y, X, + Vi} + . 

+C¢ {2sin®y, X, + Vat + D {2sin?g, X, + Vif = — sing, S,. 
Eliminiren wir ferner aus der ersten und dritten Gleichung sing, S,, 


aus der zweiten und vierten icosg, S, und dann aus den beiden so 
erhaltenen Gleichungen iZ,, so erhalten wir die dritte Gleichung: 


A {(1 — 2sin?g,) X, + 2sin?'g, U, — V, — Wi} + 
+ B {(1 — 2sin?g,) X, + 2sin?g, U, — V, — Wi} + 


m7) + 0 {(1 — 2sin?g,) X, + 2sin?y, U, — V, — Wy} + 
+ D {(1 — 2sin’g,) X, + 2sin’g, U, — Vz — W,} =0. 
i ‘) In die drei so erhaltenen Gleichungen setzen wir nun die Werthe 
T 


der Constanten A, B, C, D ein, wie sie die vier ersten Gleichungen 
durch S— SS’, S+ S' und L’ geben. Dann erhalten wir, wenn die 
Gréssen 7,, 1,, u. s. w. die durch die Gleichungen (20), 8. 521 
angegebene Bedeutung haben: 


icos@ 1,(S + S’) + singpl,(S — S’) + i(l, + 1,) L’'= icosg, S,, 
icosg m,(S + S’) + singm,(S — S’) + i(m, + m,) L'= sing, S,, 
ieosp (p,q) (S+S))+ sin 9 (Pod) (S—8) +4 (Ps Fast Pr ta) b=. 
Dies sind aber die Gleichungen, welche wir friiher (S. 519) zur 
Bestimmung der Gréssen S’, S, und L’ durch S erhalten haben, und 
welche zu den Werthen (17) der Gréssen M, N, M’, N’ fiihren; wir 


erhalten also auch in dem Falle, wo die Schwingungen in der Ein- 
fallsebene stattfinden, genau dieselben Formeln, wie friiher. 


b. Andere Form der Incompressibilitatsbedingung fiir den 
Fall variah‘er Dichtigkeit. 


Bei der Ableitung der Formeln fiir die Reflexion und Brechung 
auf dem zuletzt eingeschlagenen Wege haben wir die Bedingung ge- 
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stellt, dass die Verriickungen w’, v', w’ in der Uebergangsschicht der 
Gleichung Geniige leisten sollen: 


av ew’ 

(a) os “+ oy + 

_ Wenn nun die Dichtigkeit der beiden homogenen Aethermedien 
eine verschiedene ist, wenn also das Medium, welches den stetigen 
Uebergang von dem einen homogenen Medium zu dem andern ver- 
mittelt, eine veriinderliche Dichtigkeit besitzt, so folgt die Bedingung 
(a) nicht mit Nothwendigkeit aus der angenommenen Imcompressibilitiit. 
Es kann niimlich die Eigenschaft der Incompressibilitit in verschiedenem 
Sinne aufgefasst werden, entweder so, dass eine bestimmte Stelle des 
Mediums, welche an der Bewegung theilnimmt, immer dieselbe Dich- 
tigkeit besitzen soll, oder so, dass die Dichtigkeit an einem bestimmten 
Orte des Raumes ungeiindert bleiben soll; der erstern Auffassung ent- 
spricht die Bedingung (a), der letztern dagegen die Bedingung: 


Ogu : wu’ dev’ 0 ew 
(0) + 250 4 oe 0. 
Demnach fiihren die sind Auffassungen nur dann zu derselben Be- 
dingung, wenn die Dichtigkeit constant ist. 





Wir miissen auf diesen Punkt niiher eingehen*). Es bezeichnet 
é die Dichtigkeit an dem Orte x, y, z beim natiirlichen Gleichgewichts- 
zustand des Mediums, und es ist in dem betrachteten Fall « gegeben 
als Function des Orts 2, y, 2. Treten nun die Verriickungen w’, v’, 
w’ ein, ebenfalls gegeben als Functionen des Orts x, y, 2, so ist die 
Stelle des Mediums, welche sich beim Gleichgewichtszustand an dem 
Ort x, y, 2 befunden hat, an den Ort x ++ w, y+ v', 2 + w’ versetzt; 
es ist ferner, wenn die Differentialquotienten von w’, v’, w’ nach 2, 
y, 2 so klein angenommen werden, dass die héhern Potenzen und die 
Produkte derselben zu vernachliissigen sind, die Dichtigkeit fiir die 
betreffende Stelle des Mediums gleich 


te eS 


zu setzen; denn die sada th von einem kleinen Theile des 
Mediums, der sich beim Gleichgewichtszustand an dem Orte x, y, z 
befindet, vor und nach eingetretener oe eingenommen werden, 


verhalten sich, wie 1 zu J + ~ +5 + =. - Demnach muss, wenn 


der Stelle des Mediums immer dieselbe "Dichtigheit zukommen soll, die 
Gleichung erfiillt sein: 


*) Vergl. S. 42 und 43 der oben citirten Schrift von C. Neumann: ,, Die mag- 
netische Drehung der Polarisationsebene des Lichtes.“ 
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ow , dv , dw 

(a) da} Oy + op 

Soll dagegen an dem bestimmten Orte des Raumes die Dichtigkeit 
denselben Werth behalten, so muss die Dichtigkeit, wie sie nach ein- 
getretener Verriickung an dem Orte «+, y+, 2+’ besteht, 
denjenigen Werth besitzen, welchen sie beim Gleichgewichtszustand 
an demselben Orte gehabt hat. Dieser Werth ist aber, wenn die 
Verriickungen w’, v’', w’ so klein angenommen werden, dass bei der 
Entwicklung von ¢ nach dem Taylor’schen Lehrsatze die hdhern 
Glieder wegzulassen sind, gleich zu setzen: 


, ae’ , Oe , oe , 

é “+ 52 U + ay v -4 De Ww. 
Bei dieser Auffassung der Incompressibilitit ergiebt sich also die Be- 
dingung: 





’ as Oe de) 1, Os +, Of », MW _, 
é(1 ie Be a = Et Gg Ut 55 + 55 
oder 
dew dev Cew' 
() ia Vey Fs oO 


In dem vorliegenden Falle méchte nun, wenn die Dichtigkeit des 
Lichtiithers nicht iiberhaupt constant- angenommen wird, wo beide 
Auffassungen zusammenfallen, die letztere Auffassung eher berechtigt 
sein, als die erstere. Da man niimlich den Aethermedien, wie sie im 
Innern der verschiedenen durchsichtigen Kérper, in den Zwischenriumen 
zwischen den ponderabeln Moleciilen angenommen werden, keine ver- 
schiedene Qualitit wird zuschreiben wollen, muss die Verschiedenheit 
der Dichtigkeit der Verschiedenheit der Wirkung zugeschrieben werden, 
welche die qualitativ verschiedenen ponderabeln Moleciile auf die Aether- 
theilchen ausiiben. Dadurch wird zuniichst eine stetige Aenderung der 
Dichtigkeit in dem Aethermedium an der Grenze durchsichtiger Kérper 
bedingt. Will man ferner ein solches Aethermedium mit Bezug auf die 
Lichtbewegung als incompressibel betrachten, so muss man annehmen, 
dass die Krifte, welche bei der Fortpflanzung einer Lichtbewegung 
zwischen den Aethertheilchen in Thitigkeit treten, fiusserst klein seien 
gegen die Krifte, welche die ponderabeln Moleciile auf die Aether- 
theilchen ausiiben, und welche die Dichtigkeit des Aethermediums be- 
einflussen. Man wird daher auch annehmen miissen, dass die pon- 
derabeln Moleciile an der Lichtbewegung keinen wesentlichen Antheil 
nehmen, und dass die von den ruhenden ponderabeln Moleciilen auf 
die Aethertheilchen ausgeiibten, verhiiltnissmiissig fusserst starken 
Krifte die Dichtigkeit des Aethermediums wihrend der Lichtbewegung 
an jedem Orte constant erhalten. Dann ist aber fiir die Uebergangs- 
schicht die Bedingung (b) anzunehmen, und wir wollen daher jetzt 
auf Grund dieser Annahme die Rechnung durchfiihren. 
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Es sind zunichst die allgemeinen Differentialgleichungen fiir die 
kleinen Schwingungen in der Uebergangsschicht aufzusuchen, und dann 
die Grenzgleichungen. Blicken wir nun zuriick auf die Betrachtungen, 
welche uns auf Grund der Bedingung (a) zu solchen Gleichungen ge- 
fiihrt haben, so ergiebt sich unmittelbar, dass bei Annahme der Be- 
dingung (b), wenn der jetzt einzufiihrende Multiplicator A’ genannt 
wird, die allgemeinen Differentialgleichungen die folgende Form an- 
nehmen: 


ew OX, OX, OX, ,ON 
OF — — Ge — By — Ge +* Ga? 
0 ee gy 
ot 0x ey 02 oy 
we 6Z, 04, 0Z, ,ON 
oo ~~ Ga — oy oe + ae? 


und dass die Bedingungen an der Grenze, so lange wir die Bezeich- 

nung der Druckcomponenten beibehalten, keinerlei Aenderung erleiden. 
Es sind nun aber, da die Gleichung (a) nicht mehr gilt, fiir die 

Druckcomponenten die folgenden Ausdriicke einzusetzen: 


,ouw ov ,ow n ov v 

X,=30 pa pa, —Y.=-4=—0e(F +S), 

Ov ow j Ow’ Ou 

—¥,= Mpa 4a, —Z,=—-X, = ad OE +4 4 
ow Ov ‘ow va eh eg aw 

—Z.= de +a +305, —X,=—Y.=« et OY. 


Demnach werden, wenn wir nun wieder die Voraussetzung ein- 
treten lassen} dass die Variabeln w’, v', w’, A’ von y unabhiingig seien, 
die allgemeinen Differentialgleichungen fiir die kleinen Schwingungen 
in der eo wo 0< 2<e: 


pu oh eee 


Cu 3a Ms “| ‘f zu 1 &w ae ow ou ,ON 
{oe —3¢ Gat (Ge +20 5,5,+ > ¢; 79 ate 2 


Cx? 


(1, b) ,arv 





in da’ Gv" 
—_— a (5a + “4 Oz Oz? 
ow a ew’ , = w 2a! ow +o ow Ow" , an 
+ 20 5595 + 7 Gs 7+ BG ES : 


‘je * ja + 3a 
Wir leiten ferner die ete ab fir ¢ =O und fiir 
z—=c. Es muss zunichst sein fiir ¢—0: 





w=, V=0, W=W; 


° (aw' = ow = 
a (e } Oz: Ox + 02 
ov a ov 

oz? 


le 


ferner: 
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aM 43 ad 4 EN = aM M4300" + eh, 


Nun ist aber fiir 2 = 0: 
@=a, &=—8, 
dann wegen der drei ersten Bedingungen: 
Ow du dw _ dw 


da O@’? Ox da’ 
und somit wegen der Incompressibilititsgleichungen: 
d-ew . Ow 
ds = 8 


Demnach kénnen die drei letztern Grenzgleichungen auf die Form 
gebracht werden: 
ae oe, WM, N35 Se wHA 
Auch die letzte dieser Bedingungen erhiilt die friihere Form A’= A, 
wenn wir annehmen, dass nicht allein die Dichtigkeit «’, sondern auch 


, — ° : d t . ‘ . 
ihr Differentialquotient —7 nach der Normale auf die Grenze sich stetig 


ping 


dz = fiir 20. Nach dem oben Gesagten 


wird diese Annahme jedenfalls zu machen sein; allein es kann unter 
Umstiinden fiir eine angeniiherte Berechnung bequem sein, die Annahme 
bei Seite zu lassen, z. B. die Dichtigkeit « durch die Ordinaten einer 
gebrochenen Linie dargestellt anzunehmen; wir wollen daher die obige 
Form der letzten Grenzgleichung beibehalten, und wir kénnen dies um 
so eher thun, als, wie sich ergeben wird, die folgenden Formeln dadureh 
in keiner Weise beeinflusst werden. 
Wir erhalten somit die folgenden Bedingungen fiir z= 0: 


iindere; es ist dann 


| w=, Yorn, w=, 
2, b) Ow =u ov . ait ae 
=-7, z==5, N—3>, w=, 
02 zZ 02 02 &? dz 


und demnach die Bedingungen fiir z = c: 


u=U, V=t 


(3, b) ow OU ov Ov de 25 
dz 0%? Of 0%? N—3%, az UA. 


V1, salto 


Hieraus geht hervor, dass wir auf Grund der Bedingung (b) genau 
dieselben Guidenaes fiir die Variabeln v, vo’ und v, erhalten, wie auf 
Grund der Bedingung (a). Es miissen sich demnach fiir den Fall, wo 
die Schwingungen senkrecht auf die Kinfallsebene stattfinden, genau 
dieselben Formeln ergeben, wie friiher; wir brauchen also nur fiir den 
Fall, wo die Schwingungen in der Kinfallsebene stattfinden, eine neue 
Betrachtung anzustellen. 
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e. Schwingungen in der Einfallsebene. 


Die Schwimgungen sollen in der Kinfallsebene stattfinden. 

Dann haben wir fiir die Bewegung in den beiden homogenen 
Medien dieselben Ausdriicke anzunehmen, wie 8. 534 und 535; dagegen 
haben wir in der Uebergangsschicht die Gleichungen: 

+ Ou’ 0 ew’ 
See 4 0x Oe ? 
Oru’ = at Ou Cw da’ (dw 
“ye 5 bat © 5e +36 tate} Bs ox a +e 
ew az w a’ e wo" P ee u oa’ (ow Ow’ P on 
oo oh + 3d SS + 2a 4 oe (pe 
Setzen wir also, wie idee: 


t 
‘ . i(az—22 4) 
u= ive t/, 


(x 








~~ 


Wan Ke i(« *—205) 
= (*) ye i(ce—2"4) 


wo U, X, Y zu bestimmende Functionen von z sein sollen, so ergeben 
sich jetzt fiir diese drei Gréssen die folgenden Differentialgleichungen: 





dcX — ae'U, 
222 7 on , @U , aX da , dU 
G) U = Sata — a $5 —2ad  — (aX4+ F)— a(R) ey 
dU da aX an? ,dY 
2 oh oe us 14 ng é 
=) X= @adX — 3a 74 — 2aa 7 + a; («U — 3) (7 dz? 
oder, wenn wir de 
' 4 | e’sin?g’ 
se 
setzen : 
d. & sin’ tg (SU 4+6@X x) 2S / © e «6 pe aX 3.°V 
—“aer + a e(1—3sin’ yp’) U+-ae'sin?g’ 7 +a se Y¥=—0, 
d.e’sin?g’ (3“* — aU) ay 
—«,"" + a? cos? gy’ X — ae’ sin? au + ae = 0. 


Fiihren wir also die neuen Variabeln V und es mittelst der Glei- 
chungen ein: 


sin’? g’ C- 4 «X) = — al, 
sin? g’ (3 ~ —« U) + «Y= aW, 
setzen wir ferner fiir “* seinen Werth nach der ersten Gleichung 


dz 


dX 


Sd: « 
a el — | xX 


@ dz 














ly 
dz? 
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in die zweite Gleichung und in den Werth von Y ein, ebenso fiir = 


seinen Werth durch X und V in die dritte Gleichung, so erhalten 
wir zur Bestimmung der Grossen 





X, U, V, W 
jetzt das folgende System von Differentialgleichungen : 
dX 
~~ dz = AE U, ‘ 
aU _ | svt’ X+V 
ian sintg = 
(18, ) ) ep Te oad ie ‘as 
ae’ {(1 — 4sin?g’) U + W}4+2sin? P a; » 
lw eo, 1d a d 
+ = —a(X+V) — 2sin’g’ - ao U+= * sin? SEF x. 





Es tritt also dieses System Differentialgleichangen an ‘die Stelle 
des friiher erhaltenen Systems (18). 

Sind aber X,, U,, Vi, Wi und X,, Ui, Vi, Wy zwei Systeme 
von Lisungen der Differentialgleichungen (18, b), so ergiebt sich: 























d eX, dX, : ., ; 
om *—= ae (U, Wi — Ur Wi), 
dU ~~ «(| ; 
es Se ae UM MD), 
dé'V d'V, J 0 Oe 
—* — U,— + = — ad(0,W, — Us) = 
dW, , aw, a — cnn Pa | 2 
_— X, “ds a a(X,) :_—— X; J a) +f 2sin? gy , di 5 (X U; — X; U;). 
Folglich erhalten wir: 
Sal ie dé a ~~ aw, , deX, 
0 = &X, + W,.—— — &X: ——— ef W, - as 
oo %, i. mn BOK gigs Oh 
— Un Weise Ve dz a dz +eVs dz 
oder: 
Os d fi Xr, Xz Raat Ui, Us; \. 
dz | W,, ? W, | V;, ? Vi 








Fiihren wir also wieder die vier Systeme particulirer Loésungen 
ein, welche durch die Anfangsbedingungen (19) bestimmt werden, so 
erhalten wir zwischen denselben die Relationen (22) und _hieraus, 
gerade so, wie oben, die Relationen (23). Denken wir uns ferner die 
Grossen 1,’, 1,’... den Gleichungen (20) gemiiss bestimmt durch die 
Liésungen X, U, V, W, so gelten auch zwischen den sechzehn Grossen 
U, m’, py, g die Relationen (24) und (25). 

Wir miissen nun die Werthe von w’, w’, A’ noch einfiihren in die 
entsprechenden Grenzgleichungen (2, 6) und (3, b). Es sind diese: 





A —X,U;), 
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ow Ou pp Sh aera 
G~ ae N-8aqens, 

284 ‘ pela ae ow Tae Ou, , a dé: ek 
und firz=¢: w=w,, w=, 7 = of N— 3 2g Gz VHA - 
Wir haben nun, wenn X, U, V, W die allgemeinen Lésungen der 
Differentialgleichungen (18, b) bezeichnen: 


firz=—0: w=w, w=—u, 


t 
i(az—2n 5) 
w=—= Xe ¥/ 


i(er—2n ‘) 
u’ = iUe F/, 


—— ™ . ° = t 
ou - sinto X Vi (ax —2n ‘) 
pe ia p + e 7 ‘ 


Oz sin® p 





ie a ’ wo 
N—3 5,9 w= Sintgr (W — 2sin® y'U) a jen i), 


e2 dz’ sin® 
Es ist ferner mit Benutzung der vier Systeme particuliirer Lésungen 
zu setzen: 
X= AX, + BX, + CX, + DX,, 


u. S. W. 


Wenn wir nun diese Werthe fiir w’, w’, A’ und die 8. 534 und 535 
angegebenen Werthe fiir «, w, A und u,, w,, A, in die Grenzglei- 
chungen fiir z—0O und fiir ¢ =e einsetzen, so erhalten wir genau 
dieselben Gleichungen, wie S. 536 und 537. 

Hieraus geht hervor, dass die Gréssen M, N, M’, N’ in derselben 
Weise, wie friiher, ausgedriickt werden durch die sechzehn Grissen 
X, U, V, W; wir haben wieder die Gleichungen (17) und (20). 

Da ferner, wie wir eben gefunden haben, zwischen den Griéssen 
X, U, V, W dieselben Relationen gelten, wie friiher, kann genau 
ebenso, wie 8. 527 nachgewiesen werden, dass die Gleichung der Er- 
haltung der lebendigen Kraft erfiillt ist; wir erhalten ferner fiir den 
Fall, dass eine Lichtwelle in dem zweiten Medium sich fortpflanzt und 
an der Grenze mit dem ersten Medium reflectirt und gebrochen wird, 
die Formeln (26) fiir die Gréssen (M), (N), (M’), (N’). 

Der einzige Unterschied zwischen den Formeln, welche wir auf 
Grund der Bedingung (a) und auf Grund der Bedingung (b) erhalten, 
besteht also darin, dass die Gréssen X, U, V, W das eine Mal Lé- 
sungen der Gleichungen (18), das andre“Mal dagegen Lisungen der 
Gleichungen (18, 6) sein sollen. 

Somit gelten die Reihenentwicklungen, welche wir S. 522 ff. fiir 
die Gréssen X,, U,, u. s. w. angegeben haben, im Allgemeinen nicht 
mehr, wenn statt der Bedingung (a) die Bedingung (+) angenommen 

. wird; sie gelten nur dann noch, wenn die Dichtigkeit ¢ constant ist, 
wenn also die beiden Bedingungen zusammenfallen. 
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Dagegen kénnten wir mittelst der Differentialgleichungen (18, b) 
gerade so, wie wir dies friiher mittelst der Differentialgleichungen 
(18) gethan haben, Reihenentwicklungen ableiten, und es wiirde sich 
ergeben, dass diese Reihenentwicklungen immer convergiren, sobald 
die friiher in Bezug auf die Werthe von ¢’ und sing’ gemachten Vor- 


aussetzungen erfillt sind, und sobald der Differentialquotient tod 


innerhalb der Grenzen 0 und c¢. von z immer einen endlichen Werth 
behilt. Wir sehen jedoch hier von der Angabe dieser Reihenentwick- 
lungen ab, da sie sehr complicirt werden, wenn keinerlei Abhingig- 
keit zwischen den Werthen von « und sing’ angenommen wird. 

Dagegen wollen wir noch die Werthe der Grissen M, N, M’, N’ fiir 
den Fall berechnen, dass die Dicke « der Uebergangsschicht gegen 
eine Wellenlinge sehr klein ist; denn mit den Reihenentwicklungen 
(21) gelten auch die 8. 524. fiir diesen Fall angegebenen Werthe nicht 
mehr. Es darf jedoch nicht verschwiegen werden, dass gegen diese 
Anwendung unsrer Formeln ein grosses Bedenken obwaltet. Wenn 
nimlich, wie wir jetzt voraussetzen, die Dichtigkeiten der beiden 
homogenen Medien eine endliche Verschiedenheit besitzen, so muss 
die Dichtigkeit « ihren Werth um eine endliche Grosse iindern, wahrend 
z von 0 bis ¢ zunimmt. Nun ist aber bei Ableitung der Incompressi- 
bilitiitsbedingung angenommen worden, dass, wenn & den Werth der 
Dichtigkeit an der Stelle z bezeichnet, ihr Werth an der Stelle z + w’ 
gleich . 

+50 

kénne gesetzt werden. Dies ist nur zulissig, wenn w' gegen c sehr 
klein ist. Folglich miissen wir, wenn wir die Dicke c der Uebergangs- 
schicht sehr klein gegen eine Wellenliinge setzen wollen, die Ver- 
riickungen als sehr kleine Gréssen betrachten, nicht nur gegen eine 
Wellenlinge, sondern gegen eine Grésse, welche selbst gegen eine 
Wellenlinge sehr klein sein soll. Wir sind iibrigens um so weniger 
versucht, eine solche Annahme zu machen, als die Formeln fiir den 
Fall eines sehr raschen Uebergangs mit der Beobachtung wieder nicht 
werden in EKinklang zu bringen sein. 


d. Annahme eines sehr raschen stetigen Uebergangs von 
dem einen homogenen Medium zum andern. 


Wir wollen also die Werthe der Grissen X, U, V, W fiir den 
Fall berechnen, dass die Dicke ¢ der Uebergangsschicht sehr klein 
gegen eine Wellenlinge ist. 

Es ergiebt sich dann, dass nach den jetzt anzunehmenden Diffe- 
Mathematische Annaien. Y. 35 








eX 


U 


&V 
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rentialgleichungen (18, b) fiir ein unendlich kleines ¢ die Grésse W, 
einen unendlich grossen Werth erhilt. Wir miissen daher zuerst die 
Werthe der Gréssen fiir ein sehr kleines ¢ berechnen. Zu diesem 
Ende wollen wir statt der Variabeln z die Variable 


ela. 
se 
einfithren und ferner setzen 
sing’ = n'sin® ; 

es sind dann 0 und 1 die Grenzen von 3, welchen Werth auch ¢ 
haben mag, und 1 und » die Grenzen von n’, wenn » das Brechungs- 
verhiltniss der beiden homogenen Medien bezeichnet: 

sin p, 
~ ging 
Wir kénnen nun die Gréssen ¢« und m’ als gegebene Functionen von 
3 betrachten; wir werden ferner voraussetzen kénnen, dass Integrale 
von der Form: 


1 
1 dé ro 1 (de 
2! ee 
Jets Jr * dy d, J a nA) d3, u. Ss. W. 


0 


einen endlichen, nie unendlich grossen Werth haben. 
Es nehmen nun, wenn wir noch 


y= 2a + 
setzen, die Differentialgleichungen (18, b) die folgende Form an: 
d-&X . , 
3 =y sing ¢U, 
1U 
dj = — at « (sin? yg X+ oe VY), 
d-V 





= 2sin? @ n°? i X+ysing & {(1 —4n’?sin?g) U+ W} 


aw 3 d ro a 
a DPW’? (Se) X — sinty wn’? FE U — ysing (X+ V). 


Hieraus folgt durch partielle Integration : 


3 
=éeX,+y sing f U &d3, 
0 


3 
= U, — sing, | (sin* X + a V) d, 
o 


i, 3 
=éV,+ asin? f Xn’? a dx + y sing | {U(1 — 4n’? sin?m) + W} &d3, 
0 0 
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W—W, + ne Xn * Gag) as— Paint f Un? a rth —rsing (4M 


0 


Um nun die Werthe der X, U, V, W mittelst dieser Gieichungen 
genau bis auf Gréssen von der Ordnung y zu berechnen, miissen wir 


zuniichst die Werthe der X genau bis auf Gréssen von der Ordnung 


y’ bestimmen, wegen des Gliedes mit dem’ Factor - in dem Ausdruck 
fiir W. Wir finden so: 
&X,—e, 

U, =0, 


4 i be, or 
eV, =2¢ sin? @ fn’? oh d3 + 3e sin® @ 143 | (4; ) a3} > 
5 
0 0 0 


. = , 
W, __ 3ésing we de *l3 
ry J &'d3 


0 


y 
&X,=—y7 sing | él, 


U,=1, 
éV,=0, 
— ee. ma n? (de \? # 
Ww, =— asin*e f n'? “3 d3 + sin’ f y dy = > (fas) f eds} ; 
0 0 0 

&X,=—0, &éX,=0, 

U, = 0, : U. n®, 
éV,=— 6, éV,=0, 

W,=0; W,=1. 


Hieraus ergeben sich ftir die Gréssen 1, m, p, q die folgenden 
Werthe, genau bis auf Gréssen von der Ordnung y: 
l, = 1+ 2sin*g—2sin?'g, +W,, m, =O, 


L= W,, m, = ; (1-2sin’p42sin*p,)+V,, 
l, = 2sm? go — 2sin?’g, + W,, m=O, 
l= W,; m, = — (2sin*g—2sin*g,)+ V,; 
Pp; = —(2sin’?g—2sin*?g,)—W,, gq, =9, 
p,=— W,, a : (2sin? py —2sin?p,) —V,, 


Pp; = 1—2sin’?p+2sin?g,—W,, gq,=—0, 
&d3, i, qs = -(142sin*g—2sin*g,)—V, 
85* 
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Der Einfachheit wegen haben wir die Gréssen W,, V, und W, bei- 
behalten. 
Beriicksichtigen wir nun, dass fiir ein unendlich kleines y 





1 
= sin n'? (de \2 
W,=3 — > (2a) d3 
0 

unendlich gross wird, der einzige Fall ausgeschlossen, wo « constant 
ist, dass demnach die Gréssen /,, 1,, — p, und — p, unendlich grosse 
positive Werthe erhalten, wihrend die iibrigen Gréssen endlich bleiben, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (17), 8. 519: 


M = 2% Gtrn+%); 


COS 
sin @ 
N = cosg, (Ps +o + Us — & + hs), 
M = 2? m,, 
SIN g, 
_ sing , a ae 
N= sin 9, (m, Mm; m,) 
oder : 
0: 7 » - } 
(7,b) M= 2, Na See eta wo, N= See. 
Q cOsg, & sing, & 


Wir erhalten also jetzt ganz andere Werthe, wie oben 8. 524, 
fiir den Fall eines sehr raschen Uebergangs von dem einen Medium 
zum andern*). 


*) Die Werthe von M, N, M’, N’ sind unter der Voraussetzung erhalten, dass 
die Componenten des molecularen Drucks fiir eine Stelle der Uebergangsschicht 
bestimmt werden durch die Ausdriicke von 8S. 540 mit einer Elasticitiitsconstanten, 
Dies ist eine sehr beschriinkende Annahme. Wird nimlich beriicksichtigt, dass in 
der Uebergangsschicht nicht, wie in einem homogenen unkrystallinischen Medium, 
alle Richtungen, sondern nur die Richtungen, welche auf der Normale an die 
Grenze senkrecht stehen, als gleichwerthig zu betrachten sind, so ergeben sich 
auf dem von Poisson zur Bestimmung der Druckcomponenten eingeschlagenen 
Wege Ausdriicke mit drei Constanten und auf dem noch allgemeinern Wege, wie 
er z. B. in dem Lamé’schen Lehrbuche verfolgt ist, Ausdriicke mit fiinf Con- 
stanten. Fiihrt man fiir die Moleculardrackcomponenten diese allgemeinsten Aus- 
driicke ein, so wird die Form der Differentialgleichungen (18, b) nicht wesentlich 
geiindert; namentlich bleiben die Relationen (22) und (23) zwischen den parti- 
culiren Lésungen bestehen. Betrachtet man ferner den Fall, wo die Dicke ¢ der 
Uebergangsschicht sehr klein gegen eine Wellenliinge ist, so erhilt man genau 
dieselben Formeln, wie wir sie eben gefunden haben; es kann auch das Integral, 


welches in dem Werth von W, vorkommt, eben so wenig verschwinden, wie das 


oben erhaltene 
i. 
3 n? (dé on 
f & (2a; " 
0 
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Allein auch die jetzt erhaltenen Werthe sind mit den Resultaten 
der Beobachtung nicht in Einklang zu bringen. Denn da fir das 
senkrecht auf die Einfallsebene schwingende Licht dieselben Formeln, 
wie friiher, (S. 514), gelten: 

(6) M=1, N=0, M=0, Wa Aeeose 


& sin Q; COBG, , 


so werden in den Gleichungen (III, a) und (IV, a), S. 502, F, 

und F gleich null; es miisste also, nach den Gleichungen (V), 

S. 502, nicht nur M,, sondern auch N gleich null werden. Nun kann 

e+ & 
é 


aber nicht einmal einen kleinen Werth annehmen; folglich ist 


1 
auch jetzt auf Grund der Annahme, dass die Dicke der Uebergangs- 
schicht sehr klein gegen eine Wellenliinge sei, eine Uebereinstimmung 
zwischen Theorie und Beobachtung nicht herzustellen. 


_ & 
Vergleichung mit der Beobachtung. 


Wir haben im Vorhergehenden allgemeine Formeln fiir die Reflexion 
und Brechung des Lichtes abgeleitet, und es bleibt zu untersuchen 
iibrig, ob und wie diese Formeln mit den Resultaten der Beobachtung 
in Einklang zu bringen sind. Wir kénnen dabei iiber eine Anzahl 
von Gréssen verfiigen, deren directe Bestimmung durch die Beobach- 
tung, wenigstens bis jetzt, nicht mdglich ist; es sind dies erstens die 


Dicke ¢ der Uebergangsschicht und zweitens das Verhiltniss = der 
1 


Aetherdichtigkeiten in den beiden durchsichtigen Medien; ferner ist 
das Gesetz vollstindig unbekannt, nach welchem in der Grenzschicht 
der stetige Uebergang der Dichtigkeit « und des Brechungsverhilt- 
nisses »’ von ihren Werthen fiir das eine homogene Medium zu denen 
fiir das andere stattfindet, und dieses Gesetz wird einen Einfluss auf 
die Formeln ausiiben, sobald die Dicke c der Uebergangsschicht nicht 
sehr klein gegen eine Wellenlinge ist. 


Denn es tritt an die Stelle von 3n’? wieder eine Function von 3, welche fiir 
3=0 und ;=1 nothwendig einen endlichen positiven Werth besitzen muss. 
Die Annahme der allgemeinern Ausdriicke fiir die Moleculardruckcomponenten 
fiihrt also nur zu dem Resultate, dass fiir den Fall einer Uebergangsschicht, deren 
Dicke nicht sehr klein im Vergleich mit einer Wellenlinge ist, die Werthe der 
Lésungen X, U, V, W nicht nur von zwei Functionen der Variabeln 2(e’ und n’), 
sondern von einer gréssern Anzahl solcher Functionen (sechs) abhingen. Es ist 
jedoch, wenigstens vorliufig, gar kein Grund vorhanden, noch allgemeinere Aus- 


driicke fiir die Gréssen X, U, V, W aufzusuchen. 
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Wir haben schon geselien, dass diese letztere Annahme durch den 
Widerspruch mit der Erfahrung, zu welchem sie fiihrt, ausgeschlossen 
wird. Wir sind daher gendthigt, der Linge ¢ einen mit einer Wellen- 
linge vergleichbaren Werth zuzuschreiben; dann kénnen aber die 
Gréssen Z, Y, X, U, V, W nicht mehr durch geschlossene Ausdriicke 
dargestellt werden, und es muss vor allen Dingen genau festgestellt 
werden, welche Gleichungen zwischen jenen 20 Grossen stattfinden 
sollen, damit die Theorie mit der Erfahrung iibereinstimme. 

Und zwar kann eine solche Uebereinstimmung herzustellen ver- 
sucht werden auf Grund der beiden Definitionen, welche fir die 
Polarisationsebene sind angenommen worden. Machen wir die Vor- 
aussetzung, dass die Schwingungen senkrecht auf die Polarisations- 
ebene stattfinden, so miissen, wie wir friiher (S. 501) gesehen haben, 
zwischen den Gréssen M und M die Gleichungen bestehen: 

M-+N' M-+N 

M+N  M+N— cos(p — 9), 

M—N’_ M’—N 

M—N mM—N cos (@ + 91)5 

nehmen wir dagegen umgekehrt an, dass die Schwingungen in der 
Polarisationsebene stattfinden, so sind die Gleichungen: 

M+N’ + M+N 

MN = WEN = ©S(9 — 91), 

M—N' M—N 

MN’ MN = ©8(9 + %)- 


(III) 


(IV) 


Wir haben diese Relationen zuniichst als nothwendig gefunden, 
damit fiir eine partielle Reflexion an der Grenze des ersten mit dem 
zweiten Medium Uebereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung 
bestehe. Wie wir aber schon fezeigt haben, findet dann eine solche 
Uebereinstimmung auch fiir eine totale Reflexion statt, unter der einen 
Voraussetzung, dass in diesem Falle die Gréssen M, N, M’, N’ einen 
reellen, dagegen die Gréssen M’, N’, M, N einen rein imaginiiren 
Werth erhalten. Diese Voraussetzung ist erfiillt; denn, wie sofort 
ersichtlich ist, bleiben die Lésungen der Differentialgleichungen (10) 
und (18) oder (18, b) in dem Falle einer totalen Reflexion simmtlich 
reell, und es wird iiberhaupt nur die Grésse cosq, imaginir; nach 
den Gleichungen (12) und (17) enthalten aber die Gréssen M’, N’, 
M und N den Factor cosy, im Nenner, wiihrend die Gréssen M, N, 
M’ und N’ von cosqg, frei sind. Endlich stossen wir auf dieselben 
Gleichungen, wenn die Reflexion an der Grenze des zweiten mit dem 
ersten Medium stattfindet. Denn es sind in diesem Falle erstens 
und g, mit einander zu vertauschen; dadurch bleiben die Formeln (III) 
und (IV) unberiihrt. Ferner treten die Gréssen (MM) und (M) an die 
Stelle der Gréssen M und M; es ist aber nach 8. 516: 
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(16) (M)=fN, (N)=/N, (M)=fM’, (N’)=fM, 
und nach 8. 530: 

_ (26) (M)=/N, (N)=fN, (M)=fM, (N’) =7N; 


folglich werden die Gleichungen (III) und (IV) ebensowenig geindert, 
wenn wir die Gréssen M und M durch die Gréssen (17) und (M) er- 
setzen. 

Demnach sind die Gleichungen (II]) und (IV) nothwendig und 
hinreichend, damit Uebereinstimmung zwischen Theorie und Beobach- 
tung stattfinde. 

Wir kénnen nun, nach 8. 502, die Gleichungen fiir die beiden 
Fille zusammenfassen in den Gleichungen (V), und es sind dann die 
Gréssen F, je nachdem die Schwingungen senkrecht auf die Polari- 
sationsebene oder in der Polarisationsebene stattfinden sollen, bestimmt 
durch die Gleichungen (III, a) oder (IV, a). Setzen wir in diese 
.Gleichungen die fiir die Gréssen M und M gefundenen Werthe ein 
((12) S. 513 und (17) 8. 519), so ergeben sich die folgenden vier 
Gleichungen als nothwendige und hinreichende Bedingungen fiir die 
Uebereinstimmung unsrer Theorie mit der Beobachtung: 











l, i a F, ? l, + L as 0 

D+, P+ etary i 

L—-F,, k+ |, var 

Pot de» Ppt GEM H ‘ 

(27) 

- m, — F,, m, + m, ib a 
Dt, P+ BEM ' 

m,— F,, m,-+ m, ail 

Pot,» Pet BEAK } 


und zwar ist zu setzen, weun die Schwingungen senkrecht auf die 
Polarisationsebene stattfinden sollen: 


', = cos’g, Z, + sin’ Y,, 
F, = cos? cos’, Z, — Y, , 


(28, a) 38 
F, = Y, — sin’ sin’g, Z, , 





F, = cost Y, +sin?p, Zi, 


wenn dagegen die Schwingungen in der Polarisationsebene stattfinden 
sollen: 
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F. mo COs? g; Zr — sin’g ¥ Y, 
1 coa(p — 9) cos (p + @;) 
F, __ C08? Cos? g, Z+Y; 


(28, b) } ~ €08(@ — g;) cos(p +g) ’ 
ds Y, + sin? sin? g, Za 
~ €08(qp — gy) C08(p +) ’ 
cos? p Y, — sin* g, Z, 


4 cos (p — @;) cos(p + gy) © 


Aus den Gleichungen (17) folgen nun acht lineare Relationen 
zwischen den Gréssen 1, m, p, q und F. 

Es miissen niimlich die Gleichungen (27) identisch in Bezug auf 
sing erfiillt sein. Nun folgt aus den Differentialgleichungen (10) mit 
den Anfangsbedingungen (11), 8. 512, dass die Gréssen Z, und Y, 
gerade, dagegen die Gréssen Z, und Y, ungerade Functionen von 
sing sind; denn die Grésse a ist nach (9), S. 511, sing proportional. 
Ferner folgt aus den Differentialgleichungen (18), 8. 520 und (18, b), 
S. 543, mit den Anfangsbedingungen (19), 8. 520, dass die Gréssen 
X,, X;, U,, U,;, V;,; V3, We, Wy gerade, dagegen die Gréssen X,, 
X,, U;, U3, Vo, Vi, W,, W, ungerade Functionen von sing sind. 
Folglich sind die Gréssen 


= 








Fy, Fy, ty, by, my, my, Py,» Ps, Ge» % gerade, 
dagegen die Gréssen 
Fy, Fy, ly, ly, my, Ms, Po» Py, Ty Ys Ungerade 
Functionen von sing. 
Dann zerfallt aber jede der vier Gleichungen (27) in zwei, indem 
die geraden und die ungeraden Glieder fiir sich verschwinden miissen, 
und zwar sind diese acht Gleichungen: 


U—Fi) (+4) = bat ha, G-Pd@Gt+tp) =bat+hp, 
(lp —F 2) (Ps + %)= bet Um, (eo —Fr) (@+P)=Hbe +4r; 
(m,—F’s) (ps + G%) = mp, + ey gq, , (mM, — Fs) (G3 + Ys) = Mg Qi+myp, , 
(m— F's) (ps + Gy) = M3 Po + My Go, (My — F’,) (G3 + Py) = M3 Qo+M™, py. 
Indem wir aus diesen Gleichungen die Gréssen J’ eliminiren, er- 
geben sich die vier folgenden: 


(lsd + UP) (Ps +H) = (Pi + 4G) (Gs +24)» 
(l3do + Lype) (Ps + 4) = (lgP2 + Lyd) Gs + dy) » 
(ms 9, + ™4P;) (Ps + M4) = (gp, + 4%) (43 + Ps) > 
(M342 + MP2) (Ps + dy) = (Msp. + 442) (G3 + 1%)» 

Es muss nun beriicksichtigt werden, dass die Gréssen p,, q;, 4, 


q, durch Reihen nach steigenden Potenzen von sing in der folgenden 
Weise dargestellt werden: 
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P; = B, + Ds A,™ sin®’ g , 


ds =D} B® sin” +9, 


P= > A, sin** +1 , 
0 


qs = Bb, +>) B® sin* o , 


wo die Gréssen 6, und B, entweder den Werth 1, oder den Werth 
~ haben. Es kommt nur darauf an, dass die niedrigsten Glieder 


1 

richtig angegeben sind. Wenn nun die Gréssen X, U, V, W Lésungen 
der Differentialgleichungen (18) sein sollen, so folgen die angegebenen 
Formen aus den Reihenentwicklungen (21), S. 522—523; es ist in 
diesem Falle: 


B= 5: B,=1. 


Sollen dagegen die Gréssen X, U, V, W Losungen der Differential- 
gleichungen (18, b), S. 543, sein, so gelten jene Reihenentwicklungen 
nicht; man findet aber leicht unmittelbar aus der Form der Differen- 
tialgleichungen mit Riicksicht auf die Anfangsbedingungen, dass die 
Reihen die oben angegebene Form annehmen; nur wird jetzt gerade 
umgekehrt 


B,=1 und B,=—- 
1 


Hieraus ergiebt sich nun zuniichst, dass die beiden Grossen p, + q, 
und q, + p, nicht gleichzeitig verschwinden kénnen; denn die erstere 
wird fiir g = 0 gleich 6, + 8,. Folglich konnen die obigen vier Glei- 
chungen nur bestehen, wenn: 


, Pir Peo | ‘ = BR, | | 
2__ 72) | = 2g? io 
(1; 1,?) | diy G | O, (yy q") ms, m, | 0, 
iis u. 8. W. 
er 
| ln, Uy | a Pi> Pre i 
| Ms, My | 7 1h 








Denn nach den beiden letzten Relationen (24) und (25), 8. 527, 
zwischen den Gréssen 1, m, p, q ist: 


lh, |, 
Ms » mM, 


Pris» Pe | ? 
Ui» ; 
sollten aber beide Relationen nicht verschwinden, so miisste 
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Sioi Re timat 
lr=l?, prP=y 
sein; hieraus wiirde folgen: 


L=0, =0, p=90, g=9, 
weil immer von den beiden Griéssen, deren Quadrate gleich sein sollen, 
die eine gerade und die andere ungerade ist. 
Verschwinden aber die beiden Determinauten, so folgt aus der 
ersten und letzten der Relationen (24) oder (25): 
| 4, 4 __ | Ps» P| 
| m, M/| | I, % [> -- 
Mit Riicksicht hierauf erhalten wir aus den vier mittleren der Re- 
lationen (24): 
L= la— 1b, = lLe— ld, 
m, = m,a—m,b, m, = mc — md, 
wenn: 
me | Pi, Ps Pr» Ps Pir Dy Pr» Ps 
1h 4 G2> 4 Wr Us W2> UN 
Setzen wir diese Werthe fiir 2,, m,, 1,, m, in die vier Gleichungen 
von 8, 552 ein, so ergiebt sich: 


1 {(p.d + 1) (Ps +H) — (1 + 4 (G5 + P1)} = 
= |, {(p, C+ 94) (Ps + 4) — (MA+ NH) Gs +P} > 
1, {(P.d + qb) (ps + 41) — (Pb + 4) (43 + P)} = 
= 1, {(pre + 24) (Py +.) — (mat 2 (Gs +P)}; 
my {(p,d + 912) (ps +) — (D9 +44 (Gs + P)} —- 
—= m, {(p, €+ 14) (ps3 +) — (Ma + 1°) 4 + p,)} , 
m, {(pyd + 92b) (ps + 9) — (P2b + 44) (Gs + Py)} = 
= m, {(p,¢ + G24) (Ps + 11) — (Pred + % ©) (4s + Ps)} - 


Da nun 


? = = = . 


? 























As. & 


m,, Mm, 


é 


& 








sein soll, diese Determinante also nicht verschwinden kann, folgt aus 
den Gleichungen: 
(pd + 9,0) (ps + 4) = (M10 + 144 (Py +4); 
(pod + yb) (Ps + 4s) = (P2b + 2d) (Dy + 45) 5 
(Py, € + 18) (Ds + 4) = (M14 + 16) (Dy + 4%)» 
(Po + 924) (Ds + ds) = (Pod + G2 ©) (Pi + 4s) - 
Setzen wir nun wieder die Werthe von a, b, c, d ein, so kénnen 
diese Gleichungen in der Form geschrieben werden: 
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P\Po@ — Pi Ql + Gp — Und =O, 
P2P2G — Po Gol’ + GPE — hG,d' =0, 
PAF — PUY + ap. —-V11d =O, 
PPT — PUY + HEME — Had =, 
wo gesetzt ist: 
Pee ae qs | Be ios Ps 
lps +a » qs \’ Pr+}s> Ds 
Pee Oe 
| Prt 4s, Ps 
Nehmen wir nun eine der vier Gleichungen, z. B. die dritte, so 
kann diese auf die Form gebracht werden: 
Pr’ (G4? — 43") — 1? (Ds? — Py”) — 27) Gs (P11 — Ps As) + : (p? — 4") =9, 
— Po i | _s 
> 1° mt’ 


Paths U% 
P+%&> 4% 


? ? 














oder: 
oo mee is ) ) 
ie Ps cso Py a Per ak 
"> Wl | Ur fi 
Dieser Gleichung kann aber nur Geniige geleistet werden durch: 





R=, =O. 
Denn p, ist eine gerade dagegen eine ungerade Function von sing; 
i 5 ? VN f= et s ? 
ferner verschwinden q., und p, fiir @ = 0, wiihrend p. = 6. und gq, = 
qd: 1 1 ’ 3 3 4 4 
wird. Setzen wir also: 


P, = Da A, sin? e+ g, 


0 
RK 

a >} B® sin@ +) +1 gy, 
0 


so folgt aus der Gleichung zuniichst, damit der Factor von sin®*g, des 
niedrigsten Gliedes, verschwinde: 


— B, (A,%)? = = (A,)?, folglich: A, = 0; 
dann: 
B; (B,)? = — = (B,)?, folglich: B,® = 0: 
i 
u. S. W. 


Ebenso folgt aus der zweiten Gleichung: 
Py=0, =O. 
Mithin kann den Gleichungen nur Geniige geleistet werden, wenn 

die Relationen stattfinden: 
1=9, p,=09, 


pP,=0, q.=0. 


































(29) 


(30) 
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Nach den Relationen (24) oder (25) ist mit diesem Systeme das 
folgende identisch, welches wir auch auf aihnlichem Wege hiitten ab- 
leiten kénnen: 

Aus den urspriinglichen Gleichungen aber folgt noch das weitere 
System : 

L=F,, h=F,, m=F,, m=F,. 

Fiihren wir endlich statt der Gréssen 1, m, p, q die Gréssen 
X, U, V, W ein, mittelst der Gleichungen (20), S. 521, so kénnen 
die Relationen in der Form geschrieben werden: ; 
+ 2sin?g U, = F,, W.+ 2sin°*g@ W, = 2sin?, I’, 
, + (l—2sin?g) U, = F,, W, + (1—2sin’g W, = 2sin’g, I’,, 
X,+ 2sin?g X,=—F,, Vy, + 2sin?'g V, = (1—2sin’p,) F,, 
X, + (1—2sin?g) X, = F,, VP, + (1—2sin?y) Vy — (1—2sin’g,) Fy; 
oder auch in der Form: 


(1—2sin?g,) U, + W,=F,, (1—2sin?g,) U, + W,=(1—2sin’g) F,, 


i) 


| 





(1—2sin?g,) U, + W,=F,, (1—2sin?g,) U, + Wi = 2sin’? @ I’,, 
2sin*g, X,+ V,=—Ff,, 2sin?g, X,+ V, = (1—2sin’g) F;, 
2sin?g, X,+ V,—F,, 2sin?'g, X,+ V, = 2sin*g I’,. 


Wegen der Gleichungen (22) und (23) folgt das eine System aus dem 
andern. 

Soll also Uebereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung 
bestehen, so miissen die Gréssen 

By oe Oe tw 

fiir jeden Werth, den sing annehmen kann, den Gleichungen (29) und 
(30) Geniige leisten. Und zwar haben diese Gleichungen eine ver- 
schiedene Form, je nachdem die Schwingungen eines geradlinig polari- 
sirten Strahls senkrecht auf die Polarisationsebene oder in der Polari- 
sationsebene stattfinden; in dem erstern Falle sind die Gréssen I’ 
bestimmt durch die Gleichungen (28, a), in dem letztern Falle durch 
die Gleichungen (28, b). rt 

Indem ich die weitere Behandlung dieser Gleichungen einer kiinf- 
tigen Untersuchung vorbehalte, will ich hier nur noch Folgendes bei- 
fiigen. 

Die Gleichungen (29) und (30) miissen identisch erfiillt sein in 
Bezug auf sing. Nimmt man nun an, dass die Gréssen Z, Y, X, 
U, V, W nach steigenden Potenzen von sing entwickelbar seien (eine 
Annahme, welche man kaum wird umgehen kénnen), so fiihrt jede 
















) Fy; 


)F, 
p I’, 
) Fs; 
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der acht Gleichungen auf eine unendliche Anzahl Gleichungen, die 
von dem Kinfallswinkel g frei sind; wir erhalten nimlich die Be- 
dingung, dass eine Reihe nach steigenden Potenzen von sing fir 
jeden Werth, den sing annehmen kann, gleich null sei, und es kann 
dieser Bedingung nur dadurch geniigt werden, dass die Coefficienten 
simmtlicher Potenzen von sing verschwinden. Es ist noch hervorzu- 
heben, dass alle Reihen nach Potenzen von sin’ fortschreiten. Auf 
diesem Wege ergeben sich demnach acht Gleichungen erster Ordnung, 
acht Gleichungen zweiter Ordnung, u. s. w., und die Gleichungen aller 
Ordnungen miissen erfiillt sein, wenn unsre Formeln fiir die durch 
Beobachtung direct bestimmten Gréssen genau mit den Fresnel’schen 
oder mit den Neumann’schen iibereinstimmen sollen. Damit aber 
geniigende Uebereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung statt- 
finde, brauchen jedenfalls nur die Gleichungen der niedrigsten Ord- 
nungen, etwa bis zur fiinften oder sechsten, angenihert erfiillt xu sein. 

Die Gleichungen erster Ordnung lassen sich nun ohne Schwierig- 
keit aufstellen und discutiren. Es ergiebt sich zuniichst, dass diese 
Gleichungen dieselbe Form annehmen, mégen wir nun die eine oder 
die andere Definition der Polarisationsebene zu Grunde legen; es liefern 
niimlich die Gleichungen (28, a) und die Gleichungen (28, b) dieselben 
Glieder nmiedrigster Ordnung fiir die Gréssen F’. Es zeigt sich aber 
ferner, dass, sobald man die Incompressibilitiitsgleichung (b) annimmt, 
sobald also die Gréssen X, U, V, W Lésungen der Differentialglei- 
chungen (18, b) sein solleén, die Gleichungen erster Ordnung immer 
erfiillt sind, wie auch der stetige Uebergang von dem einen Medium 
zum andern stattfinden mag, und wie auch die Aetherdichtigkeiten in 
den beiden durchsichtigen Medien sich zu einander verhalten miégen. 
Geht man dagegen aus von der Incompressibilititsgleichung (a), ver- 
steht man also unter den X, U, V, W die Lésungen der Differential- 
gleichungen (18), so sind die Gleichungen erster Ordnung im Allge- 
meinen nicht mehr erfiillt; sondern sie fiihren auf Bedingungen, die 
bei einem bestimmten, von Kins verschiedenen Verhiiltniss der Aether- 
dichtigkeiten die Art und Weise des Uebergangs bis zu einem gewissen 
Grade bedingen miissen. Die Gleichungen sind natiirlich immer erfillt, 
wenn die Dichtigkeit constant ist; es fallen ja dann die Bedingungen 
(a) und (b) zusammen. 

Es spricht dies entschieden dafiir, dass, wenn man nicht von 
vornherein die Dichtigkeit constant setzen will, die Bedingung (b) 
und die Differentialgleichungen (18, b) anzunehmen sind. Dann fiihren 
die Gleichungen erster Ordnung zu keinerlei Bedingung fiir die Art 
und Weise des Uebergangs und fiir das Verhiiltniss der Dichtigkeiten. 

Versucht man nun auch die Gleichungen héherer Ordnung auf- 
zustellen und weiter zu untersuchen, so stésst man auf grosse Schwierig- 
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keit. Man muss zwar fiir die einzelnen Coefficienten der Reihen, 
welche nach Potenzen von sin? fortschreiten, immer Reihenentwick- 
lungen finden kénnen, die unter gewissen einfachen, jedenfalls zu- 
lissigen Voraussetzungen convergiren; allein die Rechnung wird sehr 
weitliufig, und aus den Resultaten derselben midchten sich weitere 
Folgerungen kaum ableiten lassen. Aber so viel ist zu iibersehen, 
dass schon die Gleichungen zweiter Ordnung eine wesentlich verschiedene 
Form erhalten, je nachdem man von der einen oder von der andern 
Definition der Polarisationsebene ausgeht, und dass in den beiden 
Fillen, welchen Werth man auch dem Verhiltniss der Aetherdichtig- 
keiten zuschreibt, jene Gleichungen nicht mehr erfiillt sind bei jeder 
Art des Uebergangs. Sie fiihren also zu Bedingungen fiir die Art des 
Uebergangs, namentlich zur Bestimmung einer untern Grenze fiir die 
Dicke ¢ der Uebergangsschicht. Aehnliches wird auch von den Glei- 
chungen héherer Ordnung gelten. Dagegen bleibt die Frage unent- 
schieden, ob durch die unendlich grosse Zahl von Gleichungen die Art 
des Uebergangs und das Verhiiltniss der Aetherdichtigkeiten eindeutig 
und vollstindig bestimmt werden, und andrerseits, ob bei Annahme 
der einen oder der andern Definition fiir die Polarisationsebene den 
simmtlichen Gleichungen iiberhaupt kénne geniigt werden. 

Man wird suchen miissen, dieser Frage auf einem andern Wege 
niher zu treten, indem man den Gleichgewichtszustand von zwei an- 
einander grenzenden Systemen ponderabler Moleciile, welche von Aether- 
atmosphiiren umgeben sind, niiher betrachtet und daraus Bedingungen 
abzuleiten sucht,.nach welchen der Uebergang von dem einen Aether- 
medium zum andern stattfinden muss. Es kann dann das Problem der 
Reflexion und Brechung gewissermassen als Probe dienen, und méglicher 
Weise gelangt man auf diesem Wege schliesslich zu einer Entscheidung 
iiber die anzunehmende Definition der Polarisationsebene. 

Um noch einmal zuriickzukommen auf die Cauchy’schen Formeln 
und auf die von Jamin angestellten Beobachtungen, sei erwiihnt, 
dass nach den 8. 504 angegebenen Formeln zu den Ausdriicken (28, a) 
und (28, b) fiir die Gréssen F' weitere Glieder mit dem Factor E 
miissen hinzugefiigt werden, damit unsre Formeln mit denen Cauchy’s 
iibereinstimmen. Diese Modification liisst, wenn der Ellipticitits- 
coefficient EL von dem Einfallswinkel unabhingig ist, die Gleichungen 
erster Ordnung unberiihrt und setzt in den Gleichungen héherer Ord- 
nung an die Stelle der Null Ausdriicke mit dem Factor E, also immer 
kleine Gréssen. Hieraus folgt, dass, wenn Uebereinstimmuang mit den 
Cauchy’schen Formeln stattfinden soil, die Gleichungen héherer Ord- 
nung nur angenihert erfiillt sind, und wir kénnen umgekehrt schliessen, 
dass wir, wenn den Gleichungen héherer OUrdnung nicht genau, sondern 
nur angenahert geniigt wird, Formeln fiir die Reflexion und Brechung 
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erhalten, welche zu ganz iihnlichen Abweichungen von den Fresnel’- 
schen Gesetzen fiihren, wie sie Jamin beobachtet hat. Diese Beobach- 
tungen haben ferner ergeben, dass bei der Reflexion an der Grenze 
mit Luft der Ellipticitiitscoefficient FE fiir schwach brechende Substanzen 
einen negativen, dagegen fiir stark brechende Substanzen einen positiven 
Werth habe; doch wird dieses Resultat kaum als festgestellt zu be- 
trachtén sein. Gilt es aber allgemein, so miisste sich aus der Betrach- 
tung des oben erwihnten Gleichgewichtszustandes ein Grund ableiten 
lassen, warum die Abweichungen von den Fresnel’schen oder von 
den Neumann’schen Formeln bei schwacher Brechung in dem einen, 
bei starker Brechung in dem entgegengesetzten Sinne stattfinden. 
Schliesslich muss noch ein Punkt erwihnt werden, der méglicher 
Weise eine Entscheidung iiber die Zulissigkeit unsrer Formeln herbei- 
fihrt. Es ergiebt sich nimlich aus unsern Entwicklungen als noth- 
wendige Folge, dass eine genaue Uebereinstimmung unsrer Formeln 
mit den Fresnel’schen oder mit den Neumann’schen Formeln nur 
fiir eine bestimmte Farbe zu erreichen ist; denn es kommt in unsern 


Formeln die Wellenlinge 4 in der Verbindung : ver, wo die Dicke ¢ 


der Uebergangsschicht eine von der Farbe ganz unabhingige Groésse 
ist. Die Gleichungen (29) und (30) miissen nun schliesslich zu einer 


. . c . : oe © 
Relation zwischen > und dem Brechungsverhiiltniss m fiihren; diese 


letztere Grosse findert sich aber mit der Farbe sehr wenig; bei einer 
ersten Anniherung kann sie als constant betrachtet werden. Demnach 
kénnen jene Gleichungen nur fiir einen Werth der Wellenliinge 4 
genau erfiillt sein; fiir alle audern Farben aber miissen sich noth- 
wendig Abweichungen von der Art ergeben, wie sie Jamin beobachtet 
hat. Da jedoch solche Abweichungen, ganz specielle Fille ausge- 
nommen, nur bei Anwendung sehr intensiven Lichtes, des directen 
Sonnenlichtes, beobachtet sind, lisst sich nicht erwarten, dass bei 
Anwendung farbigen Lichtes die Beobachtungen mit den bisherigen 
Mitteln geniigende Genauigkeit besitzen, um die Abhingigkeit der 
erwihnten Abweichungen von der Farbe festzustellen. Vor Allem aber 
muss die Theorie soweit entwickelt werden, dass bestimmte an der 
Erfahrung zu priifende Resultate vorliegen. 


Leipzig, den 8. April 1872. 












Sur la méthode d’intégration de M. Tchébychef. 


Par G. Zotorarerr a Str. Pererspoura. 


Dans une note insérée dans le Bulletin de l’Académie des sciences 
de St. Pétersbourg*), M. Tchébychef a fait connaitre, sans démonstra- 
tion, sa méthode d’intégration de la différentielle 


(@ + A) da 
ree ares 
ot a, B, y, 9 désignent des nombres rationnels. Suivant la marche 
indiquée par M. Tchébychef, on obtient cette intégrale une fois qu'il 
est possible de l'exprimer en termes finis; on démontre, dans le cas 
contraire, limpossibilité d'une pareille expression. 

Cette note de M. Tchébychef a été réimprimée dans le Journal de 
Mathématiques de M. Liouville (1864 p. 225 et suiv.). Il est aisé de 
voir d’aprés les recherches d’Abel et de Jacobi que cette méthode est 
liée intimement au développement du radical /x'+ a2*+ Ba?+ya+0 
en fraction continue et aux fonctions elliptiques. 

En étudiant cette liaison je suis parvenu non seulement & démontrer 
la méthode de M. Tchébychef, mais encore & trouver quelques relations 
nouvelles qui se rattachent au développement de /2*-+-ax*+B2?+y2+0 
en fraction continue. 

Je me propose de démontrer, dans ce mémoire, la méthode d’in- 


tégration de M. Tchébychef. 





I. 
Considérons, avec Jacobi**), deux Variables a et z liées par l’équation 
(1) (az?+ 2ba 4+ ¢)2+42(a' a? +20 4+ c)24 (a’v?+2b"e4+c")=0 
ou, ce qui revient au méme, par |’équation 


2) (az? + 2a’2 +a") a2? +2 (b2 420 2+b")a 4+ (c22? + 2e2+0") =0 
( . 





*) Voir: Bulletin de l’Académie de St. Pétersbourg. Tome III. 1860, 
**) Jacobi. Mathematische Werke. Band 3. §. 83. 
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En posant 
(aa? + 2b'a + c)? — (aa? + 2b’a4 + ce’) (az? + 2ba + ¢) = Rea 
(bz? + 2b'2 + b’)*#— (ae + 2a'2+ a’) (c22 + 224 ’)=— Rez 


on obtient, en vertu des équations précédentes, 


(3) ea WOM +2 a + c)+VRe 
pe az? + 2ba+e 
(4) ga WOAH e+") +tV Re 





az +2a’2+a’ 
L’équation (1) différentiée nous donne 
{ (az? + 2ba +6) 2e+(a' a? + 2b'a+ ¢)} dz 
+ {(ae? + 2Qa'e +0") a+ (be? + 20'2+0")} dx=0. 


Or, des expressions de z et de x on_déduit 


(az + 2a2+a’)a+(b24202+b"))=+)V Rez, 


et par suite 
dz dx 


Yra = VRa ; 
Au moyen de |’équation (1) on peut transformer la différentielle 
Va' + ax? + pa*+ yx +0 
ae. Ee 
Vet +18 + m2 + nz 





en celle de la forme 





cest-i-dire telle que le polyndme placé sous le radical contienne le 
facteur z. Déterminons 4 cet effet les constantes a, b, ¢, a’, b’, ¢, 
a’, b”, e” de la sorte que Ra soit égal a a! + ax? + Px?+ yxa+0 
et que R,z ait la forme 2‘ + 12° + mz? + nz. 
On a alors les équations suivantes: 
a? — aa" = 1, 4a b' — 2ab” — 2a"b=a, 
4b? + 2a'c¢ — ac’ —a"c —4bb’ =8, 
40'c — 2bc’ — 2b’ec=y, &? — cc’ =9, 


b? — ac=1, lb? —a'c’ =0. 


Comme il n’y a ci-dessus que sept équations servant 4 déterminer 
les neuf ineonnues a, b, ¢ ete., nous en pouvons choisir deux a vo- 
lonté. La transformation employée par M. Tchébychef s’obtient en 
posant 

a=0, a’ =0. 
Des équations précédentes il vient 
b’ =0,@ =+1,b=+1. 
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Prenons a’ = 1,b = — 1. 
Des mémes équations on déduit 


’ tug ae - a az 
v= t.¢ =4(6—4), ¢ ~~: 


en —* 
i6—)—3 


Kgalant les coefficients des mémes puissances de la variable dans les 
expressions R,z et 2‘ + lz® + mz* + n, on obtient 

l= — ge — Mb — ott — 648 
2a3 — 8aB8 + 16y 

m= — 28 + ja? 

n=— y+ fap — oe 
Quant aux signes devant les radicaux dans les formules (3) et (4) nous 
en choisirons dans la premiére le signe négatif et dans la seconde 
positif. — 

D’apres cela 


Sap Boy ya pa + oe F yz $0 
Se ok 

w-3.5 

a — et Vet + mat tne 


= = 
22 








s= 





22+ 


Les équations précédentes nous conduisent a celles-ci: 








ee ee ee ee: eee 

Vat'tas +pat+yatd  Vei+le+ met fone 

(a + A) de te RE (de 
Va tan + pad yato J Vapi + me na i 


C’est la transformation dont se sert M. Tchébychef dans son 
mémoire. 


Il. 


Maintenant nous allons établir les conditions qui doivent étre 
satisfaites pour que l’intégrale de la différentielle 
“(2+ A) dz 
7 a 
puisse s’exprimer en logarithmes. 
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Si cette intégrale s’exprime sous forme finie elle s’obtient, comme 
on sait, d’apres la formule 


fea = lg (P+ @ VRz) + const. 


ot P’ et OY désignent les fonctions entiéres dont les degrés sont respec- 
tivement A et 4 — 2 et qui satisfont a l’équation 


(5) P?-— Q?Rz=1. 
Dans le cas z= 0, on a Rz = 0, P =-+ 1. On peut supposer 
dailleurs P’ =1, car si l'on avait P- = — 1, léquation (5) subsisterait 


encore pour les valeurs — P’ et — Y. 
Cela posé nous pouvons écrire l’intégrale précédente comme il 
suit: 
z 
* A) dz , ‘ 
a [GTA — tog (P Re). 
£A a tog (P+ Y VRE) 
0 
Soient g, g’', g” les trois racines de )’équation 
e2+tletme+n=—O0 
On peut supposer que parmi les valeurs 0 (zéro), g, g, g’ il n’y ait 
pas deux égales entre elles, car dans le cas contraire lintégrale 


*@ + A) dz 
SVE 


s’exprimerait sous forme finie, quel que soit le paramétre A; mais ce 
cas nous laissons de coté. 

En remarquant que Rz s’annule pour z = g, g’, g” on conclut de 
Péquation (5), que P est égal 4-+ 1 pour ces valeurs de z; on aura 
par suite 


” 


g 


. 
oe hen 7 eet 4 [@¢+tAd 
0 





ati 
VRe —_— 

g 
ol w et w représentent des nombres entiers qui dépendent évidemment 
des chemins d’intégration. Mais dans le but que nous nous proposons 
if faut exprimer sous une autre forme les conditions d’intégrabilité en 
logarithmes. 


Réduisons pour cet effet l’intégrale 





(2 4 A) dz 
, : VRz 
i la forme canonique. 
En posant 
7 gsin?amu 
~~ sin? amw— sin? ama 
a= 1. 9-9 sintama= L4 
9 9-9 g 


36 * 
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et par conséquent 





ee Ve a 
I = costama’ J = A®ama 
on a 
g’ —9) +  sinamw cosame Aamudu 
Ve = ss -8 Vo (J — 9) - (sin?amw — sin?’ama,? 
‘g2+A)dz 2 sinama cosama Aamadu 
VRz = Mdu — sintame — sin?ama 
a M=—2(A g . sin?ama. 
oO (A+9) gqr2 —g) 
Done 
af A" d? _ log (P+ Q VRa) 
(6) 


a H (a + wu) 
sae 2 yu + 4 log Fae ys 





ou 9 et H sont les fonctions Jacobiennes. Pour déterminer les con- 
stantes a et A remarquons que z reprend la méme valeur toutes les fois 
qu’on augmente ou diminue « de 2K ou 2K’i et, par conséquent, de 
2mK + 2m’ K’i, m et m’ désignant des nombres entiers. Dans ce cas 
laccroissement du second terme de léquation (6) doit étre égal a 

2smi, ot s est un nombre entier. Par conséquent 
0’ ‘)) ‘ oe raat H(a +u+2mK-+2m' Ki) 

— oe 

™ 4 (mu 2 Gq) (2mK+2m' Ki) + alog j; =~ ata see 
H (w+a 
— Aloo 2+ 


8 H (wu — @) = 28a. 


D’autre part on a 
H (u + 2m’ K’i) = (— 1)" H (we 
H (wu + 2m K) = (— 1)" H (wu) 
et par suite _ 


H (w+ a+2mK + 2m K’i) H (a+ wu) acces 4 
H (a —u —2mK —2m' Ki) H(a—w) “ 


~ m' (u + m' K’i) 


D’aprés cela l’équation (7) peut s’écrire 


A (mu — 2 on) (2m K + 2m’ K’i)— Sa OF ae 2Qsxi 


Posant dans cette équation m= 1, m’ =O et désignant par v’ 
la valeur correspondante de s, on obtient 





O(a) vai 
(8) M—2¢5 O(a) ak 
Ensuite, faisant m = 0, m’ = 1; et désignant par — vy la valeur 


correspondante de s, on aura 


— vik ae Es 


De l’équation (8) on déduit la valeur de M ot de A. 
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IT. 


La détermination de lintégrale 
(@ + A)de 
VRe ’ 
dans le cas ow elle s’exprime en termes finis, se réduit, comme l’on sait, 
i la détermination des fonctions'P et Q, satisfaisant 4 léquation 
(9) P— Q@Rz=a, 
a désignant une constante. De toutes les solutions de l’équation (9) 
on peut naturellement préférer celle o1 P atteint le moindre degré 
possible. On sait que ces fonctions P et @ peuvent étre trouvées 
au moyen du développement de /Rz en fraction continue, et que leurs 
coefficients s’expriment rationellement en ceux de Rz. Lorsque ces 
derniers sont rationnels, les coefficients de P et @ le seront aussi. 
Nous supposerons les coefficients 1, m, n, de Rz entiers. 

Quant 4 l’équation (9) il y a deux cas a distinguer, savoir: 
1) lorsque 4, degré de la fonction P, est un nombre impair, et 
2) lorsque 4 est pair. 

Nous allons démontrer actuellement, que le second cas ne peut 
avoir lieu que lorsque Rz se décompose en deux facteurs. du second 
degré 4 coefficients rationnels satisfaisant a certaines conditions que 
nous allons signaler ci-dessous. 

Remarquant que, d’aprés léquation (9), P? acquiert la valeur a 
lorsque z s’annule et désignant cette valeur par b?, on peut mettre 
Péquation (9) sous la forme qui suit 


, P—-V=@QRz 
dot il vient 
P—b=+Q2 (+02) 
PHb=+Q2(@+re458) 
ot Q, = Q, Re=(@+ ps) (+ re+9). 


En effet les fonctions P— b et P+) wont pas de facteurs 
communs, car autrement chacun de ces facteurs diviserait leur 
différence, ce qui est évidemment impossible. I] en suit que @ doit 
étre égal au produit de Q, et Q, Q, étant lui-méme le produit des 
facteurs de Q appartenant a P — b, et @, celui des facteurs, qui sont 
communs a @ et A P+ b. Quant au polyndme Kz on ne peut faire 
iu son égard que deux suppositions. En effet, P—b et P+) étant 
des fonctions de degrés pairs, Rz doit figurer comme facteur dans 
Pune de ces fonctions (savoir dans P—b, si z=0, P=b, ce qui 
peut toujours étre supposé), ou étre égal au produit de deux facteurs 
2+ pz et 2 +rz2-+, dont le premier appartient 1 P—b et e 
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le second & P + b. La _ premiére supposition doit étre rejetée, 
puisqu’elle nous conduirait aux équations 
P—b=+0,Rz 
P+b—+Q 


Q.? — QO? Re = + 2b; 


ce qui nous fait voir, que de toutes les fonctions satisfaisant a l’équation 
(9), P et Q ne sont pas du moindre degré possible. 
D’aprés cela nous ne nous ocecuperons que des équations 


(10) P—b=+Q/ (2? + p2) 
PHb=—+Q2(@+re4+8) 


Il est aisé de voir que les nombres p, r, s sont rationnels. Quant 


ou bien, & Péquation 


> — d 
a p cela résulte immédiatement de ce que léquation Pato a coef- 


ficients rationnels a la racine ¢ = — p, dont le degré de multiplicité 
est impair, tandis que ses autres racines ont des nombres pairs pour 
leurs degrés de multiplicité. En outre, p étant une racine rationnelle 


de l’équation 
2+l2+me+n=—0 
& coefficients entiers, on en conclut quil est entier. Il en est de 
méme pour 7 et s comme le montre l’égalité 
2 +12? + me+ n= (2+ p) (e+ rz +8) 


Il résulte de ce qui précéde, que les coefficients Q, et Q, sont 
rationnels. 

Des équations (10) il vient 
(11) Q2 (2 +re+s)— Q2 + pe) —+20. 

En attribuant successivement a 2 les valeurs zéro et —p et en 
désignant par A, et A, les valeurs correspondantes de Q,, il en suit, que 

Re an 
(12) A,?s = + 2b 
A,? (p? — pr + 8) = + 2b; 


par conséquent 


40? . 
s (p?— pr+s) = atas = nombre carré; 


c'est la premiere relation entre les coefficients p, r, s. 
Les racines de |’équation 


&@tret+s=—0 


peuvent étre imaginaires ou réelles. Dans le premier cas on a iné- 
galité 4s — r? > 0; dans le second désignons ces racines par 2, et 2, 
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et par B, et B, les valeurs correspondantes de Q,. Faisant daus (11) 
successivement z= z, et = 4%,, on trouve 


— BY? @? + pa) = + 2b 

— B,? (2.2 + pz.) = + 2b 
sis >0, +2b> 0, en vertu des équations (12); par conséquent 

a? + pe, <0 

2? + pe, <0. 
En additionant ces inégalités on aura 

a+ 2,” +p (4, +%) <0 
ou, ce qui revient au méme, 

rv? — pr—2s <0. 


i mais r? > 4s, donc pr — 2s > 0. 
Si, au contraire, s <0, on a d’aprés (12) 
p—pr+s<0 


Moi pr —s> 0 et par suite pr — 2s > 0 en vertu de s < 0. 

D’apres cela Vinégalité pr — 2s > 0 doit avoir lieu, si r? — 4s 
> 0. Ainsi, pour que l’équation (11) ait lieu il est nécessaire qu'il 
existe au moins l'une des inégalités 


4s—r?>0, pr —2s > 0. 


IV, 
' En s’appuyant sur les résultats obtenus, nous allons démontrer 
que lintégrale 
2 Le (es + A) dz 
VRz 


lorsqu’elle s’exprime par log (P+ Q /Rz) ot P désigne une fonction 

de degré pair 4, peut étre réduite & une autre, qui s’exprime par 

log (P’ + @ YRz), P’ Sant une fonction de degré impair. 
Remarquons pour cela que, si nous parvenons de transformer au 


moyen d’une substitution rationnelle lintégrale as ae qui s’ex- 
Zz 
(f + A) dz 





prime en termes finis, en une autre ————., ou 7, 
V+ etm 22 +n'Z 

m,n sont rationnels, et dans laquelle la fonction 2! + [23 + m’z 

+ nz’ ne se décompose maintenant en facteurs du second degré 

Z2+t ps et 2?+r'2¢ +s’ a coefficients rationnels de manitre que 

s' (p? — pr’ +s’) devienne un nombre carré et, en outre, qu'une des 

inégalités 


/2 


4s —r? >0, pr —2s>0 
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au moins soit satisfaite, nous aurons 
eS @ (tae = log (P + Y /R2) 


ou P” est une fonction a degré impair 2’. 

Pour transformer lintégrale de cette manitre M. Tchébychef 
emploie la substitution 
(13) = (p —1r¥ (# + p2) 

(r—p)e+s 

et remarque qu’au moyen de pareilles substitutions on peut arriver a 
Yintégrale de la forme desirée, ot 4 une telle dont l’expression en lo- 
garithmes est connue a priori. 

D’aprés l’expression de z on a 








2 (r — 

2? -+ pz=—2z,- eee 
" {2+ (p—r?} {7 —p)2 + 5} 
2+r+s=— p—r 


par conséquent 


(14) f@ Epa fre $y — Pet) Va to—rh) | 


(p—r/?? 








En outre, de la méme équation (13) il vient 


(p—r)s= —ke—) ts _ f@e=2 +A 4 say, 


Nous avons preféré le signe négatif devant le radical pour avoir une 
valeur infinie de z, pour 2, = 0. 
En différentiant (13), on trouve 
(r — p) dz bad dz, 


C— Pts Vowp—n+ay + 484 
(r— py (2+A)dz _ 1 P(P—*) +4 +24 (7 — p) ’ , 
OO) CBE Fog — ey + nF + tay, TEM 


D’aprés les équations (14) et (15) on aura 


i NT 2) :fA {p(p—r)+ 2+ 2A (r —v} dz, 
Vie + pa) @ + re +8) V2, (+(p— 7) (Lp (p — 1) +22 + 482,) 
+ log (Wz, + V2, + (p — 1r)’). 
Les racines de l’équation 
(+ p(p— r))’ + 4sz, =0 
sont p(r—p) — 2s + 4s (p? — pr +); 
elles sont rationnelles & cause de s (p? — pr + s) = un nombre carré. 
Ainsi, toutes les racines du nouveau polyndme du 4” degré, placé 


sous le radical, seront des nombres rationnels. Nous allons chercker 
dabord combien de fois ce polyndme se décompose en facteurs 
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(2,2 + p,2,) (4,2 + 7,2, + 8,) satisfaisant aux conditions, dont nous 
avons parlé plus haut. Essayons d’abord de poser 
P, = (p — 1? 
done r, =2(p(p—r) 42s) 
8, =p? (p — r)? 
il en résulte 
S, (Py? — PM) + S;) = p? (p — r)* (? — 48) 
r,?>— 4s, = 16s (s — pr+ p*?) > 0 
Pir, — 28, = 2 (p — vr)? (28 — pr). 

Pour que s, (p,>—p,7, +8) soit un nombre carré il est né- 
cessaire que r? — 4s ne soit pas négatif; mais dans ce cas, d’apres 
ce qui a été dit plus haut pr — 2s doit étre positif; et cette derniére 
condition étant satisfaite les nombres p, 7, s, nue satisfont & aucune 
des inégalités 4s, — r,2? > 0, p,r, — 28, > 0. 

Ainsi, il saffit de poser 


P, = p(p— 1) +28 +2 /s (p? — pr +5) 
s = (» — 1) [p (»— 1) +284 27s (2? — pr +8) 
r= (p—r)?+ (p—r) pt 2s 4 2/ys (p? — pr +3). 


D’ot il vient 





8, (Py? — AT + 8) 
=+4p—r) ys, (»? — pr +s). [rp — 28 +2 Ys (p? — pr +3)] 
r,?— 4s, = [r? — rp + 2s +2 Vs (p?— pr+s) i 
rp, — 28, = (p— vr)? [rp— 2s +6 Ys (p? — pr + s)]. 


Il est aisé de voir qu'il faut, dans les formules ci-dessus, affecter 








du signe positif le radical //s (p? — pr +s); en effet, comme I’iné- 
galité 4s, —r,? > 0 n’est évidemment pas satisfaite, posons r,p, — 
2s, > 0. D’apres cela le signe négatif devant }/s (p? — pr +) ne 
peut étre retenu que lorsque rp — 2s est positif et supérieur & 
6 Ys (p?— pr +); mais alors s, (p,? — pir, + s,) deviendrait né- 
gatif et, par conséquent, ne pourrait pas étre un carré. Posons donc 

Py =p (p—1r) + 2s +2/s (py? — pr +s) 

r,=p(p—r) + 2s + (p—r)?—2 Ys (p? — pr + 8) 

s, = (p —7)? {p (p—r) + 28 — 2/8 (2 — pr $9} 

Si s, (p,> —p,r; + s,) est encore un nombre carré, nous ferons 
de nouveau la transformation en passant aux nombres py, 1, S,, qui 
s’expriment en p,, 7, $, de la méme maniére que p,, 7,, 8, 8 expriment 
en p, *, s et ainsi de suite. Si, en opérant comme il a été dit plus 
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haut, nous rencontrions des nombres égaux p; = ;, nous trouverions 


Yintégrale correspondante au systeme p;,7;, 3; d’aprés la formule 


[i (4+) a4, V2? + 0,3; +2? +1 + p4; + Si 
V (22 + P;;) (2? + pe; + s) log Veet D2; — V2 +7; 2;,+ 8 a 8; 





V. 


I] nous reste maintenant & prouver que lorsque nous ne ren- 
contrerons pas de nombres p; et 7; qui soient égaux entre eux, nous 
arriverons apres un nombre fini d’opérations aux nombres p,, 7,, s,, 
de sorte que s, (p,?, — r, py + S,) me sera pas un carré, 

D’aprés ce qui précede ils existent entre les nombres p,, ry, s, et 
Pu—1) Tu—1) Su—1 les relations suivantes: 


Su (Du? — Putu + Su) =4(Pu—1—Te—1)'- 
Ary —1Pp—1—2 Sy —1+2 V Su (P?»—A— Purp - 1+Sy—1).V Sp —-1(p" x ~1—Pu—17p—t+-Su—1)s 
Pu Pu 25. = (Pu -1—Te— Oe 1Pu—1—- 2 81 +6 V 5 —1(P?¢—1— Pua" —1+8,—1) : 








Soient 
oo 8, (Py? — Put, + $y) 
“ (P,-1— a, (Pye =f n—2)' sovece (p—r)! 
—2 
B, =; TuPu— “Su P 
(Py — Ty)" (Py—s — il, n—9) evince (p— r) 
done 


A,? = 4 (Bu—1 + 2Ay-—1) Ap-1 
B, = By-1 + 6Ag-1. 
Comme A, = Ys (p? — pr+s) et By =rp—2s sont des entiers, 
A, et B, le seront aussi pour toutes les valeurs de uw, pourvu que 
Su (Pu? — Pun + S,) soit un carré. 
Démontrons & présent que tout diviseur commun impair de A, et 
de B, sera aussi un commun diviseur de A,—, et de B,—1. 
En effet, soit k, le plus grand diviseur impair commun a A, et 
B, et k,—1 le plus grand commun diviseur impair de A,_, et de 
B,-1. En posant 
Ay =Tiydy, Bu =kyby, 
Ay —1 = iy —1 Gy—1, Bus = hey —1 du —1 


k,.?a,? == 4k,—1? (bu -1 a 2 dy —1) Au—1 
ky Ou = ky -1 (by. —1 ao 6 a, —1) ‘ 
Il en suit, que k, sera divisible par k, 1, parceque, dans le cas 
contraire, a, et b, auraient eu quelque diviseur commun impair et par 
conséquent k, n’aurait pas été le plus grand commun diviseur impair 
des nombres A, et B,. Soit k, = Ak,-1, 4 étant un entier impair. 





on a 


(16) 
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Des équations (16), on a 
a? ay, = 41a,—1b, — 160%, 1 
Aby = by—1 + 6a, —1 


On conclut de la premiére équation que a,—, et 4 ont un diviseur 
commun, et de la seconde que ce diviseur appartient aussi 4 b, 1; ce 
qui ne peut avoir lieu, car k,—, est le plus grand commun diviseur 
impair de A,—; et de B,-:. Il en resulte, le plus grand commun 
diviseur impair de A, et de B, sera en méme temps le plus grand 
commun diviseur impair de A, et de B,. Reciproquement, soit k le 
plus grand diviseur commun & ces derniers nombres (qui peut aussi 
étre pair). En effectuant le calcul des nombres A,, B,, A,, B, ete 
on trouvera que & sera le diviseur commun de A, et de B,. Soient 


A, =kA,’, B, =kB,! 
A,” = 4Ay—1 (Bu + 2Ay-1) 
B, = Buy + 6A,_1 


= alors 


1). 


D’aprés ce qui précéde, il est clair que B,’ et A,’ sont sans divi- 


B, + 2A 
Ay 


seur commun impair. Considérons 4 présent la fraction * apres 


quelle soit réduite & ses moindres termes, c’est-a-dire apres la division 
de ses termes par k, le plus grand commun diviseur de A, et de B, 
ou de A, et de B,-+2A,, ce qui est la méme chose. Suivant la nota- 
B’ +24’ 
fe tise 

, 


tion adoptée cette fraction deviendra Remarquons que les 


termes de cette fraction sont positifs. Quant au dénominateur cela. se 
voit immédiatement, et le numérateur ne peut étre négatif que lorsque 
B,=rp—2s <0. En outre, en remarquant que dans ce cas le 
nombre 


B,? — 44,2 = (rp — 2s)? — 4s (p* — pr +8) =p? (r? — 4s) 


doit étre négatif, en vertu que 4s — 7? > 0, on voit que B, est in- 
férieur 4 2A, done le numérateur B, + 2A, est positif. Considérons 


& présent le cas ot la fraction ee aie se réduit 4 Tunité. Alors 
0 
on a B, = — A,. En effectuant le calcul on trouve 


A, =24,, By =5Ay, A2—=—8. 9. Ay? 


A, n’est pas déjd un nombre rationnel. Nous nous occuperons ensuite 
B’+34’ . 
vee Ta ait des 


du cas, ot au moins un des termes de la fraction 


0 
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diviseurs impairs. Soit gf celui des diviseurs dont le degré de multi- 
plieité f est le moindre q étaut un nombre premier. Des expressions 
A,? = 4A, (By + 24y) 
B,? = By +64; = Bi +24, +44, 
il suit que A, est divisible par g, et B,’ ne lest pas. En outre, pour- 
que A,’ devienne un nombre entier, f doit étre pair et, par conséquent, 


, - f : 
A, admet le diviseur g?. Des expressions 


A,” = 4A, (By + 2A,’) 
By = BY’ +64, 


ou voit encore que A,” est divisible par g, et B, ne Vest pas. Pour 


ue A,” soit un nombre rationnel et entier. doit étre pair, done 
2 ? ? 


= 
A,’ admet f fois le diviseur g. On prouvera de la méme maniére que 
B, ne sera pas divisible par q, et que A,’ admettra le diviseur g au 
degré f , lorsqu’il sera un nombre rationnel et entier. Suivant la méme 


marche on voit que le nombre A,’ contenant g au degré impair ne 
sera pas un carré et par conséquent A,+,;' ne sera pas un nombre 
rationnel; il est évident que w est inférieure a /. 
Considérons enfin le cas, ott l'un des termes de la fraction 
, , 
Sa a est égal a 2/ ot f est l'exposant quelconque, et l'autre est 
0 
Yunité. 
Soient d’abord 
B, +24, = 1, 4, = 2°. 
- En évaluant A,’, B,’ ete..., on aura 
ae ee 7.) bial 
Aj =2°>2 , Bi =1+2°2 , ov fF doit étre 


pair. Le numérateur de la fraction irréductible 





( ay 
24,+B,/ _ \i+2 2 
A, o f+2 
2 2 
ne renferme que des facteurs impairs, dont les degrés ne sont pas 
supérieurs & f. En effet, cela résulte de ce que pour f = 2, le numé- 


. : f+? f 
rateur devient 5*, et pour f>2,1+2 2° <32.- 

Il résulte de 1a qu'il suffit de répéter des mémes opérations moins 
de f- fois pour arriver au nombre A,? qui ne sera pas un carré. 
Soient maintenant B,’ + 24,’ = 2/, A, =1. Remarquons que / ne 
peut pas étre égal a 2, car alors B, fut aussi égal & 2, et par suite 
By =24Ay cest-i-dire B,? — 4A,? = p* (r? — 4s) =0; done il faut 
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admettre p = 0 ou rv? — 4s = 0; dans les deux suppositions 


l’équation 
e(e+p) (e+re4+s)=0 


ait des racines égales, mais nous avons fait abstraction de ce cas, 
comme cela a été dit plus haut. Aprés avoir démontré que f ne peut pas 
étre égal 4 2, passons aux calculs des nombres A,’ B,’ etc. Nous 
avons | 


~, 


A,’ = 2.27, ot f doit étre pair, 
By = 2? (1 + 2/- ?). 


Le numérateur de la fraction 
( rar 
2Ay By 1 os = 


A; o=9 
2 2 





ne contiendra que des facteurs impairs dont les exposants ne sur- 
passent f— 2. II suffit done d’opérer ces caleuls un nombre de fois 
inférieur & f—2 pour arriver au nombre A,* qui ne sera pas un 
earré, 


VI. 


D’apres ce quia été dit ci-dessus, on voit qu’en transformant, au 
moyen de la formule 
(p — 1)? (2 + p2) 
= —— ~-———"- 
(r—p)z+8 


iF Si) 
JV e+ pe) + rz +5) 


on obtient une intégrale de la méme forme et, en outre, il a été 
montré qu’aprés un nombre fini d’opérations, on rencontre Vintégrale 
dans laquelle p; = 7; ou celle dans laquelle la fonction placée sous 
le radical ne se décompose pas en deux facteurs (z? + pz) (2? + rz -+ s) 
dont les coefficients satisfont 4 cette condition-ci: 


a 
lintégrale 


8 (p* — pr +s) = un nombre ecarré 
et au moins 4 l'une des inégalités 
4s—r>0, rp — 2s > 0. 
Il résulte de 14 qu’on peut toujours se borner aux intégrales dans 
lesquelles la fonction placée sous le radical ne se décompose pas en 
facteurs satisfaisants aux conditions précédentes. Afin d’évaluer de 


pareilles intégrales M. Tchébychef se sert de nouveau des trans- 
formations sucessives. 











G. Zo.orarErFr. 





574 


D’aprés sa méthode, passons de l’intégrale 





___ (+ A)de 
[= + 1+ m2 + nz 
P (4 + 4) dz, 
Ve! pl hee + mze + m2, 


eu égard & la transformation de larticle I. c’est & dire en posant 


& celle-ci 





¥ ote BP —tlmtin 
sae Vite tm + nz — 2 — 412 - 1s == 
eee te _(@ — 4m? 
1 28 — 8lm + 16n 
m, = —2m+ 3? 
nm, =—n+tlm—1P 


De s nombres /,, m,, m, nous passerons aux nombres /,, m,, m, 


ete., en posant généralement 
(i? — 4m,) 


(17) peat —& = 213 — 81,m; + 16n,; 
M41 = — 2m; + Zl? 
Noi = — 0; + $hm,— 1h 


et en prenant /, = 1, m= m, n) = n. 
Maintenant allons chercher ot nous conduisent ces transformations 
2-+ A) dz 
suecesives lorsque l’intégrale oS ll 
Vet +12 + m2 + ne 
finis, et pour cet effet considérons les relations entre les racines des 
équations 
2+ lze?+mze+n=—0, 2,5+ 12,2 + m2, + 2, = 9, ete. 
Soient g;,9i gi les racines de l’équation 
2° + 12;? + Mm; 2; + n= 0; 
Jor Io Jo Staient désignés plus haut par g, g’, g”. ll est aisé de faire 
voir que 9:41, Ji+1, gi+1 sont liés a g;, gi, gi’ de la manieére 
suivante : 








—s’exprime en termes 


(+9 —9) (+9 —9%) 














(18) re a 
1 (KF9—GK) GF 9 — 9%) 
Fits =" 2G +H —H) 
o  (&+9-9) (GAH —9%) 
Hy 8G K) 
En effet, en multipliant ces expressions il vient 
Fir Girt Jiay = — M41=$ (Getgi — 9°) GetG! — 9) (Gi — 9) 
mais 


KGA+GKQ+9H =—I, 








he 











— Vai 
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i; 1; , l; ” 
— 41 =(— 2 —s) (—+ —9i) (— 2 —— i ) 


=n —tlhm+ti3. 


done 


C’est la troisiéme formule (17). 


Ensuite 
M41 = Gi4i Gigs + G41 Git1 + Gtr Yor 
=4G4+9 —HYP+4EG44+9 —GHP+4G +9 — 91) 


= — 2m, + } 1, c’est la seconde formule (17). 


En additionnant enfin les expressions (18), il vient 


__ GAG HY (GAG KPH GAGI-G)P GAR —I)PF (GAG — HY (GAGK-KY 


2 (9 +9 — 9) G+H —%) GAG- H) 








par conséquent 


l; “” ? l, , $ I; ’ 2 ; 2 

Li Mipa = (— 37% ) (— eg 9) +(— 2 —9') (— ia) 
l; 2 1; ake 
+ (-$-s)' Ce. 


Le second nombre de |’équation précédente est une fonction sy- 
métrique et entiére des racines g;, gi, gi. Apres Vavoir exprimé en 
coefficients 1;, m;, n;, on a 


Ea Ms ea = (m; — $17)? + 4 (ns — 4 ml + fH) 


(1? - 4m,;)* 
213 — 8m,l, + 160; 


done 


oie —h— 
C’est la premiére formule (17). 


Vil. 


A présent nous allons faire connaitre les expressions de gj, gi gi 
en fonctions elliptiques. Apres avoir posé 


2 Jo (J —H) 9 (9 — 9) 9 —9% 9 —J 





2 OS = 2, , sinzama= pe ee 
9 (Jo —H). 9G —9) Io g 
nous avons eu 
nen SE —— 
Io = Rama’ % = costama 


Ces formules nous donnent de méme 
Pr a,” wi at 1 — x? sint ama 
Jo + Jo %o ied Jo cos? am a A? ama 


4.” his 1 — 2x? sin? ama + 2? sin'\ ama 
+ 9— 9 = %- cos? ama A? ama 





1—2sin? ama- x*sin‘ ama 
cos? ama A? ama 





Io + Io — Go = H- 
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D’od, ayant égard aux formules (18), en y posant 7 = 0, on trouve 


9) Qam 2a.cos am 2a (1 — x? sint am @) 














j=—- 
I ¥. cos? ama A? ama. 
on Zy _ cos am2a. (1 — x? sin‘ ama) 
! 2 Aam2a. cos? ama. A? ama 
9,” om % . Sam 2a (1 — x®sin‘ ama) 
1 2 cosam2a.costamaA?ama 
done 
, I ” I 
= — + ,g," = —_4 _ 
up Beam2a’ / cos? am2a 
; 8 Balt) cesta: “re 
“2 = M1, (9 & »sin?am 2a = & 7m, 
nt — %) a 


cest-a-dire, lorsque des racines 9, 9,9 » OM passe aux racines g,, 
9;;9;" le module x reste invariable et argument a se redouble. Il 
en résulte qu’on peut immédiatement écrire les valeurs de g;, g/, gi’: 








at eas  — ai ety: 9: me 
(194) A? am2*a cos? am 2° @ 
i sinam2‘'—!a cosam 2'a Aam ze 
’ ; sin am 2’acosam 2'~!a A am2'—'«a 
et par conséquent 
(19) ams sin am 2a cos am 2! a Aam2'a 


sin am 2° acosam2a.QAam 2a 


Vill. 


Supposons maintenant que 


ees (2 + A) dz 
Sys +184 m2 +4 nz 


(point de départ de nos transformations) s’exprime en termes finis, la 
constante A ayant une valeur convenable, Il a été démontré que le 


‘ . vK+0'K% , 
paramétre a acquiert dans ce cas la valeur a , ou viv eta 


sont des entiers, dont le dernier est un nombre ieee Soit & présent 
6 le moindre entier satisfaisant 4 la congruence 
2° = 2 (mod 4) 

laquelle est toujours soluble, 4 étant un nombre impair. Soit 2° = 
2-+- hi, ov le nombre h est évidemment pair. 

Si, dans las formules (18) et (19) on attribue 4 7 la valeur 6 et si l'on 

vK +2 Kt 

remplace @ par - , on aura 


Jo =I 9Io = 1590 = % 
et par conséquent, 


lg =1,, mo = ™,, Ng = N,. 





1? 


1 
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Done, si l’intégrale donnée s’exprime en termes finis, les quantités 

l;, mj, m sont periodiques. Si les nombres v et v’ sont pairs, on aura 
Ig—1 = |, Mo—1 = My, No—1 = Ny 

et par conséquent la période commencera par |,, m,,.%). Mais lorsque 

au moins l'un des nombres v et v sera impair, la période ne com- 

mencera que par J,, m,, 2. 

Maintenant nous allons démontrer que, dans le cas de périodicité, 
tous les nombres /;, m;, n; sont des entiers, pourvu que le soient 
[yy Migs Mos 

Posons 

(1? — 4m, 
21,3 — 81,m, + 16n,  “ 
é étant un entier queleonque, et démontrons que dans le cas de périodi- 
cité les systemes |; m; n; et tous les nombres «; seront entiers. Nous 
allons le prouver d’abord pour le nombre @, et pour cet effet cherchons 
la forme génerale des expressions 1;, mj; n; en 1), my, % et a, les- 
quelles sont respectivemeut égales a 1, m, n, a. 
On a ; 
(20) l,=—l—a,4m, = = 8m + 3P 
8n, = — 8n + 4lm—P. 
Remarquons d’abord que J;, m;, n; peuvent étre exprimés en «@ 


par les formules 
D0 Ya 
|, = — , 4m, = —— , 8n; = — 
p,% po @; a 
oi 9, 9, Vi, ¥;, 2, @ sont des fonctions entiéres rationnelles de « 
i coefficients entiers (ces coefficients renferment 1, m, n). En outre, 
ces fonctions seront de la forme 


1 1 


On = Bai +..----+, pat (@ fi 4.---4 
(21) Was Batp....-. He OO te ee eee 
a ee eel kr ee 

Les exposants des termes vont en décroissant; nous avons affecté 
des parenthéses les fonctions entiéres de « a coefficients entiers. On 
peut tres aisement verifier ces formules pour les nombres 1,, m,, M». 
En effet, aprés avoir substitué dans les formules (17) au lieu de 
1, m,, 2, leurs valeurs (20), on aura 

ae Bea 

2 Zod .-.? 
done y,a@ et @,e@ sont égaux a lunité. 

Afin d’établir la généralité des formules (21), nous supposerons 
qu’elles subsistent pour un nombre quelconque 7 et prouverons qu’elles 
ont encore lieu pour ¢ + 1. 
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4 


4m, = 3a? +.----,8n,=—a+----- 








578 


G. ZoLoTarerr. 


Nous avons 


( 1? — 4m,;) 





itis —b — 213 — 81,m; + 16m; hes 


i 2O« Ye [OPapjew,c — 9,0, c0,092 0 + Q,apF ap; ee] +o, a [OF apae—V¥,ap?al? 








2g, 0 Ha [DF ap,co,0 —O;,a¥; « @,0 pF & + 2; @—p,F a wc] 


Aprés avoir remplacé les fonctions a, ga etc.... par leurs 
valeurs, on obtient, en réduisant 


obpied” RET 
Se sont Soe 
2 (4; “>t 5 ) 
= Pi+1 = 4p: + 2G: +7 — 7. 


D’une maniére analogue on trouve 


3O2Zay;,a —2p2Z 0,0 








Ami 1 = va gta 
Bali ti 4 pe diad ss 
P " 44 "/ waited ) 


od gi41 = 2p; + G — 2. 
2; (@) papa — @; («) v; (ae) ; (@) p? (@) + o; (a) p,a@; « 





a @; (@) ; (@) 9 (@) 
@witi4........ 

Ba 3( ae i. rank ) 

ou noi=3p+a+n-— 5. 


Par conséquent les formules (21) ont lieu pour i + 1, c’est ce que 
nous voulions prouver. Il a été démontré plus haut que lorsque |’in- 
tégrale donnée s’exprime en logarithmes, nous arriverons de nouveau 
aux nombres /,, m,, ,, les systémes 1;, m;, m; se succédant pério- 
diquement. Soient comme il a été supposé 1, = 1,, mo = m,, % =”. 

On a dans ce cas 





Q, 
(22) 8n, = er" 
ou Qa — 8n, aa =0. 


En remarquant que 
8n, = — 8n + 41m — BS 


est un nombre entier, on voit, que « est une racine rationnelle de 
Véquation a coefficients entiers, dont le premier terme a l’unité pour 
coefficient, done @ sera un nombre entier. De ce que 

(? —4m)?? _ 
24 — 8lm-+16n 


em 












Gi 
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est un nombre entier on voit que / doit étre pair, par conséquent 


lL =—l—a, m =—2m+ 3P, 
ya? n= —n+4lm—4P 
seront des nompres entiers. 
Soit a présent 
(1,2 — 4m,)* 


27,5 — 81m, + lon, “!" 
En remplagant dans la formule (22) les nombres 1, m, n, par 
l,, m,, m, et @ par @,, on aura 841 au lieu 8x, savoir 


Q, (ce) 


8n, => 8n, = —— 
sie a @y (a)? 


les nombres /,, m,, ”, entrent dans les coefficients des fonctions 
Q,' et @o de la méme maniére que 1, m, m dans ceux de Q, et ag. 
Comme 


8n, = — 8n, + 41,m, — 13 
est un nombre entier on voit, d’aprés l’équation 
+ (a,) _—_ 8n, We (a, ) => 0 


que «, est un nombre entier, done /,, m,, , seront aussi des entiers. 
On voit de la méme maniére que /,, m,, m, ete. . . sont aussi des entiers. 


IX. 


Pour achever la démonstration de la méthode de M. Tchébychef, 
il ne nous reste qu’a faire voir, que les nombres des systimes 1;, m;, ; 
que l’on obtient avant que la périodicité soit manifestée, ne surpasse 
pas une limite finie. Nous reprendrons, pour cet effet, les relations 
qui existent entre les racines g;41, Ji+1 Ji+1 et gi, gi, gi’. Ona 
G40 sin? am?2'a g;, sin? am "a 


Gi 4d Gia —GK41) = 


i : ee 
A? am 2 a cos? am2 a A? am2 a cos? am 2 a 


=i (gi — Hi) 


, i — i-1 
» sin? am2 a g?x?sintam2 4 


’ ” ” 
Gi +1(Gi41 —Hi 41 )=—Hi4+0° —G ce a i—1_ 
cos? am2 a A? am2a A? am 2 acos? am2 a 
, ” 
; =H (Ji — H ) 
, ; i aie ane * 
Ri ‘ 2 x2sint?am 2 @ at g 7 sin ame @ 
Gita (Giti— Giri) = — Gi41 a ee oe 47 T 


i i s—! ;  i—! 
cos? am2 aA?am 2 a A? am2 aco am2 a 


= 9 (Gi —9G)- 
37* 
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Des relations ci-dessus il vient 
Giz” (Gira — Gir’? + G41? Gian” — Gi4iP +941? (Gi41—H41P 
= 9? (G9 — GY + 9? Gi — 9) +H? (Gi — 9). 
En y introduisant les coefficients 1;, mi, mi, liga, mit1, Mi+1 aU 
lieu des racines, on aura 
m1? — 344141 = m? — 31; . 
Des mémes relations on a 
Gir Gir’ Gira”? Gita — Fir) (Gite — Geri’)? Gis” — G41) 
= IG? 9°" (G9: — KY (GE — HP (GE — 9)? 
ou, ce qui revient au méme 
542? (40; 4.13 4 1 — Lig? my 4 1? — 180; 4.1 mj 4.10; 4.1 +4; 4 P+-2T 0; + 1) 
= n;* (4lin; — 12m? — 18l:mn; + 4m? + 27n?). 
Il suit des égalités obtenues, que Je nombre de différentes systémes 
1;, m:, ®; ne surpassera pas celui des solutions entiéres des équations 
Y? —3XZ=m* — 3ln 
7F(4X3Z— *YY?— 18XVYZ4+4¥°+4+ 2772) 
=n? (4h n — Pm? — 18lmn + 4m + 27n?). 
Ces solutions X, Y, Z ne peuvent étre qu’en nombre limité, 
comme l’a démontré M. Tehébychef lui-méme*), 


*) Journal de Mathém. Liouville 1864. p. 235. 


Verbesserung. 
In der Note auf Seite 560 ist zu lesen pag. 83 statt §. 

















Sur les formes quadratiques positives quaternaires. 


Par A. Korxie et G. ZoLorarerr. 


La recherche des limites précises des minima des formes quadra- 
tiques positives de déterminant donné, les variables étant des nombres 
entiers, présente des grandes difficultés et constitue un des points les 
plus importants dans la théorie de ces formes. Jusqu’a présent on ne 
connait les limites précises des minima que pour les formes binaires 
et ternaires. Dans nos efforts de trouver ces limites pour des formes 
avec un nombre plus grand des variables nous avons obtenu quelques 
résultats non sans importance pour la solution du probléme, que nous 
nous sommes proposé, résultats, que nous fairons connaitre dans un 
autre mémoire. 

Dans cette note nous allons nous occuper des formes quaternaires, 
et comme premier résultat de nos recherches nous allons démontrer 
la limite précise de leurs minima. II est trés-remarquable qu'elle suit 
immédiatement de la limite connue pour les formes ternaires. 


Soit 
: ‘—4,k=4 
/ = pa Aj KE HiME 
(a= 8, dant 
une forme quaternaire positive de déterminant’— D. 

Il est permis de supposer que le coefficient a,, soit le minimum 
de f, car dans le cas contraire on peut trouver une forme équivalente 
i f, qui satisfait & cette condition. 

Cela posé, considérons la forme 

ul 
I (X,, X;, X;, X;) 
qui se déduit de f par la substitution 
x, = X, + 1X, + mX, + nX, 
1, X, + m, X, + n, X, 
Ls 1, X, + m, X, + n, X, 
t= 1, X, + m,X, + n, X,. 


Lo 
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Les coefficients de cette substitution 1, m.... 
qui ne sont assujetties qu’a la seule condition 


. sont des entiers, 


L,, m,, % 
(1) l,, m,, 2.) = -+ 1. 
Is, Ms, Ms 
Il est évident, que le minimum commun a,, de f et F figure dans 
F comme le coefficient de X,’. 


Faisons dans /’ 
oD, 


en laissant les autres variables quelconques, et désignons par — A le 
déterminant de la forme ternaire 
F(X, X;, Xs, 0). 

Il est facile de voir que le minimum de cette forme est aussi a, ,, 
et par conséquent en vertu de la limite connue des minima des formes 
ternaires nous aurons 
(2) a; <V2h. 

Soient maintenant 

i i Yir Yoo Yar Ya 
les variables de la forme 
P (Yi Yor Ys» Ys) 
adjoimte a /, respectivement correspondantes a z,, x,, 2, %,, cesta 
dire, soit p (Y¥;, Yo, Ys, Y4) le produit Df (x,, x, %,, %,) transformé 
par la substitution: 
n=t7o,4= ion j oes th =47f. 
Le nombre A est representé*) par la forme gp en y faisant 
y¥, = 0 
Y2 = ml, — msl, 


S 
9 
| 


= ml, — ml, 
y¥, = ml, — ml, 
oti les quantités 
Ly by, Uy, 8), a, mM, 

ne sont assujetties qu’a la condition (1), & laquelle on peut évidemment 
satisfaire par le choix convenable de ,, ”., 3, si les nombres 

ml, — msl, 

ml, — ml, 

m,l, — m,l, 
n'ont point de diviseur commun. 


*) Mathematische Werke von Jacobi. 2. Band. — Hermite, premiére lettre sur 
Ja théorie des nombres. p. 223. 
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Nous disposerons de J, , 1,, 1, m,, m., m, de sorte que la forme 
ternaire 

P (9, Yo» Ys Ys) 
recoive la valeur minimum en y posant 

Y, = m1, —.mgl, 

Ys = ml, — ml; 

Y, = m1, — ml, . 

Cela est toujours possible en vertu du théoreme connu*), et les 
nombres ¥,, ¥3, Y, qui donnent le minimum de @ n’ayant point de 
diviseur commun, la condition unique pour les entiers 

Ly lo, Lg, my, My, Mz 
est satisfaite. 

Ainsi le minimum de 


(3) P (9 Yo» Ys» Ws) 
sera précisement la quantité A et par conséquent en ayant égard a 
ce que le déterminant de la forme (5) est — D?*a,,, il viendra 
(4) A< V2D°a,, : 

Les inégalités (2) et (4) donnent 

ayy < V4 D. 

La limite //4 J est précise, car il est le minimum de la forme 

positive 


/4 D [a1 + %_? + as + Hy? + yy + 4,3 + 4,5) 
de déterminant — D. 

Nous avons donc le théoreme suivant: On peut assigner aux 
variables de toute forme quadratique positive quaternaire de déterminant 
— D des valeurs entiers telles que la valeur de la forme ne surpasse 
point la quantité 

/4D, 
et il existe de telles formes dont les minima sont égaux a 


V4D. 


*) Gauss: Disquisitiones Arithmeticae, art. 279. 











Théoremes sur les groupes de substitutions. 


Par M. L. Sytow a FreperiksHALtp en Norvece. 


On sait que si lordre d’un groupe de substitutions est divisible 
par le nombre premier », le groupe contient toujours une substitution 
dordre n. Ce théoreme important est contenu dans un autre plus 
général que voici: ,,Si lordre d'un groupe est divisible par n*, n étant 
premier, le groupe contient un faisceau partiel d’ordre ne“. La dé- 
monstration méme du théoreme fournit quelques autres propriétés 
générales des groupes de substitutions. J’y ajouterai encore quelques 
propositions moins générales qui s’y ratachent ou qui en écoulent, 
dont quelques unes pourtant sont déja connues par un travail de 
M. E. Mathieu. 

Les notations et les termes employés sont ceux de M. C. Jordan. 

1. Si G est un groupe de substitutions dont l’ordre N est divisible 
par-le nombre premier ”, on sait que G contient une substitution 
dordre », mais nous pouvons supposer plus généralement qu’il con- 
tienne un groupe g dordre n*, dont par conséquent chaque substitution 
est d’un ordre diviseur de m*. Nous désignerons les substitutions 
de g par 

16,6,.... 
tandis que les substitutions de G en général seront désignées par 
eS ae , 

Enfin nous supposerons que G ne contient aucun groupe partiel 
dont Vordre est une puissance de » supérieure & n*. Or G@ contient 
toujours des substitutions permutables a g, savoir les substitutions de 
ce dernier elles-mémes, mais il est possible qu’il en coutient un nombre 
plus grand; en tous cas ces substitutions forment un groupe y, qui 
contient g, et dont lordre sera désigné par n*v; ce nombre est a son 
tour un diviseur de N; nous pouvons done faire: 

N=ntvh. 
Les substitutions du groupe y seront désignées par 


1g, Q...-.-- 
Les @ sont done comprises parmi les g, ainsi que celles-ci parmi les y. 
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Cela posé, nous allons d’abord démontrer que le nombre v doit 
étre premier & n. Soient #2, 7,.... les lettres que le groupe G 
permute entre elles, et soit y, une fonction rationnelle des x, invariable 
par les substitutions de g mais variable par toute autre substitution. 
Cette fonetion prend par les substitutions de y les v valeurs différentes 


YoU Yor+++Yr—1- 
Chacune de ces fonctions est invariable par les substitutions de g 
mais variable par toute autre substitution, En effet, si y, se déduit 
de y, par la substitution p,, y, est invariable par le groupe transformé 
de g par g,, mais variable par toute autre substitution; mais gm, étant 
permutable a g, le groupe transformé se confond avee g. Or si l'on 
opere dans les y les substitutions de y, on aura entre ces quantités 
un groupe y’ nécessairement transitif et isomorphe a y. Pour en avoir 
ordre il faut diviser celui de y par le nombre des substitutions @ qui 
nalterent aucune des y, c’est-i-dire par n*. Lrordre de y’ est done v. 
Si maintenant v était divisible par 2, y’ devrait contenir une sub- 
stitution dordre n; une substitution correspondante gm, de y devrait 
remplir la condition 
gp," = 6. 

Mais puisque g, est permutable a g, on voit que dans ce cas les sub- 
stitutions 6,,” formeraient un groupe d’ordre n*+' contenu dans 
G. Cela étant contraire & Vhypothése, on conclut que v est premier a n. 

Notons ici que les @ sont les seules substitutions de y dont les 
ordres sont des puissances de n. En effet, si m, est une substitution 
de y étrangere & g, les substitutions 6,9,” forment un groupe dont 
Yordre est égal & n*m, m désignant Vexposant de la puissance la 
moins élevée de gm, qui appartient 4g. Or on voit sans peine que 
les seules puissances de g, qui appartiennent a g sont celles dont les 
exposants sont des multiples de m, d’ow il suit immédiatement que m 
est un diviseur de lordre de g,. Si done Vordre de g, était une 
puissance de n, on aurait m= mn’, ce qui est impossible, le groupe 
des 0,9,” ne pouvant étre dordre n*+°. 

Le nombre  n’est pas’ non plus divisible par ». Pour le faire 
voir imaginons une fonction rationnelle des x invariable par les sub- 
stitutions de y, mais variable par toute autre substitution. Soit 2, 
cette fonction, et représentons par 


By By Bg eee + Pa—1 


les h valeurs quelle prend par les substitutions de G. Effectuons 
dans les zg les substitutions de g; par cela %, ne varie pas, mais 
chacune des autres z prend un nombre de valeurs qui est un diviseur 
de lordre de g, c’est-a-dire une puissance de ». Cette puissance ne 
peut se réduire a l’unité; si par exemple 2, était invariable par g 
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et que 2, se déduise de z, par la substitution y,, 2, devrait étre in- 
variable par le groupe transformé de g par ¥,—'; or, le seul groupe 
dordre n* contenu dans y étant g, ¥,—! devrait étre permutable a g, 
ce qui n’a pas lieu. Si donc on partage les fonctions ¢,....2,—1 en 
systémes, en réunissant ensemble celles qui se permutent entre elles 
par les substitutions de g, le nombre de fonctions contenues dans 
chaque systeme sera une puissance de ». Par conséquent le nombre 

h est de la forme np+1. Lrordre de g égale done la plus grande 

puissance de » qui divise lordre de G. Les résultats obtenus se 

résument ainsi: 

Théoreme I. Si n* désigne la plus grande puissance du nombre 

premier n qui divise Vordre du groupe G, ce groupe contient un autre 

g de Vordre n*; si de plus n*v désigne Vordre du plus grand groupe 

contenu dans G dont les substitutions sont permutables a g, Vordre de 

G sera de la forme n*v (np + 1). 

2. Evidemment g n'est pas le seul‘groupe d’ordre »* contenu dans 
, G, excepté seulement le cas p—=0O. Mais on pourrait demander si 
G en contient d'autres que g et ses transformés par les substitutions 
de G. Voila ce que nous allons rechercher. Soit gy’ un groupe d’ordre 
n* contenu dans G mais différent de g, et soient 
og 

ses substitutions. Effectuons ces substitutions dans les fonctions 2, 
et réunissons en systemes celles qui par cela s’échangent entre elles. 
Comme nous l’avons déja dit, le nombre des fonctions contenues dans 
chaque systeme doit étre un diviseur de n*; on doit done avoir une 
égalité de la forme 


mpti=xrt+tn+ne+:-- 

n*, n’, n°... désignant le nombre des fonctions contenues dans les 
divers systemes. Mais cela exige qu’au moins un des exposants 
abe... soit nul; en d'autres termes, il faut qu’au moins une des 
fonctions z soit invariable par toutes les substitutions de g’. Soit ¢; 
cette fonction, et supposons qu’elle se déduise de z, par la sub- 
stitution y. On z n’est invariable que par les substitutions y— ' Ma Vx; 
de plus o%—!Qavx est semblable & g,, et parmi les g, il n’y a que 
les 6 dont les ordres sont des puissances de ». Il faut done qu'on ait 
05 = Ye One 
pour toutes les valeurs de b. Le groupe g est done le transformé de 
g par Yr- 

Si dailleurs on remplace y, par g,%;, on a évidemment le méme 
groupe transformé. De l'autre coté y, ne peut étre remplacée que 
par g,y. En effet, si ’on a 
Yi- Oats = Yu 100 Vx 
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pour toute valeur de a, il s’ensuit 
VWs Oa die! = 
dot l’on conclut 
Wide ' = 
ou 
Yi = Pr Vx - 
On peut done énoncer ce théoreme: 

Théoréme II. Tout étant posé comme au théoréme précédent, le 
groupe G contient précisément np + 1 groupes distincts Wordre n*; on 
les obtient tous en transformant Tun quelconque Wentre cux par les 
substitutions de G, tout groupe étant donné par n*v_ transformantes 
distinctes. 

Par un raisonnement analogue on voit que tout groupe contenu 
dans G dordre n’, 6 étant moindre que @, est le transformé d'un 
groupe contenu dans g par une substitution de G, et quil y a au 
moins n*v manieres de l’obtenir par transformation. II est en effet 
possible qu'il y en ait plus, puisque de la relation 

YeYr— 10a Wyn? = O% 
on ne peut conclure 
Vy = Pr 
a’ moins qu'elle n’ait lieu pour toute valeur de a. 

3. Nous allons maintenant nous occuper du groupe g. Formons 
les transformées des substitutions 16,6,.-.. par une d’elles; comme 
par cela on ne fait que les reproduire dans un autre ordre, on a une 
substitution entre les substitutions @ elles mémes. Si on les trans- 
forme successivement par toutes les substitutions de g, on a un groupe 
de substitutions; cela résulte en effet immédiatement de l’identité: 

— 16, 16.6, 0, Sse (6.8,) ~ 16, (84.95) ° 

Le groupe entre les 6 qu’on obtient de cette maniére est nécessairement 
intransitif, la substitution identique au moins étant invariable par les 
transformations; mais il y a aussi d’autres substitutions invariables, 
comme nous allons voir. En effet on peut réunir en systemes celles 
des substitutions qui s’échangent entre elles par les transformations; 
cela fait, les transformations produiront un groupe transitif entre les 
substitutions de chaque systeme. Or le nombre de substitutions 6 
contenues dans un systéme est un diviseur de l’ordre du groupe cor- 
respondant; mais on voit par un raisonnement familier que l’ordre de 
ce groupe est égal 4 n* divisé par le nombre des transformations qui 
ne font varier aucune des substitutions du systeme considéré. Ainsi 
done le nombre de substitutions contenues dans chaque systeme est 
une puissance de ». La substitution identique étant invariable, on 
doit avoir une égalité de la forme 


nm@=1Llt+ne+tnh+-:-- 
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ot 1n*n’... sont les nombres des substitutions des divers systémes. 
Cela exige qu'au moins n —1 des exposants ab... soient nuls. Ilya 
S . . 
done dans le groupe g au moins » substitutions, y comprise la sub- 
stitution identique, qui sont invariables; en d’autres termes il y a 
dans g au moins » substitutions échangeables & toutes les substitutions 
du groupe. 
Or puisque, deux substitutions étant échangeables, leurs puissances 
? 5 ? 
le sont également, il y aura toujours parmi les substitutions échan- 
s , UY J I 
geables A toutes les autres une substitution dordre n. Soit 6, cette 
substitution, et soit y, une fonction rationnelle des x, invariable par 
? 0 ? 
6,’ mais variable par toute autre substitution, et représentons par 


Yo Yi Yo veers 
les n*~! valeurs quelle prend par les substitutions de gy. En effectuant 
dans les y les substitutions de g on aura entre ces fonctions un groupe 
isomorphe & g, dont Vordre est évidemment n*—'. En vertu de ce 
qui vient d’étre démontré ce groupe doit contenir une substitution 
dordre n échangeable & toutes les substitutions du groupe. Soit main- 
tenant 6, une substitution correspondante de g. LEffectuée n fois de 
suite 6, doit ramener toutes les y & leurs places primitives, done 

0," = 0,". 

De plus, si # désigne une substitution quelconque de g, 8, doit pro- 
duire entre les y la méme substitution que sa transformée par 4, c’est- 
a-dire, on a 

9-10, = 0,0, . 

Les substitutions 6,'0,* constituent évidemment un groupe d’ordre 
n®. Si maintenant on forme une fonction rationnelle des x invariable 
par les 6,'0,*, mais variable par toute autre substitution, et qu'on 
raisonne sur cette fonction, comme nous avons raisonné sur ¥, on 
voit que g doit contenir une substitution 6, qui remplit les conditions 

a” — 0°87 
B—10,3 = 0,°0,'0,. 


En continuant ainsi on démontre le théoreme suivant: 
Théoréme III. Si Vordre @un groupe est n*, n ctant premier, une 
substitution quelconque # du groupe peut étre exprimée par la formule 


o = 0,'0,40,!. .. Og—1" 


ou Fe «nt 
0," = 6," 
8," = 65°6,° 


85" = 0)70,°0,/ 
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et ou Con a a- 16,30 = 6, 

O- 10,3 = 0,70, 

o- 16,9 = 0,760,906, 

d- 10,9 = 0,°0, 56,70, 


On voit que les facteurs de composition du groupe sont tous égaux 
i m, nous pouvons done énoncer comme corollaire la proposition suivante : 

Si Vordre dune cquation algébrique est une puissance dun nombre 
premier, Véquation est résoluble par radicaux. 

Supposons que le groupe g soit transitif et que le nombre des 
lettres soit égal & n’. Dans ce cas la substitution que nous avons 
nommée 6, est réguliére, c’est-A-dire qu’elle déplace toutes les lettres, 
et que toutes ces cycles en contiennent un méme nombre; car autrement 
elle ne serait pas évidemment échangeable 4 toutes les substitutions 
du groupe. De plus le groupe sera imprimitif; en effet les substitutions 
remplaceront les lettres contenues dans un méme cycle de 6, par des 
lettres d’un méme cycle. Donec Il’équation le partagera par la réso- 
lution d’une équation de degré n*-* en né—* équations de degré n. 
Kvidemment les groupes de ces derniéres équations, ainsi que celui de 
l’équation auxiliaire, ne contiendront que des substitutions dont les 
ordres sont des puissances de ”; les équations de degré m seront par 
suite abéliennes. Donec: 

Théoréme IV. Si le degré Mune equation irréductible est n’, n 
ctant premier, et que Vordre de son groupe soit également une puissance 
de n, Vune quelconque de ses racines se déterminera par une suite de B 
équations abéliennes de degré n. 

Pour le cas » = 2 cette derniére proposition a été démontrée par 
M. J. Petersen (Om de Ligninger, der kunne léses ved Kvadratrod 
etc. Kjébenhavn 1871). 

Ces résultats peuvent méme étre généralisés. En effet, si ordre 
du groupe d’une équation est égal 4 n*m, m étant moindre que n, 
on a, en employant le théoréme I, p=0, m=v. Par suite toutes 
les substitutions du groupe sont permutables au groupe partiel que 
nous avons désigné par g. Le groupe se réduit done a g, si lon 
adjoint les fonctions que nous avofis désignées par yy,..., et qui 
sont les racines d’une équation dont Yordre et le degré sont égaux 
& m. Si done léquation auxiliaire est résoluble par radicaux, Véquation 
donnée l’est également. De 1a s’ensuit comme conséquence immédiate : 

Théoréme V. Si Vordre Mune céquation algébrique est 

N= 0, N,% Ny oy 
nn, n, n,.... tant premiers, si de plus on a 
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n> 1%NQBN™ « 
N, > M™N*. 2... 
Ny > 03%... 6 ' 

Véquation est résoluble par radicausx. 

4. De ce qui précéde on tire aussi une démonstration simple du 
théoreéme de M. E. Mathieu: Tout groupe transitif entre n*® lettres, 
n désignant un nombre premier, contient une substitution réguliére @ordre 
m. (Voir le journal de M. Liouville 1861.) 

Soit G un groupe transitif de degré n*m, et soit N son ordre. 
Or N est divisible par n*m; faisons donc 

N=nttimN’, 
N’ étant supposé premier 4 »; soit de plus G’ le groupe d’ordre né N’ 
qui contient les substitutions de G qui ne déplacent pas x). Maintenant 
G contient un groupe g d’ordre n*+?, et les substitutions de ce dernier 
qui ne déplacent pas x, forment un groupe g’, dont nous désignerons 
Yordre par »’. Or g’ est évidemment contenu dans G’, done on a 


y SB. 

Mais si l’on désigne par r le nombre des places qui sont succes- 
sivement occupées par z), quand on effectue toutes les substitutions 
de g, on a, comme on sait, 

rn’ = net+P 
done r>n*. 


Le nombre r est nécessairement une puissance de »; d’ailleurs ce 
qui vient d’étre démontré pour 2, a aussi lieu pour chacune des 2. 
Done chaque lettre prend par le groupe g un nombre de places qui 
est une puissance de » égale ou supérieure & *. 

Si maintenant on suppose m —1, on voit que g doit étre transitif. 
Cela étant, g doit contenir une substitution régulitre comme nous 
Yavons déja dit. Le théoreme est done démontré. 

Il y a un autre cas ot l'on peut également démontrer |’existence 
de substitutions régulitres. Supposons en effet «a —1 avec m <n. 
Puisque »? > mn, on conclut que chaque lettre prend par les sub- 
stitutioas de g précisément n places différentes. Si done m réunit dans 
un méme systéme les lettres qui s’échangent entre elles, on aura m 
systémes de m lettres chacun. Soit maintenant ¢ un cycle d’une sub- 
stitution de g, ¢ représentera une substitution circulaire des lettres 
d’un méme systeme. Or si une autre substitution de g fait subir aux 
mémes lettres un déplacement, ce déplacement ne sera autre chose 
qu’une puissance de c, car dans le cas contraire on pourrait des deux 
substitutions dériver une troisitme qui ne soit pas d’ordre n. Soit 
done 6 une substitution de g, on a 
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6 = ¢,¢,....¢, 
¢, désignant une substitution circulaire entre les lettres du k*"* systéme. 
Si maintenant + < m, le groupe g doit contenir une substitution 6, 
qui permute les lettres du (7 + 1)*™° systéme, et d’aprés ce qui vient 
d’étre dit on a 
@, == 6,9 6,9... CF Cpr repos. ss. Ce; 
les nombres dé... £€ pouvant étre nuls. On en tire 
070, = cPtIert?.. 62+ bea iGr4e. Ce. 


Or, puisque le nombre des systtmes est inférieur 4 m, on peut 
déterminer p de sorte qu’aucun des nombres p+ 0, p+e,...p+é& 
ne soit égal & zéro. On obtient ainsi une substitution ayant r+ s 
cycles. Si r-++s < m, on déterminera de la méme maniére une sub- 
stitution de g qui a plus de r+ s cycles; en continuant ainsi on 
finira par trouver une substitution réguliére. 

Théoreme VI. Une groupe transitif entre nm lettres, n ctant premier, 
et m <n, contient une substitution réguliére @ordre n. 

En vertu de ces deux théoremes tout groupe transitif entre un 
nombre de lettres moindre de 12 contient des substitutions réguliéres. 
Mais déji pour le degré 12 il existe des groupes transitifs qui en sont. 
dépourvus. Ainsi les substitutions du groupe dérivé de 


%® = (49%, %q) (HX, X5) (%_Xz Hy) 

0, = (324 %5) (Xp%yXz) (LyX yy 244) 

P = (Uy LyX yy Ly Ly Lz L,4) (Ly; X_ Xyq) 
sont semblables les unes 4 6,, les autres aux puissances de gm. Un 
autre exemple est le groupe dérivé de @, 0, et des substitutions suivantes 


(ay Wy %y) (pHs) (Xp%y Xz Hy) (Hy 449) 
(2p, Wg) (yy) (A's My, 2y,) (5 49) « 
Ces deux groupes sont d’ordre 72, et caractérisent des équations réso- 
lubles par radicaux. 
5. Considérons maintenant les groupes transitifs de degré premier. 
Soit » le degré, N Yordre du groupe. Puisque N est divisible par n 
mais non divisible par n?, on a 


N= nv (np + 1) 


Supposons les lettres rangées dans un ordre tel qu'une substitution 
circulaire du groupe est exprimée par 

@=|k k+ 1]; 
alors les substitutions permutables au groupe dérivé de @ sont de la 
forme 


|k ak-+ b| 
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Or ny est égal & Yordre de ce dernier groupe, done vy est égal au 
nombre des substitutions du groupe donné qui sont de la forme 
|k ak|; » est done un diviseur de » — 1. On a done ce théoreme: 

Théoreme VII. L’ordre dun groupe transitif entre un nombre 
premier de lettres est de la forme nv (np+ 1), o& nm est le degré, 
np -+ 1 le nombre des substitutions réguliéres essentiellement différentes, 
cest-d-dire, qui ne sont pas des puissances les unes des autres, et ot v 
est le nombre des substitutions de la forme |k ak|, une substitution 
circulaire queleonque ctant désignée par \|k k+ 1). 

Ces résultats sont en partie connus par les recherches de M. E. 
Mathieu, qui a démontré que le nombre des substitutions circulaires 
essentiellement différentes est de la forme np + 1, et qu'il y en a au 


moins =, un tel nombre pouvant étre déduit des |k k-+ b| en les 


transformant par les substitutions du groupe. Ce qu'il faut ajouter 
aux propositions de M. Mathieu pour avoir le théoréme ci-dessus c'est 
done que toutes les substitutions circulaires peuvent étre déduite de la 
maniére mentionnée, un point sur lequel M. Mathieu semble avoir 
conservé des doutes. 

Qu’on se rapelle ici ces deux propositions également dues a 
M. E. Mathieu: 

1) Si p> 0, v ne peut étre egal a 1. 
2) Sip >O, et que n soit de la forme 4h+ 3, v ne peut 
étre egal a 2. 

Etant donné l’ordre N d’un groupe transitif entre n lettres, notre 
théor¢me permet de déterminer le nombre des substitutions circulaires 
et le nombre des substitutions permutables au groupe dérivé d'une 
substitution circulaire. En effet », étant moindre que n, est com- 
pletement déterminé par la congruence 


- =v mod n; 
n 


et puis on a 


N 
np 1— —. 
p+ = 
fe 
Prenons pour exemple le groupe du degré *——.; q étant un nombre 
Db Db q ree 1 q 


premier, que lon peut déduire du groupe linéaire a 7 indices. Si r 
° ° . . : q-1 | 

est un nombre premier impair, i] peut arriver que - est un 

nombre premier. Faisons done 


q —1 


ela may 


G 1 . » » 
Nei €-d¢—-#)..-@-—¢-. 












vu 
ne 


es 
er 
st 
la 
ir 


m- 


re 


aun 
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Or on voit aisément que q est une racine primitive de la congruence 


2” = 1 mod n; 
par suite on a 


art g-?+...424+15 (¢—q) (¢—@’)...(4@—¢q-}). 


Si maintenant on fait 


I 


2=7=1, 


‘on obtient 
¢—-gd¢—?@)..-.¢-—¢-)=Fr. 
N 


n 


c’est-a-dire 


s 


Si done on choisit les indices de sorte qu'une substitution circulaire 
est représentée par |k /&-+ 1], le groupe contiendra r substitutions 
de la forme |k ak| savoir les |k g‘k|; le nombre des substitutions 


r 
circulaires essentiellement différentes sera 4 = 4 gr —q?)...(¢—Y~)- 


La formule N = nv (np + 1) réduit considérablement le nombre 
des diviseurs du produit 2.3....m propres 4 désigner l’ordre d’un 
groupe transitif. Si par exemple on fait n =7, v doit étre égal a 6 
ou & 3, excepté pour les équations résolubles par radicaux. Mais s'il 
existe un groupe dordre 7(7p-+ 1) 6, il y en a aussi un d’ordre 
7 (7p + 1)3 contenant celles des substitutions du premier groupe qui 
équivalent 4 un nombre pair de transpositions. Pour avoir les valeurs 
de Tp + 1 il suffit done d’examiner le cas n =3; done Tp +1 doit 
étre un diviseur du nombre 2. 5. 4.3, et par conséquent égal 4 un des 
nombres 1, 2°, 5. 3, 5. 3. 23, dont le troisieme doit étre rejeté, 
puisqu’il n’y a pas de groupe d’ordre 5. 3 entre 6 lettres. Pour n= 11 
il n’y aura que 15 cas & examiner ete. 

Examinous maintenant la composition des groupes en question. 
Soient done G et H deux groupes transitifs, et soit G contenu dans 
H et permutable a ses substitutions. Soit de plus n (np + 1) v iordre 
de G, et désignons par 6,6, ...,, ses substitutions circulaires essen- 
tiellement différentes. G contient done les np + 1 groupes d’ordre n: 
0)”, 0,”,... On)”. Si Von transforme ces groupes par une substitution 
circulaire queleonque de H, qui sera désignée par 6’, on doit les re- 
produire dans un autre ordre; on a done une substitution entre les 
np + 1 groupes. Mais on voit sans peine que si un groupe 0, nest 
pas invariable par la transformation, i! doit faire partie d’un cycle de 
n groupes. Done au moins un des groupes est invariable par la 
transformation. Si nous supposous que c’est 0,”, ce groupe est permu- 
table & 6’, d’ot l’on conclut 

0 = 0,°. 
En effet, si l’on choisit les indices de sorte que 
Mathematische Annalen, V, 
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®&=—|k k+1|, 
il n’y a parmi les » (w — 1) substitutions |k ak-+ b|, seules permu- 
tables & 6,7, que les |k k-+ b| qui sont d’ordre nm. Toutes les sub- 
stitutions circulaires de H font done partie de G. 
Réciproquement, si G et H contiennent les mémes substitutions 
circulaires et que H contienne G, H est composé avec G. Soit tou- 
jours x (np + 1) wv ordre de G, celui de H sera n(np+ 1) vv, », 


étant un diviseur de “—*-. Les substitutions de la forme |k ak| con- 





tenues dans H sont les puissances d'une seule d’entre elles; désignons 
celle-la par g; celles qui appartiennent 4 G seront par conséquent les 
puissances de g”. Or il est facile & voir que H dérive des substi- 
tutions 6, 6,... 9». En effet le groupe dérivé de ces substitutions 
est contenu dans H; de l'autre cété son ordre ne peut étre moindre 
que » (np + 1) vv,, puisqu’il a xp + 1 substitutions circulaires et vv, 
substitutions |k ak|. De méme G@ dérive des substitutions 6, 6, . 
On» —”. G est done permutable aux substitutions de H, s'il est per- 
mutable & gm. Or cela a lieu, car premierement les transformées de 
0, 9, ... Op» par m sont des substitutions circulaires appartenant & H 
et par suite & G; secondement gp” est échangeable a g. 

Ainsi nous avons démoniré le théoreme suivant: 

Théoreme VIII. Pour qwun groupe transitif de degré premier soit 
composé avec un groupe partiel, il faut et il suffit que le second groupe 
posséde toutes les substitutions circulaires du premier. 

Soit donnée une équation dont le groupe est H. Si l’on forme 
une fonction des racines invariable par les substitutions de G, mais 
variable par toute autre substitution, elle sera évidemment racine d’une 
équation abélienne de degré v,. En adjoignant cette fonction on réduit 
le groupe de l’équation a G. 

Si done une équation irréductible de degré n est composée, elle 
devient simple par l’adjonction de la racine d’une équation abélienne, 
dont le degré est un diviseur de » — 1. 

En supposant p= 0, on retombe sur une propriété connue des 
équations résolubles par radicaux. 




















Ueber die simultanen Invarianten binarer Formen. 


Von Paut Gorpan in GIESSEN. 


An mehreren Orten habe ich gezeigt, dass sowohl die Invarianten 
(resp. Covarianten) einer binéren Form als auch die simultanen In- 
varianten mehrerer solcher Formen durch eine endliche Anzahl Inva- 
rianten als ganze Functionen ausdriickbar sind. Das System dieser 
letzteren nannte ich vollstiindig (vgl. Clebsch, Theorie der biniren 
Formen, Leipzig 1872.), weil die simultanen Invarianten seiner Formen 


sich als ganze Functionen derselben ausdriicken lassen. 


Einer der wesentlichsten Satze, welche die Vollstaindigkeit der 

Formensysteme begriinden, ist der folgende: 
»Bilden die Formen: 

Ses Mace need A, und B,, B,..... B, 
vollstiindige Formensysteme, dann giebt es eine endliche Anzahl 
threr simultanen Invarianten (resp. Covarianten), durch welche 
alle tibrigen als ganze Functionen ausdrickbar sind.“ 

Dieser Satz lehrt, dass, wenn einzelne binire Formen endliche 
Invarianten-Systeme besitzen, ein Gleiches fiir ihre simultanen Inva- 
rianten stattfindet. Ich beabsichtige hier einen neuen einfacheren 
Beweis fiir denselben zu geben, welcher, wie ich in einem spiteren 
Aufsatze zeigen werde, die Ausdehnung auf terndre Formen gestattet. 


§ 1. 
Symbolische Produkte. Anordnung. Reducible und aequivalente Formen. 
Ich will die gegebenen Formen A; und B; symbolisch durch: 


™; ™; 
A; = Qin * = Mijje*s+-s- 
, et a 
bezeichnen; ihre Grade sind dann die Zahlen: 
? 
M0, Mg + + My, My, May +e + Ny5 
die grésste derselben sei n. 
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Die simultanen Invarianten lassen sich durch symbolische Pro- 
dukte darstellen, in denen nur die Symbole a und b der Formen A 
und B vorkommen, welche somit aus symbolischen Factoren: 

dz, be, (aa’), (bb'), (ad) 
zusammengesetzt sind. 

Diese symbolischen Produkte sollen nach der Anzahl der in ihaen 

auftretenden Klammerfactoren 

(aa) (bb’) (ab) 

so geordnet werden, dass zuerst die Formen A und J selbst zu stehen 
kommen; ihnen folgen die symbolischen Produkte P, welche nur einen 
Klammerfactor enthalten; dann die mit zwei solchen Factoren be- 
hafteten u. s. w. Die in dieser Anordnung friiher auftretenden symbo- 
lischen Produkte will ich friihere Formen nennen. Symbolische Pro- 
dukte, welche durch friihere Formen als ganze Functionen ausdriickbar 
sind, mégen reducibel heissen; zwei symbolische Produkte nenne ich 
diquivalent, deren jedes durch das andere und friihere Formen aus- 
driickbar ist. 

In diesem Sinne lassen sich alle simultanen Invarianten durch die 
irreducibeln Formen als ganze Functionen ausdriicken; es handelt sich 
also nur darum zu zeigen, dass die Anzahl der irreducibeln endlich 
ist. In dem System der irreducibeln Formen darf man jede Form 
durch eine fiquivalente ersetzen, ohne seinen Charakter als solches 
zu verletzen. 


§ 2. 
Symbolische Produkte, welche einen der Faktoren (aa’) oder (b)’) besitzen. 


Um die irreducibelu Formen zu erhalten muss man alle reducibeln 
ausscheiden; hierhin gehdren alle diejenigen symbolischen Produkte, 
welche entweder einen Factor (aa’) oder (bb’) enthalten. Es geniigt, 
den Beweis fiir die einen Factor (aa’) besitzenden zu fiihren, da sich 
das Verfahren auf die iibrigen, in denen ein Factor (bb’) vorkommt, 
iibertragen lisst. Es soll also der Satz bewiesen werden: 

»Enthilt ein symbolisches Produkt P den Factor (aa’), dann 
liisst es sich auf friihere symbolische Produkte zuriickfiihren.“ 

Beweis. Die in dem Klammerfactor (aa’) auftretenden Symbole 
a und a mégen den Formen: 


A=a, , A’ =a; 
entnommen sein. Das symbolische Produkt: 

= (aaa ~*a's—* 
ist eine Form mit 2 Reihen Variabler x und y und kann daher (vgl. 
Clebsch § 7) als Aggregat von Polaren anderer Formen: 
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: dargestellt werden. Diese letzteren sind simultane Invarianten der 
Formen A, also da das System derselben vollstindig ist, ganze Func- 
tionen der A. Ihre Polaren sind daher auch ganze Functionen der 
Polaren der A und somit ist auch F' eine ganze Function solcher 
Polaren. Ein Gleiches kann man von dem symbolischen Produkte: 

n 

PF, = (aa')as,@z,....- Ge Gy Me, - + Ga 
beweisen, worin die x; und y; belicbige Variable bedeuten. 

n Aus F’, entsteht aber das symbolische Produkt P dadirch, dass 

n man Factoren a,, und Ay, passend durch Factoren: 

Gz} Ue; (aaj); (a’a;) ; (ab) ; (a’d) 

o- ersetzt und sodann mit einem keines der beiden Symbole a a’ ent- 

ar haltenden symbolischen Factor multiplicirt. 

-h Dieselben Operationen kann man in dem angedeuteten Ausdrucke 

s- von F” ausfiihren, in welchem F als ganze Function der Polaren der 
Formen A dargestellt wurde. In dieser Darstellung von F” treten gar 

ie keine Klammerfactoren auf; man erhilt also dann auch fiir P ein 

h Aggregat symbolischer Produkte, welche mindestens k symbolische 

h Factoren weniger als P enthalten. Somit ist P reducibel. 

m 


. § 3. 

Symbolische Produkte (P) und ihre Aequivalenz. 

Man kann nach dem vorigen Satze alle symbolischen Produkte, 
n. welche einen der Factoren (aa’), (bb’) besitzen, als reducibel aus- 


scheiden und braucht von jetzt an nur noch die symbolischen Pro- 
dukte zu untersuchen, in denen nur die Factoren: 


e, 

t, dz, bz, (ab) 

h vorkoramen; ich will sie durch (P) bezeichnen. 

t, Die symbolischen Produkte (P) sind keineswegs von einander un- 


abhiingig; vielmehr kann man sie mittelst der bekannten Identititen: 
a’, (ab) = az (ab) + bz (aa’); bi (ab) = bz (ab’) — az (b0’) 


le auf einander zuriickfiihren. Ersetzt man in einem Produkte (P) den 
Factor a‘, (ab) durch seinen Werth aus der ersten Identitat, dann 
erhilt man die Summe zweier symbolischen Produkte, welche dieselbe 
Anzahl Klammerfactoren wie P besitzen und von denen das letztere 
nach § 2 reducibel ist. Hieraus folgt der Satz: 

»Ersetzt man in einem symbolischen Produkte (P) einen 
symbolischen Factor a’, (ab) durch az (a'b) oder einen symbo- 
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lischen Faktor b;, (ab) durch b, (ab’), dann erhdlt man eine 
diquivalente Form.“ ; 

Von jedem symbolischen Produkte (P) aus kann man durch mehr- 
fache Anwendung dieser Operation zu jedem andern symbolischen Pro- 
dukte gelangen, welches dieselben Symbole und eine gleiche Anzahl 
von Klammerfactoren besitzt. Hieraus folgt der Satz: 

»Zwei symbolische Produkte (P) sind dquivalent, wenn sie 
gleichviel Klammerfactoren besitzen und wenn in thnen die- 
selben Symbole vorkommen. “ 


§ 4. 
Criterien der Reducibilitét. Charaktere. Zahlensystem S. 


Diejenigen symbolischen Produkte (P) sind reducible, fiir welche 
iiquivalente Formen existiren, welche wirkliche Produkte (P,) . (P,) 
von Formen (P,) und (P,) niedrer (nicht O'') Ordnung in den Coeffi- 
cienten sind. Dieser Fall tritt dann ein, wenn ein symbolisches Pro- 
dukt (P,) existirt, welches nur in (P) vorkommende Symbole enthilt 
und bei welchem weder die Anzahl der symbolischen Factoren a, noch 
die der Factoren 6b, noch die der Factoren (ab) grisser als in (P) 
ist, wihrend mindestens eine dieser Zahlen kleiner als in (P) ist. 

Um die Begriffe schirfer zu fixiren, will ich folgende Beziehungen 
einfiihren. — Die Anzahl der verschiedenen in (P). auftretenden Sym- 
bole, welche die Form A, darstellen, soll durch h, bezeichnet werden; 
desgleichen die Anzahl der verschiedenen die iibrigen Formen: 


Mn Me sie «, Migig Bg g Be. oo Me 
darstellenden Symbole durch: 
Ra, hy... Ry, by, hy... by 
endlich die Anzahl der Factoren: 
az, bz und (ab) 
durch N,, N, und m. Diese Zahlen 
By = « My ys oe, Bas Moy 


nenne ich die Charaktere der Form (P), zwischen ihnen bestehen die 
Relationen : 


(1) N, + m=hym, + hom, ... hymy 
N,+m=kn, + hn... .kyny 
Jedem Zahlensystem h,..... m, welches diese Relationen befriedigt, 


entsprechen eine Anzahl symbolischer Produkte (P), deren Charaktere 
diese Zahlen sind; alle diese symbolischen Produkte sind nach § 3 
iiquivalent. 












a i, a see 
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Ist das symbolische Produkt (P) reducibel, dann giebt es ein 
symbolisches Produkt (P,), dessen Charaktere nicht grésser sind als 
die entsprechenden von (P), wihrend mindestens einer der Charaktere 
von (P,) kleiner ist, als der entsprechende von (P). Hieraus folgt 
der Satz: 









































»Hin symbolisches Produkt (P) ist reducibel wenn ein 
Zahlensystem : 


hy’, Ay .. Rely Be , MY, Ny, 
existirt, welches die Formeln befriedigt: 
N,’ oe mm = Chi m;; N,’ a nm = Lk n; 


und in welchem keine Zahl grisser und mindestens eine Zahl 
kleiner ist, als die entsprechenden Charaktere von (P)*. 
Solche Zahlensysteme will ich Zahlensysteme S nennen. Kin sym- 
bolisches Produkt (P) ist mithin reducibel oder nicht, je nachdem fir 
dasselbe ein Zahlensystem S existirt oder nicht. 


§ 5. 
Schluss vou » auf ~-+ 1. Symbolische Produkte Q und R. 


Die’ symbolischen Produkte (P) kann man je nach den Formen 
A, B, deren Symbole in ihnen auftreten, in Gruppen eintheilen. Die 
einzigen symbolischen Produkte (P), bei denen nur eine dieser Formen 
durch Symbole vertreten ist, sind die Formen A, B selbst. In die 
2e Gruppe gehéren sodann die symb. Produkte (P), bei welchen 2 der 
Formen A, B durch Symbole vertreten sind; in die 3'° Gruppe die- 
jenigen bei denen es 3 sind u. s. w., in die letzte Gruppe endlich die 
symb. Produkte (P), in denen Symbole simmtlicher u + v Formen 
vorkommen. — Soll die Anzahl simmtlicher irreducibler Formen 
endlich sein, so muss dies auch fiir jede dieser Gruppen der Fall sein; 
befinden sich umgekehrt in jeder Gruppe eine endliche Anzahl irre- 
ducibler Formen, dann ist auch die Anzahl aller irreducibler Formen 
(P) endlich. — Beim Beweise dieses Satzes fiir jede solche Gruppe 
kann man voraussetzen, er gelte bereits fiir die friiheren Gruppen. ~~ 
Hier wollen wir unsern Satz fiir die letzte Gruppe beweisen, also 
voraussetzen, er sei fiir die friiheren Gruppen bewiesen. Hieraus folgt 
dann seine allgemeine Giiltigkeit. 

Ich will die Formen (P) in zwei Arten Q und F eintheilen; zur 
crsteren rechne ich diejenigen, bei denen mindestens einer der Cha- 
raktere h, k etwak, <n ist (n ist im § 1 als grésster der Exponenten 
m;, n; definirt), zur zweiten die Formen (P), deren simmtliche Cha- 
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raktere h, k grésser als n sind. — Von den Formen 2 behaupte ich, 
dass sie sich auf eine endliche Anzahl reduciren lassen, von den 
Formen R, dass sie reducibel sind. 


§ 6. 
Die Formen Q sind Formen K aquivalent. Die Anzahl der irreductibeln 
K ist endlich. 


In dem symbvlischen Produkte treten k = i, <n verschiedene die 
Form B, darstellende Symbole auf, ich will sie durch: 


ae Sree 


"k 


allgemein durch b, bezeichnen. Ersetzt man in Q nach Weglassung 


der symbolischen Factoren },, die Klammerfactoren (ab,) durch az, 
dann erhilt man ein symbolisches Produkt G, welches keines der 
Symbole b, enthiilt. 

Nach der § 5 gemachten Voraussetzung ist die Anzahl der nur 
die iibrigen Symbole enthaltenden irreducibeln Formen (P) endlich. 
Bezeichnet man dieselben durch: 

C, ? 


a 


dann ist nach § 4 G einer dieser Formen oder einem Produkte: 
TWa=C,.C,... 


fiquivalent. Ersetzt man in TT eine passende Anzahl Factoren a, 
durch (ab,) und multiplicirt man sodann mit den ergiinzenden Fac- 
toren b,,,, dann entsteht ein symbolisches Produkt k, welches nach 
§ 3 dem symbolischen Produkte @ iiquivalent ist. — Hieraus folgt 
der Satz: 
»Alle symbolischen Produkte Q sind symbolischen Produkten 
K dquivalent, welche aus Formen C und ihren Produkten ent- 
stehen, indem man Factoren a, durch (ab,) ersetzt und mit er- 
gdnzenden Factoren b,,. multiplicirt.“ 
In den Formen K kommen h, = h verschiedene Symbole der Form 
B, vor; jedes dieser Symbole kommt », Mal vor, mithin existiren in 
K h.n, symbolische Factoren, welche ein Symbol }, enthalten. Die 
Anzahl der Klammerfactoren (ab,) ist daher nicht. grésser als h. n, 
mithin kleiner als »?. Aus den Produkten TT, welche mehr als n? 
Factoren haben, entstehen daher Formen K, welche Factoren C be- 
sitzen, also reducibel sind. Die *irreducibeln Formen K dagegen ent- 
stehen aus Produkten TT von weniger als n? Factoren, ihre Anzahl ist 
also endlich. 
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§ 7. 
Reducibilitat der Formen R. 


Aus der zwischen den Charakteren eines symb. Produktes R be- 
stehenden Relation (§ 4. °F. I): 
N, + m=h,m, + hym,... hyity 
ergiebt sich nach den iiber die Formen R gemachten Voraussetzungen 
die Formel: 
N, + m=>(1 + n) (m, + m, +... my) 
und hieraus mindestens eine der Ungleichungen: 
N,>m, oder m>nm, > m,n, 
Fiir N, > m, ist das Zahlensystem: 
h, =1; h,’ =h,...h, =k, =...k,’ =0; N,=m,; N,=m=0 
fiir m > m,n, das Zahlensystem: o 
hy =n, ; k=, ; hy’ =... hyak,’ ... «ky =0; Ns = N, = 0; mmm, 2, 
ein Zahlensystem S. (§ 4). In beiden Fallen ist also R reducibel. 
Der Beweis, dass in dem combinirten Systeme der Formen A, B 
uur eine endliche Anzahl irreducibler Formen vorkommt, dass also 
dies combinirte Formensystem ein endliches ist, ist damit geliefert. 


Giessen, den 8. April 1872, 








Ueber die Elementargesetze der Krafte elektrodynamischen 
Ursprungs*). 


Von Cart Neumann in Lerpzia. 


Befindet sich -ein System ponderabler Kérper in beliebiger Be- 
wegung, wihrend gleichzeitig im Innern eines jeden irgend welche 
elektrische Vorgiinge stattfinden, so werden die in Betracht kommenden 
Kriifte nach ihrem Ursprung (d. i. nach ihrer Entstehungsweise) einzu- 
theilen sein in 


(a) ordiniire, 
(b) elektrostatische, 
(c) elektrodynamische, 


wobei als ordinire Kriifte alle diejenigen bezeichnet sein sollen, 
welche den ponderablen Massen inhiirent sind, ferner als elektro- 
statische alle diejenigen (theils ponderomotorischen theils elektromo- 
torischen) Krifte, welche herriihren von den elektrischen Ladungen, 
endlich als elektrodynamische alle diejenigen (wiederum theils 
ponderomotorischen theils elektromotorischen) Kriifte, welche herriihren 
von den elektrischen Strémungen. 

Es handelt sich hier vorzugsweise um die Kriifte (c), also um die 
Kriifte elektrodynamischen Ursprungs. 
(ex) Das ponderomotorische Elementargesetz 
dieser Kriifte (c) ist bekanntlich schon von Ampére aufzustellen ver- 
sucht worden. Sodann ist spiiter 
(ex) das elektromotorische Elementargesetz 
dieser Kriifte von Weber zu eruiren versucht worden. Doch unterliegt 
es keinem Zweifel, dass wir, trotz der eben genannten grossartigen 
und Epoche machenden Arbeiten, von einer endgiltigen Kenntniss 
jener beiden Gesetze noch immer weit entfernt sind. Ebenso wenig 
kann andrerseits bezweifelt werden, dass die definitive Feststellung 


*) In etwas veriinderter Form wiederholt aus den Sitzungsberichten der 
KGnigl. Siichs. Ges. der Wiss. vom 3. August 1872. . 
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jener beiden Gesetze eine der wichtigsten Aufgaben ist, welche im 
ganzen Gebiete der Physik unserer gegenwiirtigen Zeit vorliegen, 
Dieser Aufgabe sind die nachfolgenden Zeilen*) gewidmet. 

Zunichst wird in § 1. die Frage erértert werden, ob fiir das 
Gesetz (cz) ein Potential existiren kann. Sodann soll in § 2. ein 
betrachtender Blick geworfen werden auf diejenigen Arbeiten, welche zur 
Entdeckung der Gesetze (cx) und (cy) bisher unternommen worden 
sind. Endlich soll in § 3. gezeigt werden, dass ein ziemlich sicherer 
Weg existirt zur Auffindung des Gesetzes (cy), sobald man das Gesetz 
(cx) als bekannt voraussetzt, niimlich als feststehend betrachtet in der 
demselben von Ampére gegebenen Fassung. 


2 § 1. 
Ueber die Frage, ob ein Potential existiren kann fiir die ponderomo- 
torische Einwirkung einzelner elektrischer Stromelemente auf einander. 


Sind A und B zwei Drahtringe, welche durchflossen sind von 
gleichformigen**) elektrischen Strémen J, und J,, so wird das Potential 
P der beiden Stromringe auf einander — nach der von meinem Vater 
gegebenen Definition — dargestellt sein durch 
(1) Pm — AS, EE (CEE ty LF eee) Ds, Ds, 
die Integration 2X ausgedehnt gedacht iiber alle Elemente Ds, und 
i Ds, der beiden Ringe. Dabei bezeichnet r die gegenseitige Ent- 
4 fernung der Elemente Ds,, Ds,; ferner haben «, &,, @, die be- 
kannten- Bedeutungen: 

e=(Ds,, Ds), %=(Dy, 7), 4 =(Ds,, 1), 
wo die Richtung r gerechnet sein soll von Ds, nach Ds, hin. End- 
lich repriisentiren A? und k zwei Constanten, von denen die letztere 
ad libitum gewiihlt werden darf, weil das Integral 


“ 


7 : ) cost 
- DP» (= P 3 So Ds, Ds, 
r a 


jederzeit Null ist, wie beschaffen die beiden Ringe hinsichtlich ihrer 
Form und relativen Lage auch sein mégen. Diese Definition des Po 
tentiales P zu Grunde gelegt, gilt folgender Satz: 





*) Es sind diese Zeilen als ein Auszug zu betrachten aus einer umfangreichen 
Untersuchung, welche demniichst als separates Werk in der Teubner’schen Ver- 
lagsbuchhandlung erscheinen wird unter dem ‘Titel: ,,Die elektrischen Krafte.“ 

**) Der in einem Drahté vorhandene elektrische Strom mag gleichformig oder 
ungleichformig genannt werden, jenachdem die Stromstiirke nur eine Function de 

% Zeit, oder aber eine Function von Zeit und Bogenliinge ist. 
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Befinden sich die Stromringe A, B in beliebiger Bewegung, so 
wird die wihrend eines Zeitelementes dt von B auf A ausgeiibte 


ponderomotorische Arbeit dS , dargestellt sein durch: 


(2) asi——(F dx+Zav+--), 


vorausgesetzt, dass man unter 2, a’, .... irgend welche Parameter 
versteht, durch deren Werthe die riiumliche Lage des Ringes A sich 
bestimmt mit Bezug auf ein absolut unbewegliches Axensystem, ferner 
unter dz, da’,.... die Zuwiichse dieser Parameter wiihrend der Zeit dt. 

Oder kirzer ausgedriickt: Fiir jedes Zeitelement ist die vom Ringe 
B auf den Ring A ausgeiibte ponderomotorische Arbeit gleich dem nega- 
tiven partiellen Zuwachs des Potentials P, genommen nach der riium- 
lichen Lage von A. 

Dieser Satz ist durch eine leichte Verallgemeinerung- aus den- 
jenigen Siitzen hervorgegangen, welche von meinem Vater aufgestellt 
worden sind, speciell mit Bezug auf parallel fortschreitende oder drehende 
Bewegungen. 

Das Potential P (1) kann so dargestellt werden: 

(3) =Z2 pDs,Ds,, 
wo alsdann p definirt ist durch die Formel: 


(4) pDs, Ds, Son ie BIyd, (tee cose 4 i—* on Py one) Ds »Ds,. 


Andererseits kann die Arbeit dS % dargestellt werden durch: 

(5) dS 4 = ZzadS,', 

wo alsdann dS,!' diejenige Arbeit vorstellt, welche ein cinzelnes Element 
Ds, des Ringes B ausiibt auf ein einzelnes Element Ds, des Ringes A. 


Durch Substitution der Werthe (3), (5) gewinnt der oben genannte 
in (2) enthaltene allgemeine Satz folgende Gestalt: 


(6) 2zd8——2E(H dx 4 B dx’ + ....) Ds, Ds. 


Die von B auf A ausgeiibte Arbeit ist also — kénnen wir sagen — 
von solcher Beschaffenheit, als wiirde von jedem einzelnen Element 
Ds, auf jedes einzelne Element Ds, eine Arbeit dS,' ausgeiibt von 
dem Werthe: 


(7) d8,' = — (2 dx + 82, dx’ +--+) Ds,Ds,, 
ret e(pDs, Ds,) P ers 
me Bae DH) ig 4 CPt PO) ax’ 4...) 


Jene friihere Formel (2) ist zu bezeichnen als ein fiir zwei gleich- 
formige Stromringe giiltiges Integralgesetz; andererseits wird die Formel 
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(7) zu charakterisiren sein als ein aus diesem Integralgesetz, durch 
Repartirung auf die einzelnen Elementenpaare, sich ergebendes 
Elementargesetz. 

Selbstverstiindlich ist ein solcher Process der Repartirung vom 
mathematischen Standpunkte aus vollig unberechtigt, ebenso unbe- 
rechtigt, als wollte man aus einer gegebenen Gleichung a + b= a + B 
den Schluss ziehen, dass a = @ und b = # sein miisse.* Auch wiirde 
die Formel (7) ein Elementargesetz reprisentiren, welches, wie leicht 
zu tibersehen, mit dem Ampére’schen Elementargesetz in Wider- 
spruch steht. 

Doch kénnte man die Dinge von einem andern Standpunkte aus 
betrachten. Man kénnte nimlich behaupten, wirklich durch Erfahrung 
constatirt sei das Ampére’sche Elementargesetz keineswegs, sondern 
nur das ans diesem sich ergebende, durch (2) angedeutete, Integral- 
gesetz. Demgemiiss habe jedes andere Elementargesetz, falls dasselbe 
nur ebenfalls hinleite zu jenem Integralgesetz (2), gleiche Berechtigung 
wie das Ampére’sche. Der Acceptirung des durch (7) ausgedriickten 
neuen Elementargesetzes an Stelle des Amp ére’schen stiinde also kein 
Bedenken entgegen; iiberdiess falle zn seinen Gunsten noch der Um- 
stand ins Gewicht, dass dasselbe, dem Ampéeére’schen gegeniiber, den 
Vorzug habe, vertriiglich zu sein mit der Existenz eines elementaren 
Potentiales; denn dieses neue Elementargesetz (7) einmal acceptirt, sei 
offenbar der Ausdruck pDs,Ds, nichts Anderes als das Potential der 
Elemente Ds, und Ds, aufeinander. : 

Auf solche Empfehlung hin, mag nun das proponirte neue Ele- 
mentargesetz (7) einer genaueren Betrachtung unterworfen werdeu. 
— Der Ausdruck pDs,Ds,, (4), ist abhiingig von den Orten, zu- 
gleich aber auch von den Richtungen der Elemente Ds,, Ds,. Jenem 
neuen Elementargesetz (7) zufolge ist daher die ponderomotorische 
Kinwirkung dieser beiden Elemente auf eimander von solcher Art, dass 
durch sie eine gewisse (niimlich von Null verschiedene) Arbeit z. B. 
auch dann verrichtet wird, wenn das eine Element fest aufgestellt, 
das andere aber in Umdrehung versetzt wird um seinen eigenen 
Mittelpunkt. Mit anderen Worten: Jenem Gesetze (7) zufolge besteht 
die ponderomotorische Kinwirkung zweier Stromelemente aufeinander 
nicht nur in gewdhnlichen promovirenden, sondern daneben noch in 
gewissen revolvirenden Kriften*). 


*) Man unterscheidet zwischen translatorischen Kriiften einerseits und zwischen 
Koppelkraften oder Drehungsmomenten andererseits. Es mag mir hier der Be- 
quemlichkeit willen gestattet sein, die erstern als promovirende Krdfte oder kiirzer 
als Promoventen, die letztern als revolvirende Krdfte oder kiirzer als Revolventen 
zu bezeichnen. 
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Im héchsten Grade bedenklich miisste es wohl sein, wenn man 
irgend ein Elementargesetz adoptiren wollte, welches in Widerspruch steht 
mit dem allgemeinen Princip der Action und Reaction. Zu unter- 
suchen ist daher, ob jene durch das Elementargesetz (7) zwischen 
zwei elektrischen Stromelementen Ds,, Ds, indicirten Promoventen 
und Revolventen den Anforderungen dieses Princips Geniige leisten, 
ob diese Promoventen und Revolventen von~soleher Beschaffenheit 
sind, dass eine gegenseitige Zerstérung derselben eintritt, sobald die 
beiden Elemente starr mit einander verbunden gedacht werden. Eine 
derartige Untersuchung lisst sich leicht anstellen und fiihrt zu folgendem 
Ergebniss: 

Sollen die durch das neue Elementargesetz (7) zwischen irgend zwei 
elektrischen Stromelementen indicirten ponderomotorischen Promoventen 
und Revolventen dem allgémeinen Princip der Action und Reaction ent- 
sprechen, so ist erforderlich und ausreichend, dass der bisher unbestimmt 
gelassenen Constanten k der Werth + 1 zuerkannt werde. Die Con- 
stante k in dieser Weise einmal festgesetzt, gewinnen iibrigens jene 
Promoventen und Revolventen eine sehr einfache Orientirung, indem 
die erstern zusammenfallen mit der Verbindungslinie r der betrachteten 
Elemente Ds,, Ds,, und die letztern senkrecht zu stehen kommen 
gegen die mit Ds,, Ds, parallele Ebene.*) 

Der Annahme des Gesetzes (7) scheint also kein Hinderniss ent- 
gegenzustehen. Wiirde doch auch die damit verbundene Fixirung der 
Constanten & in gutem Einklang stehen mit den Ansichten von 
Helmholtz. — Auf diese Ueberlegungen gestiitzt, hatte ich in der 
That zu Anfang des gegenwirtigen Jahres jenes neue ponderomoto- 
rische Elementargesetz (7) in sorgfiltigster Weise untersucht, und 
z. B. gefunden, dass demselben zur Seite gestellt werden kann ein 
nicht minder einfaches elektromotorisches Elementargesetz, und dass 
beide Gesetze zusammen genommen den Anforderungen des allgemeinen 
Axiomes der lebendigen Kraft in bester Weise entsprechen. : 


Da traten plotzlich, vor etwa drei bis vier Monaten, Hindernisse 
mir in den Weg, welche ich fiir uniibersteiglich halte, und welche 
mich ndéthigten, den mit Miihe gebahnten Weg vollstiindig zu 
verlassen. 

Denkt man sich nimlich den Stromring A zusammengesetzt aus 
zwei Theilen, von denen der eine « drehbar ist um eine feste Axe 
MN, wihrend der andere « eine véllig feste Aufstellung besitzt, und 


*) Darunter ist zu verstehen, dass die bekannten geometrischen Charakteris- 
tiken dieser Revolventen (oder Koppelkrifte) gegen die genannte Ebene (Ds, 
Ds,) senkrecht stehen, dass also die Ebenen dieser Revolventen (oder Koppel- 
krifte) jener Ebene (Ds), Ds,) parallel sind, 
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andererseits den Stromring B ersetzt durch ein fest aufgestelltes 
Solenoid, dessen geometrische Axe zusammenfallt mit der Linie MN, 
so wird die relative Lage zwischen dem Theile « und zwischen dem 
Solenoid B, falls man jenen Theil @ um die Linie MN in Umdrehung 
versetzt, fortwiihrend qdieselbe bleiben. Die wiihrend irgend eines 
Zeitelementes dt dieser Umdrehung vom Solenoide B auf den Theil « 
ausgetibte ponderomotorische Arbeit dS% hat zufolge des neuen Ele- 
mentargesetzes (7) den Werth: 


a. 0(Z Zp Ds, Ds;) 
(8) das, = — On dz, 





falls man niimlich unter x den Umdrehungswinkel, unter dz seinen 
Zuwachs wiihrend der Zeit dt versteht. Dabei ist im Ausdrucke 

(9) ZZpDs, Ds, 

die Integration 22 ausgedehnt zu denken iiber alle Elemente Ds, 
des Theiles a und iiber alle Elemente Ds, des Solenoides B. Die re- 
lative Lage zwischen « und B bleibt aber wiihrend der Umdrehung, 
wie schon bemerkt, bestiindig dieselbe, mithin der Werth des Integrales 
(9) ebenfalls bestiindig derselbe. Somit folgt aus (8) sofort, dass 

(10) dSe =0 

ist, dass also die vom Solenoide B auf den Theil a wilhrend seiner 
Umdrehung ausgeiibte ponderomotorische Arbeit bestindig Null bleibt, 
und dass mithin jener Theil a, falls er etwa zu Anfang in Ruhe sich 
befindet, trotz der Einwirkung des Solenoides bestindig in Ruhe 
bleiben wird. Solches aber steht in directem Widerspruch mit der 
Erfahrung. 

Die Vorstellung, das Ampére’sche Elementargesetz diirfe oder miisse 
ersetzt werden durch jenes neue in (7) genannte Elementargesetz, tiber- 
haupt die Vorstellung, fiir die den elektrischen Strimen eigenthiimlichen 
ponderomotorischen Kriifte existire ein elementares Potential, — diese 
Vorstellungen brechen also zusammen unter dem Gewicht der empirischen 
Thatsachen. 

Das Wort Potential kann allerdings in sehr verschiedenen Be- 
deutungen gebraucht werden; hiedurch ist geboten das eben ausge- 
sprochene Ergebniss etwas sorgfiltiger zu formuliren, naimlich etwa in 
folgender Weise: 

Fiir die ponderomotorischen Krafte, welche zwei gleichformige elek- 
trische Stromringe auf einander ausiiben, ist von meinem Vater ein 
Potential P eingefiihrt worden, welches die charakteristische Eigenschaft 
besitzt, durch seinen negativen partiellen Zuwachs nach der rdéumlichen 
Lage des einen Ringes jederzeit diejenige ponderomotorische Arbeit 
auszudriicken, welche dieser von Seiten des anderen Ringes erleide. 
— Dass ein derselben Eigenschaft sich erfreuendes Potential auch exis- 
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tiren kinne fiir irgend zwei einzelne Stromelemente, ist den empi- 
rischen Thatsachen gegeniiber ein Ding der Unmidglichkeit. 

Mit Bezug auf gewisse specielle Fille wird allerdings der An- 
wendbarkeit eines solchen elementaren Potentials kein Hinderniss ent- 
gegenstehen. Doch wird ein solches Potential, eben weil seine An- 
wendbarkeit auf specielle Fille eingeschrinkt ist, niemals angesehen 
werden diirfen als der Ausdruck -des wirklichen Elementargesetzes, 
sondern als der eines. scheinbaren, welches in jenen speciellen Fillen 
mit dem wirklichen iquivalent ist. 


g 2. 


Ueber diejenigen Untersuchungen, welche ihren Ausgang genommen 
haben von der Annahme teleskopischer Wirkungen. 


Maxwell und Hankel haben bekanntlich Theorien construirt 
auf der Basis mikroskopischer Kinwirkungen, mit Zuhiilfenahme eines 
umgebenden Mediums. Hier indessen werde ich mich beschriinken 
auf die Betrachtung der von der Annahme feleskopischer Wirkungen 
ausgehendeu Untersuchungen, also vorzugsweise auf die Arbeiten 
Ampere’s, Weber's und meines Vaters. In diesen Arbeiten sind im 
Ganzen dreierlei Gattungen von Gesetzen zu unterscheiden : 

Punktgesetze, 

Elementargesetze, 

Integralgesetze. 
Es mag niimlich der erste, zweite oder dritte Name in Anwendung 
gebracht werden, jenachdem das betreffende Gesetz sich bezieht auf 
zwei elektrische Massenpunkte, oder auf zwei Elemente elektrischer 
Stréme, oder endlich auf zwei geschlossene Stréme. 


Ueber die Untersuchungen Ampére’s. 


Ampére stellte sich die Aufgabe, die ponderomotorische Wirkung 
zweier elektrischer Stromelemente auf einander zu ermitteln, und ging 
dabei aus von gewissen Primissen, die theilweise allerdings eine Stiitze 
finden in den Ergebnissen- seiner experimentellen Untersuchungen, 
strenge genommen aber als Hypothesen zu bezeichnen sind. Diese 
Hypothesen kénnen in folgender Ordnung aufgefiihrt werden: 

(a) Erste Hypothese. Die ponderomotorische Einwirkung zweier 
elektrischen Stromelemente aufeinander ist proportional mit 
den Liingen Ds und Ds, der beiden Elemente, und, abge- 
sehen von diesen Factoren, nur noch abhingig von der rela- 
tiven Lage der beiden Elemente und von ihren Stromstiirken. 
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(B) Zweite Hypothese. Sie ist mit jenen Stromstiirken J und 


J, proportional, und schliigt also in ihr Gegentheil um, sobald 

in einem der beiden Elemente die Stromrichtung umgekehrt wird. 

(y) Dritte Hypothese. Kin Stromelement JDs kann, was seine 
ponderomotorische Kinwirkung auf ein anderes Stromelement 
betrifft, ersetzt werden durch seine rechtwinkligen Componenten 
J Dz, JDy, JDz. 

(0) * Vierte Hypothese. Die ponderomotorische Einwirkung zweier 
Stromelemente aufeinander besteht aus zwei entgegengesetzten 
Promoventen*) in der Richtung ihrer Verbindungslinie. 

(é) Fiinfte Hypothese. Die ponderomotorische Wirkung zweier 
Stromelemente aufeinander ist, falls man die Winkel, welche 
die Elemente mit ihrer Verbindungslinie und mit einander 
einschliessen, constant erhailt, umgekehrt proportional mit dem 
Quadrate ihrer Entfernung. 

(§) Sechste Hypothese. Die ponderomotorische Wirkung eines 
geschlossenen elektrischen Stromes auf ein einzelnes Strom- 
element steht gegen letzteres senkrecht. 

Am zuverliissigsten scheinen unter diesen Hypotlftsen die drei 
ersten (a, B, y) zu sein; wenigstens sind dieselben bisher noch nie in 
Zweifel gezogen worden. 

Bedenklich hingegen erscheint (nach meiner Ansicht) die Hypo- 
these (6). Denn dem allgemeinen Princip der Action und Reaction, 
durch welches Ampére bei Annahme derselben sich leiten liess, wird 
auch dann noch Geniige geschehen, wenn man jenen beiden Promo- 
venten zwei einander parallele Revolventen von gleicher Starke und 
entgegengesetzter Richtung hinzugefiigt sich denkt. — Sollte in der 
That die Hypothese (0) einer solchen Correction bediirftig sein, so 
wiirden dadurch auch afficirt werden die beiden folgenden Hypo- 
thesen (¢, §). 

Hievon abgesehen scheint die Hypothese (¢) bedenklich fiir den 
Fall sehr kleiner Entfernungen, die Hypothese () aber allgemein be- 
denklich, weil der betreffenden, von Ampére angestellten experimen- 
tellen Untersuchung offenbar nur wenig beweisende Kraft beizu- 
messen ist. 

Das ponderomotorische Elementargesetz, zu welchem Am- 
pére auf Grund der Hypothesen (a, B, y, 6, & §) gelangt, sagt be- 
kanntlich aus, dass zwischen zwei Stromelementen J, Ds, und J, Ds, 
eine gegenseitige ponderomotorische Kraft R stattfindet, welche (repulsiv 
gerechnet) den Werth besitet: 


*) Vergl. die Note auf p. 605. 
Mathematische Annalen. V. 39 
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wo die Constante A, ebenso r, 3, 3,, € dieselben Bedeutungen haben, 
wie friiher (p. 603.). 


Ueber die Untersuchungen F. Neumann’s. 


Diese Untersuchungen nahmen ihren Ausgang von dem eben ge- 
nannten Ampére’schen Elementargesetz. Von dieser Grundlage aus 
gelang es meinem Vater zwei Integralgesetze zu entdecken, welche 
fiir eine tiefer gehende Erforschung der den elektrischen Strémen 
eigenthiimlichen Krafte von hervorragender Wichtigkeit sein diirften. 
Das eine derselben, schon vorhin (p. 604) erwihnt, kann so ausgesprochen 
werden: 

Das ponderomotorische Integralgesetz. Befinden sich zwei 
gleichformige Stromringe A und B in irgend welchen Bewegungen, be- 
finden sich ferner die in ihnen vorhandenen Stromstirken J, und J, 
(unbeschadet der Gleichfirmigkeit) in irgend welchen Zustiinden der Ver- 
dinderung, und bezeichnet man mit P das Potential der beiden Ringe 
aufeinander, so wird fiir jedes Zeitelement die von B auf A ausgeiibte 
ponderomotorische Arbeit dargestellt sein durch den negativen partiellen 
Zuwachs von P, genommen nach der riumlichen Lage von A. 

Das andere jener beiden Integralgesetze bezieht sich auf die elektro- 
motorischen Krifte, und kann mit Bezug auf dieselben beiden Strom- 
ringe A und # so formulirt werden: 

Das elektromotorische Integralgesetz. Die Summe der 
vom Ringe B im Ringe A wéhrend irgend eines Zeitelements hervor- 
gebrachten (inducirten) elektromotorischen Krdfte ist immer identisch 


mit dem vollstiindigen Zuwachs des Quotienten 5 , dieser Zuwachs noch 
0 


multiplicirt mit einer gewissen Constanten « (der sogenannten Inductions- 
constanten). 

In den betreffenden Abhandlungen meines Vaters ist ausser dem 
elektromotorischen Integralgesetz, auch das elektromotorische Elementar- 
gesetz in Betracht gezogen worden, aber doch eigentlich immer nur 
beiléufig, immer nur als ein Durehgangspunkt zur Auffindung des 
erstern. So sind z. B. in jenen Abhandlungen fiir den Fall, dass die 
elektromotorische Kraft ihren Grund hat in einer Veriinderung der 
Stromstdrke des inducirenden Elementes, parallel neben einander zwei 
ganz verschiedene Elementargesetze hingestellt worden, weil dieselben 
unter einander fquivalent sind hinsichtlich des Integralgesetzes. 

Zugleich ist zu bemerken, dass in jenen Abhandlungen nirgends 
von einem Potential zwischen Stromelementen, sondern immer nur von 
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dem Potential geschlossener gleichformiger Stréme auf einander die Rede 
ist. Letzteres aber kann ad libitum durch die Formel 


P= — AIS, HEM Dey Ds, 
oder durch die Formel 
P= — A*J, J, BEM Ds, Ds, 


ausgedriickt werden. Man darf also nicht behaupten, dass die friiher 
(p. 603) eingefiihrte Constante & bei der Theorie meines Vaters den 
Werth + 1 besitze. Vielmehr bleibt ihr Werth bei jener Theorie 
vollkommen unbestimmt. Allerdings ist zuzugeben, dass von, den vor- 
stehenden beiden Formeln die erstere, als die einfachere, einigermassen 
bevorzugt wird; hierauf diirfte die Bemerkung von Helmholtz, dass 
nach jener Theorie k = + 1 sei, nothwendig zuriickzufiihren sein. 


Ueber die Untersuchungen Weber’s. 


Ebenso wie mein Vater, ebenso adoptirt auch Weber das von 
Ampére aufgestellte ponderomotorisehe Elementargesetz. Gestiitzt auf 
dieses und auf das Coulomb’sche elektrostatische Gesetz gelingt es 
ihm emporzusteigen zur Hohe seines Punktgesetzes: 

2 2 
“t' L—a(a) + 3 ae), 
und sodann von dieser Héhe herab den Weg zu finden, welcher hin- 
leitet zur Entdeckung des elektromotorischen Elementargesetzes. 

Das Aufsteigen in jene Hohe ist insofern nicht ohne Bedenken, 
als dazu bestimmte Vorstellungen erforderlich sind iiber die innere 
Mechanik des elektrischen Stromes, so z. B. die Vorstellung, dass 
durch den Querschnitt eines solchen Stromes wihrend einer gegebenen 
Zeit immer gleich viel positives und negatives Fluidum in entgegen- 
gesetzter Richtung hindurchgeht, ferner die Vorstellung, dass eine auf 
die elektrische Materie ausgeiibte Kraft sich unmittelbar iibertrigt auf 
den ponderablen Traiger derselben. Derartige Vorstellungen aber 
miissen, ihrer Natur nach, immer als mehr oder minder hypothetisch 
angesehen werden. 

Wenn man gegen das Weber’sche Punktgesetz den Einwand vor- 
gebracht hat, dasselbe stiinde in Widerspruch mit dem allgemeinen 
Axiom der lebendigen Kraft, so hat man, unbewusster Weise, gerade 
die allerstirkste Seite der Festung angegriffen. Denn der Einklang 
zwischen jenem Gesetze und dem genannten Axiom ist ein so tiber- 
raschend vollkommener, dass gerade in diesem Einklange jenes Gesetz 


eine seiner starksten Stiitzen hat. 
39* 
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Was andererseits das Hinabsteigen von der Hohe des Punktge- 
setzes zum elektromotorischen Elementargesetz betrifft, so ist zu be- 
achten, dass die Operationen, durch welche dieses Hinabsteigen bewerk- 
stelligt wird, ihrer Giiltigkeit nach an die Voraussetzung gebunden 
sind, das betrachtete (inducirende) Stromelement gehére einem gleich- 
formigen Strome an, unzulissig aber erscheinen fiir den Fall eines 
ungleichfirmigen Stromés. Hiedurch erklirt sich der eigenthiimliche 
Umstand, dass, obwohl jenes Punktgesetz selber mit dem allgemeinen 
Princip der lebendigen Kraft in Einklang steht, dennoch das aus ihm 
abgeleitete elektromotorische Elementargesetz eines solchen Einklanges 
nicht immer, sondern nur dann sich erfreut, wenn das betrachtete 
Stromelement einem gleichfirmigen Strome angehért. 

Das elektromotorische Elementargesetz, wie Weber es abgeleitet 
hat, und wie es also nur anwendbar ist auf das Element eines gleich- 
formigen Stromes, giebt fiir die wiihrend eines Zeitelementes dt hervor- 
gebrachte elektromotorische Kraft einen Werth von der Form: 

gd + odd, 

wo J die in dem (inducirenden) Stromelement vorhandene Stromstiirke, 
ferner dJ den Zuwachs von J wihrend der Zeit dt vorstellt, wihrend 
@, vw nur noch abhingig sind von den gegebenen geometrischen Ver- 
haltnissen, sowie von den Aenderungen dieser Verhiiltnisse wihrend 
der Zeit dt. Versucht man nun aber, das elektromotorische Elementar- 
gesetz aus dem Weber’schen Punktgesetz mit derjenigen Genauigkeit 
abzuleiten, welche fiir seine Anwendbarkeit auf wngleichfirmige Stréme 
erforderlich ist, so verliert das Gesetz jenen einfachen Charakter, indem 
es aufhért die betreffende Kraft als eine homogene lineare Function von 
J, dJ darzustellen. 


Ueber gewisse vom Verfasser angestellte Untersuchungen. 


In seinem Aufsatz: ,,Ueber die Bewegungsgleichungen der Elek- 
tricitit fiir ruhende leitende Kérper“ hat Helmholtz*) Andeutungen 
gemacht iiber eine neue Theorie. So gut als es mit Hilfe dieser An- 
deutungen mdglich war, habe ich in jene neue Theorie mich hinein- 
zuversetzen gesucht. 

Nachdem ich die eigentlichen Priimissen der Theorie erkannt zu 
haben glaubte, stellte ich mir die Aufgabe, die Theorie selber ihren. 
Hauptumrissen nach fiir einen méglichst allgemeinen Fall zu construiren, 
nimlich fiir ein System von beliebig vielen Conductoren, die in beliebigen 
Bewegungen begriffen sind, wihrend gleichzeitig im Innern eines jeden 
irgend welche elektrische Vorgiinge stattfinden. Die Resultate, zu 


*) Borchardt’s Journal. Bd. 72, pag. 57. 
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denen ich gelangte, und tiber welche ich bereits friiher*) Mittheilung 
gemacht habe, erwiesen sich als vollig tibereinstimmend mit den An- 
forderungen des allgemeinen Princips der lebendigen Kraft. 

Die Art und Weise aber, in welcher jene Theorie damals von mir 
construirt worden war, ist, wie ich spiiter bemerkte, nur fiir den Fall 
correct zu nennen, dass jene Conductoren beschriinkt sind auf fort- 
schreitende Bewegungen, nicht aber fiir den Fall von drehenden Be- 
wegungen. : 

Solches bemerkt, gelang es mir leicht, die erforderliche Recti- 
ficirung zu bewerkstelligen; alsdann aber waren die Resultate nicht 
mehr in Einklang mit dem genannten allgemeinen Princip; der Ein- 
klang war nur dadurch wiederherzustellen, dass die Prémissen der 
Theorie geindert wurden; und zwar nahmer jene Priimissen, nach 
Ausfiihrung der so gebotenen Abiinderung, eine Gestaltung an, in 
welcher sie folgendermassen lauteten. 

Sind Dv und Dv, die Volumelemente von irgend zwei Korpern A 
und B, in denen elektrische Vorgénge stattfinden, und ist 7 Dv Dv, das 
Potential dieser beiden Stromelemente aufeinander**), so ist die von Dv, 
auf Dv ausgeiibte ponderomotorische Wirkung ausgedriickt durch 
folgende Promoventen und Revolventen: 





=—DvDv,%2, A® =— DvDy, oF } 
Y = — DvDy, , Aw = — DvDy, = : 
Z—=— DvDv,2%, A® = — DvDv, 2. 


Hier sind unter x, y, 2 die Coordinaten von Dv zu verstehen in Bezug 

auf ein belicbig gewiihites absolut unbewegliches Axensystem. Ferner 

bezeichnet X die auf Dv in der Richtung der x- Axe ausgeiibte Promo- 
® — P , - 

vente, und e da denjenigen Zuwachs, welchen @& erleiden wiirde, falls 


man das Element Dv sich selber parallel in der Richtung der x- Axe 
um die Strecke dx verschieben wollte. Andererseits bezeichnet A® die- 
jenige auf Dv ausgeiibte Revolvente, welche eine dureh Dv parallel zur 


x-Axe gelegte Linie § zur Axe hat, und . d& denjenigen Zuwachs, 


welchen @& erleiden wiirde, falls man das Element Dv um diese Linie § 


*) Sitzungsberichte der Kénigl. Siichs. Ges. der Wiss. vom 20. October 1871, 
pag. 450. 

**) Sind die beiden Volumelemente Dv, Dv, von cylindrischer Gestalt, und 
Ds, Ds, die Lingen, q, q, die Querschnitte dieser beiden kleinen Cylinder, so 
wird ® Dv Dv, = @qq,DsDs,; 80 dass also in diesem speciellen Fall das Product 
®q4q, identisch ist mit unserm friiheren p (pag. 604). 
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drehen wollte wm einen Winkel von der Grosse d&. Analog sind die 
Bedeutungen von Y, Z, Fa Z, und von AM, A®, Aor 
Gleichzeitig sind: 
Xdt = Dvd 2°, 


0a 

Ydt = Dvy,d De ? 
oe 0o 
RBdt = Dvd aw 


die Componenten der von Dv, in irgend einem Punkte von Dv wihrend 
der Zeit dt hervorgebrachten elektromotorischen Kraft. Dabei sind 
diese Componenten Xdt, 2)dt, 2dt bezogen zu denken auf ein mit der 
ponderablen Masse von Dv starr verbundenes Axensystem; mit 
Bezug auf eben dieselben Axen reprisentiren u, », w die Componenten 
der augenblicklich in Dv vorhandenen elektrischen Strémung. Endlich 
sind d ce, a®, d ss die vollstiindigen Zuwiichse von o 3 oe ge 
wiihrend der betrachteten Zeit dt. 


Nachdem die Priimissen in diese neue Gestaltung versetzt waren, 
schien nunmehr Alles in Ordnung, und schien es mir gelungen, die 
Primissen der Helmholtz’schen Theorie wirklich erkannt zu haben, 
Da brachen plétzlich all’ diese auf der Annahme eines elementaren 
Potentiales @ Dv Dv, beruhenden Vorstellungen zusammen unter dem 
Gewicht einer im Eingange dieser Mittheilung (pag. 607) erwiihnten 
empirischen Thatsache. 

Ob jene empirische Thatsache auch in Widerspruch sich befindet 
mit der eigentlichen Theorie von Helmholtz, wage ich nicht zw be- 
urtheilen. Das Gesagte bezieht sich auf die von mir selber nach den 
Helmholtz’schen Andeutungen construirte Theorie; und immerhin 
ist es méglich, dass jene Andeutungen von mir nicht gehdrig ver- 
standen worden sind*), 


§ 3. 


Darlegung der Pramissen und der Resultate einer neuerdings vom 
Verfasser durchgefihrten Untersuchung. 


Die beiden Integralgesetze meines Vaters zeichnen sich aus durch 
ihre Einfachheit, namentlich aber durch den, in Folge experimenteller 
Priifung, ihnen zu Theil gewordenen hohen Grad von Zuverlissigkeit. 


*) Doch scheint aus dem letzten Helmholtz’schen Aufsatz (Borchardt’s 
J., Bd. 75, pag. 60) hervorzugehen, dass die hier von mir construirte Theorie, 
deren Unhaltbarkeit soeben betont wurde, allerdings identisch ist mit der von 
Helmholtz selber beabsichtigten. 
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Gleiches kann gesagt werden vom Joule’schen Gesetz fiir die in Folge. 
eines elektrischen Stromes sich entwickelnde Wdrme. Ohne Bedenken 
werden daher 


(1. @) die beiden Integralgesetze (pag. 610), 


und ebenso 
(1. B) das Joule’sche Gesetz 


als sichere Grundlagen dienen kénnen fiir die anzustellende Unter- 
suchung. 

Als eine fernere Grundlage benutze ich das allgemeine Princip 
der lebendigen Kraft, Betrachtet man ein System von Kérpern, die 
in beliebigen Bewegungen begriffen sind, wiihrend gleichzeitig im 
Innern eines jeden irgend welche elektrische Vorgiinge stattfinden, und 
denkt man sich dieses System (durch von Augenblick zu Augenblick 
erfolgende Wirmeableitungen) in constanter Temperatur erhalten, so 
findet jenes Princip seinen Ausdruck durch die Formel: 


dT + dQ=dS—4dF; 


d. h.: Fir jedes Zeitelement ist die in dem System sich entwickelnde 
Quantitiit von lebendiger Kraft und Wiirme (d7'+ dQ) gleich gross 
mit der wiihrend dieses Zeitelements von den einwirkenden dusseren 
Kriiften verrichteten Arbeit (dS), hievon noch in Abzug gebracht das 
vollstiindige Differential einer gewissen, dem Systeme eigenthiimlichen 
Function F, von welcher im Allgemeinen nur bekannt ist, dass sie 
lediglich abhiingen kann vom augenblicklichen Zustande des Systems. — 
Die bei einem solchen System in Betracht kommenden Krifte sind 
nach ihrér Entstehungsweise einzutheilen in ordiniire, elektrostatische 
und elektrodynamische; wobei als ordiniire Kriifte alle diejenigen be- 
zeichnet sein sollen, welche den ponderablen Massen inhirent sind, 
ferner als elektrostatische alle diejenigen (theils ponderomotorischen, 
theils elektromotorischen) Kriifte, welche herriihren von den elektrischen 
Ladungen, eudlich als elektrodynamische alle diejenigen (wiederum 
theils ponderomotorischen, theils elektromotorischen) Krafte, welche 
herriihren von den elektrischen Strémungen. Diesen drei Gattungen 
von Kriaften entsprechend, kann die linke Seite der vorstehenden Formel 
in drei Theile zerlegt werden, in einen Theil ordinéren Ursprungs, 
einen zweiten elektrostatischen, ynd einen dritten elektrodynamischen 
Ursprungs; so dass jene Formel die Gestalt annimmt: 


(dT + AQ)ora.us + (dT + AQ) cist.vs + (dT + A@)etay.Us = dS aod dF. 


Hilt man an der gewodhnlichen Vorstellung fest, dass die ordiniren 
Kriifte nur von den Entfernungen abhiingen, legt man ferner in Be- 
treff der elektrostatischen Krifte die iiblichen Annahmen zu Grunde, 
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und setzt man endlich voraus, dass die auf das System einwirkenden 
diusseren Kriifte (deren Arbeit mit dS bezeichnet ist) nur aus ordindren 
Kriften bestehen, so findet man ohne sonderliche Miihe, dass von den 
Ausdriicken 

(dT + @Q)ora.vs _ ds 


(dT + d Q)eist. Us 


jeder fiir sich allein betrachtet ein vollstiindiges Differential ist. Somit 
folgt aus jener Formel, dass der Ausdruck 


(dT + dQ)etay.vs 

ebenfalls, schon fiir sich allein betrachtet, ein vollstiindiges Differential 

sein muss. — In solcher Weise sind wir zu derjenigen Fassung ge- 

langt, in welcher das in Rede stehende allgemeine Princip fiir unsere 

Zwecke, nimlich fiir eine nihere Untersuchung der elektrodynamischen 

Kriifte am besten verwendbar ist. In dieser Fassung wird jenes Princip 

so auszusprechen sein: 

(1. y) Das Princip der lebendigen Kraft. — Bewegt sich ein 
System von Kérpern, in denen elektrische Vorgiinge stattfinden, 
unter dem Einfluss seiner inneren Kriifte und unter dem gleich- 
zeitigen Einfluss beliebig gegebener ordindrer iiusserer Kriifte, 
und denkt man sich das System (durch von Augenblick zu 
Augenblick erfolgende Wirmeentziehungen) in constanter Tempe- 
ratur erhalten, so muss derjenige Theil der wihrend irgend 
eines Zeitelementes dt sich entwickelnden Quantitiit von leben- 
diger Kraft und Wiirme, welcher herriihrt von den elektro- 
dynamischen Kriiften, die Form 


— df 
besitzen, niimlich das vollstindige Differential einer Function 
(—f) sein, welche lediglich abhingen kann vom augenblick- 
lichen Zustande des Systems. 

Dabei ist von Neuem*) zu betonen, dass hier (abweichend vom 
gewohulichen Sprachgebrauch) unter den clektrodynamischen Kriiften 
siimmtliche Kriifte zu verstehen sind, welche in Folge elektrischer Stri- 
mungen zu Tage treten, nicht nur die ponderomotorischen (von Ampére 
untersuchten), sondern auch die elektrvomotorischen (von Faraday 
entdeckten). . 

Der Satz (1. y) ist jedenfalls bedenklicher als die Siitze (1. «, 8), 
und zwar aus doppeltem Grunde. Erstens, weil bei Ableitung desselben 
Gebrauch gemacht wurde von unseren Kenntnissen iiber die elektro- 
statischen Kriifte, diese Kenntnisse aber sehr zweifelhafter Natur sein 


und 


*) Vgl. pag. 602. 
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diirften. Zweitens, weil immerhin die Méglichkeit denkbar ist, dass 
in dem betrachteten System neben lebendiger Kraft und Warme gleich- 
zeitig noch irgend ein bis jetzt unbekanntes drittes Agens sich ent- 
wickelt; dann aber wiirde neben d7' und dQ noch ein diesem dritten 
Agens zugehériger Term in Betracht kommen, und in die Formeln 
aufzunehmen sein. 

Es fragt sich nun, ob die Priimissen (1. «, B, y), etwa in Ver- 
bindung mit dem bekannten Princip der Action und Reaction, bereits 
die hinreichenden Mittel repriisentiren zur Feststellung der den elektro- 
dynamischen Kriften entsprechenden Elementargesetze, des pondero- 
motorischen und des elektromotorischen. In der That glaube ich, dass 
diese Mittel fiir den genannten Zweck einigermassen ausreichend sein 
wiirden, falls man diejenigen Anforderungen, welche das Princip der 
lebendigen Kraft (1. y) an beide Elementargesetze zusammengenommen 
stellt, zu repartiren im Stande wiire auf die einzelnen Gesetze. Solches 
aber scheint mir vorliufig nicht gut mdglich zu sein. — Somit sehe 
ich mich gezwungen, einen andern, wenn auch allerdings vielleicht 
nur provisorischen Weg einzuschlagen. 

Ebenso wie mein Vater und ebenso wie Weber gehe ich niimlich 
von der Voraussetzung aus, dass 


(1. 0) das Ampére’sche ponderomotorische Elementargesetz 


das wirklich richtige sei, und suche von diesem Gesetze aus eine Bahn 
mir zu erdffnen zur Entdeckung des zweiten, des bisher noch véllig im 
Dunkeln schwebenden elektromotorischen Elementargesetzes. 

Ebenso wie Weber suche ich also einen Weg zu finden von dem 
als bekannt vorausgesetzten einen Elementargesetze zu dem noch un- 
bekannten andern Elementargesetze hin; ein solcher Uebergang kann 
ohne Hinzunahme irgend welcher Hypothesen schlechterdings nicht 
bewerkstelligt werden. Bei der Wahl dieser Hypothesen trennen sich 
die Wege. Wiihrend niimlich die von Weber gewihlten Hypothesen 
auf die innere Mechanik des elektrischen Stromes sich beziehen, sind 
die von mir benutzten Hypothesen voéllig anderer Art; sie diirften sich 
einigermassen empfehlen durch ihre Einfachheit, ferner durch ihre 
Analogie mit den drei ersten Hypothesen Ampére’s, endlich vielleicht 
auch durch den Umstand, dass sie von vielen Physikern (wenn auch 
nur stillschweigend) bereits anerkannt zu sein scheinen. 

Nehmen wir an, die inducirende Ursache sei repriisentirt durch 
das Element Ds eines Drahtes, der durchflossen ist von irgend einem 
gleichférmigen oder ungleichférmigen elektrischen Strom J, und das 
inducirte Object sei repriisentirt durch irgend einen ponderablen Korper 
von beliebiger Gestalt und Grésse; jene von mir eingefiihrten Hypo- 
thesen sind alsdann folgende: 








Cart Neumann, 


618 


(2. @) Erste Hypothese. Die elektromotorische Kraft, welche in 
irgend einem Punkt des gegebenen Koérpers wihrend der Zeit 
dt von jenem Stromelement Ds hervorgebracht wird, ist pro- 
portional der Liinge Ds des Elementes, sonst aber nur noch 
abhiingig von seiner Stromstiirke, von seiner relativen Lage 
(zum gegebenen Koérper), und von denjenigen Aenderungen, 
welche Stromstiirke und relative Lage erleiden wiihrend der 
Zeit dt. Sie ist Null, falls solehe Aenderungen nicht statt- 
finden. 


(2. B) Zweite Hypothese. Sie ist zerlegbar in zwei Krifte, von 
denen die eine proportional mit J, die andere proportional mit 
dJ ist. Mit andern Worten: Ihre rechtwinkligen Componenten 
sind homogene lineare Functionen von J und dJ. Dabei ist 
unter dJ derjenige Zuwachs zu verstehen, den die im Elemente 
Ds vorhandene Stromstiirke J annimmt wiihrend der gegebenen 
Zeit dt. 

~ (2. y) Dritte Hypothese. Denkt man sich das Stromelement J Ds 

zerlegt in drei rechtwinklige Componenten J Dx, J Dy, J Dz, 

welche mit dem Elemente starr verbunden an seiner Bewegung 

Theil nehmen, so ist die elektromotorische Wirkung von J Ds 

identisch mit der elektromotorischen Gesammtwirkung von J Dz, 

J Dy, J Dz, vorausgesetzt, dass nicht nur J sondern auch die 

Aenderung von J fiir alle vier Elemente dieselbe ist. 


Man bemerkt, dass diese drei Hypothesen (2. a, B, y) in der That 
in vollkommener Analogie stehen mit den drei ersten Hypothesen 
Ampére’s fiir die ponderomotorischen Krifte [vergl. (a, B, y) auf 
pag. 608 u. 609]. 

Von den Primissen (1. a, B, y, 6) und (2. «, B, y) aus, ergeben sich 
nun, unter Anwendung des allgemeinen Princips der lebendigen Kraft, 
fiir das gesuchte Elementargesetz der elektromotorischen Krifte gewisse 
Formeln von ziemlich complicirtem Charakter, die iiberdiess noch be- 
haftet sind mit mehreren unbekannten Functionen der Entfernung. 

Kine bedeutende Vereinfachung dieser Formeln stellt sich ein, 
sobald man noch zwei weitere Hypothesen hinzufiigt, die den schon 
genannten allerdings in hohem Grade iihnlich sind, dennoch aber, falls 
man streng verfahren will, einer besonderen Nennung bediirfen. Es 
beziehen sich diese noch hinzuzufiigenden Hypothesen auf den Fall, 
dass das inducirende Stromelement nicht mehr einem Drahte, sondern 
einem Koérper von drei Dimensionen angehért. Denken wir uns als 
inducirende Ursache einen ponderablen Kérper von beliebiger Gestalt 
und Grésse, in dessem Innern irgend welche elektrische Strémungen 
stattfinden, so lauten jene Hypothesen folgendermassen: 
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(2. 0) '  Vierte Hypothese. Ist Dv irgend ein Volumelement des 
inducirenden Koérpers, und wird die in Dv vorhandene elek- 
trische Strémung in Componenten zerlegt gedacht nach drei 
auf einander senkrechten mit der ponderablen Masse des Kérpers 
‘starr verbundenen Axen, so soll angenommen werden, dass 
die elektromotorische Wirkung jener in Dv vorhandenen Stro- 
myng immer identisch ist mit der elektromotorischen Gesammt- 
wirkung der genannten drei Componenten. 

(2. €) Fiinfte Hypothese. Ist Dv ein. unendlich kleines genau 
kugelformiges Volumelement des inducirenden Korpers, und 
befindet sich der Mittelpunkt von Dv in starrer Verbindung 
mit irgend einem andern Koérper A, wihrend gleichzeitig jener 
inducirende Kérper um diesen Mittelpunkt in beliebiger Drehung 
begriffen ist, so soll angenommen werden, dass die von Dv in 
irgend einem Punkte von A hervorgebrachte elektromotorische 
Kraft immer Null ist, falls nur die in Dv vorhandene elektrische 
Strémung, beurtheilt mit Bezug auf A, ihrer Richtung 
und Stiirke nach constant bleibt. 

Die Benutzung aller dieser Priimissen (1. @, B, y, 0) und (2. a, B, 
y, 0, €) fiihrt nun schliesslich, und zwar mit mathematischer Noth- 
wendigkeit, zu folgendem Resultat: 

Sind zwei Kirper A und B in beliebigen Bewegungen begriffen, 
wihrend gleichzeitiy im Innern eines jeden irgend welche elektrische 
Strémungen stattfinden, und bezeichnet m, einen Punkt des Korpers A, 
ferner Dv ein Volumelement von B, so wird die von Dv wiihrend der 
Zeit dt im Punkte m, hervorgebrachte elektromotorische Kraft im All- 
gemeinen immer zusammengesetet sein aus zwei Kriiften. Die eine 
derselben fallt in die Richtwng der gegenseitigen Entfernung r, und be- 
sitet die Stéirke: : d(rj) 

— Et Hs 


wo j die Componente der in Dv vorhandenen elektrischen Strimung i 
bezeichnet, genommen nach r, und zwar nach derjenigen Richtung von 
r, in welcher die Kraft gerechnet ist. Die andere ist parallel mit 
der Strimung i, und besitet, in der Richtwng von i gerechnet , die Stirke: 


+ A? Dv * = : 
Dabei sind durch die Charakteristik d diejenigen Aenderungen ange- 
deutet, welche stattfinden wiihrend der betrachteten Zeit dt. Ausserdem 
ist A? eine Constante, und zwar identisch mit der schon friiher benutzten 
Constanten, welche z. B. sich vorfindet auf pag. 603 in der Formel (1). 

Sind also in Bezug auf ein belicbiges rechtwinkliges Axensystem 
(welches seinerseits ebenfalls in irgend welcher Bewegung begriffen 








620 


Cart Neumann. 


sein darf) 2, y), 2 die Coordinaten von m,, ferner x, y, 2 diejenigen 
von Dv, endlich u, v, w die Componenten der in Dv vorhandenen 
elektrischen Strémung i, und setzt man zur Abkiirzung 
=Ve— FFG FRM 


> b= Se (ror 


so werden die Componenten Xdt, Ydt, Zdt der vom Eltmente Dy 


wiihrend der Zeit dt im Punkte m, hervorgebrachten elektromotorischen 
Kraft die Werthe besitzen: 


Xdt = A*Dy (u Oe hits eet Pet yf) ’ 





em 


a r 
(3) Ydt — A2Dv (v S ae oF = yw) : 
Zdt = A2Dv (w = fay d[r(au +p + yw) , 


Sind der inducirende und der inducirte Kérper dargestellt durch 
ein und denselben Koérper, so sind r, «, B, y unveriinderlich; sodass 
die Formeln (3) alsdann die einfachere Gestalt annehmen: 





xdt=— A?Dy a(adu+ ee , 
(4) Ydt — — A*Dy Cader Oat pte 
Zdt — — A2Dy Veet Bae + yaw) | 

r 


Diese Ausdriicke befinden sich in voller Uebereinstimmung mit denen, 
welche fiir den genannten speciellen Fall von Weber und Kirch- 
hoff*) gegeben sind; mit den von He] mholtz aufgestellten Ausdriicken 


*) Es bilden die in diesem Aufsatz gegebenen Expositionen, wie schon friiher 
(Note, pag. 603) bemerkt wurde, nur einen kurzen Auszug aus einer héchst miih- 
samen und umfangreichen Untersuchung. Bei dieser Untersuchung ist von mir 
durchweg festgehalten worden an der schon vor vierzehn Jahren von mir einge- 
fiihrten Hypothese, dass die elektrischen Kriifte, ebenso wie die ordiniren Kriifte, 
proportional sind mit einer Function der Entfernung r, welche nur fiir betrdchtliche 


. ce _ . . 
Entfernungen identisch mit t fiir sehr kleine Entfernungen hingegen von anderer 


und noch unbekannter Beschatfenheit ist. 

Bei dem Auszuge aber, den diese Blitter darbieten, habe ich, um einen vor- 
liufigen Ueberblick meiner Untersuchung méglichst zu erleichtern, nur den Fall 
betrachtlicher Entfernungen ins Auge gefasst. 

In Wirklichkeit leitet daher z. B. meine Untersuchung nicht zu den Kirch- 
hoff’schen Formeln (4), sondern zu etwas andern Formeln, welche in jene Kirch- 
hoff’schen nur dann iibergehen, wenn die Entfernung r von betréichtlichem Werthe 
ist, und welche somit ausser Tragweite sein diirften gegeniiber dem von Helm- 
holtz gegen jene Kirchhoff’schen Formeln erhobenem Einwande (Borchardt’s 
J., Bd. 72, pag. 61). 
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treten sie also. nur dann in Uebereinstimmung, wenn die von Helm- 
holtz eingefiihrte Constante k gleich — 1 gemacht wird. 

Was die Priimisse (1. «) betrifft, so sei nachtriiglich bemerkt, dass 
das von meinem Vater aufgestellte elektromotorische Integralgesetz bei 
Ableitung der Formeln (3) nicht in seiner ganzen Allgemeinheit sondern 
nur in so weit benutzt zu werden braucht, als es sich auf Stromringe 
ohne Gleitstellen bezieht. Demgemiiss muss es fraglich erscheinen, 
ob diese Formeln (3), angewendet auf zwei Stromringe, deren jeder 
mit beliebig vielen Gleitstellen behaftet ist, mit jenem Integralgesetze 
noch in Einklang sich befinden. Die betreffende specielle Untersuchung 
aber zeigt, dass dieser Kinklang in der That vorhanden ist. 

Von Interesse diirfte es noch sein, den Werth anzugeben, der 
auf Grund meiner Untersuchungen sich herausstellt fiir die im Princip 
der lebendigen Kraft (1. y) enthaltene Function /. Man findet: 

Sind Dvy,, Dv, irgend zwei Volumelemente des betrachteten Systems 
von Korpern, und i,, 1, die augenblicklich in ihnen vorhandenen elek- 
trischen Strémungen, so wird der diesen beiden Elementen entsprechende 
Theil von f dargestellt sein durch 


(5) A2Dy, Dy, to ty oes cos #, . 


wo r die Entfernung zwischen Dv,, Dv, bezeichnet, und 9, 3, die- 
jenigen Winkel sein sollen, unter denen i,, i, geneigt sind gegen die 
Linie r, letetere gerechnet von Dv, nach Dv,. Dabei ist A® dieselbe 
Constante, wre friiher (pag. 603). 


Es mag schliesslich das von mir eruirte allgemeine elektromotorische 
Elementargesetz (3) in Anwendung gebracht werden auf den speciellen 
Fall linearer Leiter. Um das Resultat, zu welchem man alsdann ge- 
langt, bequem darlegen zu kénnen, sei zuniichst bemerkt, dass die 
ponderomotorische Kraft R, welche zwei Stromelemente J, Ds, und J, Ds, 
auf einander ausiiben*), nach dem Ampére’schen Gesetz den Werth 
besitzt: 

(6. a) R=J,Ds, .J,Ds,. A? 2° cos}, — 2 cose 


72 ? 


wofiir kiirzer geschrieben werden mag: 

(6. b) R=J,Ds, .J,Ds, .P; 

dabei sind A? und #, #,, ¢ wiederum in genau derselben Bedeutung 
gebraucht wie friiher (pag. 603). 


*) Ueberall sind von mir die elektrischen Stréme mit dem grossen Buchstaben 
J, hingegen die sogenannten elektrischen Strémuwngen (oder Stromdichtigkeiten, 
wie Kirchhoff sie nennt) mit dem kleinen Buchstaben ¢ (oder auch J) bezeichnet 
worden, 
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Solches vorangeschickt, kann nun, unter Anwendung des Aus- 
druckes P, jenes mitzutheilende Resultat in folgender Weise ausge- 
sprochen werden. 

Befinden sich zwei Drahtelemente Ds, und Ds,, die von den elek- 
trischen Strimen J, und J, durchflossen sind, in irgend welcher Be- 
wegung, und jene Strime selber in irgend welchem Zustande der Ver- 
dinderung, so wird diejenige elektromotorische Kraft Edt, welche das 
Element Ds, wiihrend der Zeit dt in irgend einem Punkte von Ds,, 
und zwar in der Richtung von Ds, hervorbringt, den Werth besitzen: 


(7) €dt = — J, Ds, . Pdr — (dJ,) Ds, A? i a 
@ (4 é 
+ J, Ds, 5 hh dt, 


wo dd, und dr die wiihrend der Zeit dt erfolgten Veriinderungen von 
J, und r vorstellen. 

Stets bin ich der Ueberzeugung gewesen, dass durch ein Disputiren 
iiber wissenschaftliche Fragen das persénliche Verhiiltniss der Be- 
treffenden nicht im Mindesten geschiidigt, sondern im Gegentheil nur 
enger befestigt werden kénne, dass ein Jeder, dem die Férderung der 
Wissenschaft wirklich am Herzen liegt, sich immer nur freuen werde, 
wenn er seine eigenen Arbeiten von einem Andern sorgfiltig erértert, 
vielleicht auch in einzelnen Punkten verbessert sieht. Dieser Ueber- 
zeugung entsprechend habe ich in dem vorliegenden Aufsatz (pag. 611) 
keinen Anstand genommen, gewisse Bedenken vorzubringen in Betreff 
der Weber’schen Theorie; und derselben Ueberzeugung entsprechend 
werde ich gegenwirtig auf gewisse Erérterungen eingehen in Betreff 
der Schriften meines Vaters*). 


*) Sollte spiter sich etwa herausstellen, dass meine Erérterungen oder an- 
geblichen Verbesserungen auf Irrthum beruhen, so werde ich selbstverstiindlich 
mich fiir verpflichtet halten, mein Unrecht dffentlich und so schnell wie méglich 
anzuerkennen. 

Einer derartigen Verpflichtung habe ich in niichster Zeit zu entsprechen in 
Bezug auf gewisse von Helmholtz angestellte Untersuchungen. Im vergangenen 
Jahre (Ber. d. K. Siichs. Ges. d. Wiss. vom 20. October 1871) machte ich niimlioh 
darauf aufmerksam, dass nach meiner Ansicht einzelne Stellen der bekannten 
Helmholtz’schen Schrift iiber die Erhaltung der Kraft (Berlin, 1847) gewisser 
Abiinderungen bediirftig wiiren. In seinem letzten Aufsatz hat nun aber Helm- 
holtz betont, (Borchardt’s Journal, Bd. 75), dass jene von mir als nothwendig be- 
zeichneten Abinderungen im Wesentlichen schon von ihm selber bewerkstelligt 
worden seien, und zwar schon vor langer Zeit, in zwei mir bis jetzt unbekannt 
gebliebenen Abhandlungen aus den Jahren 1851 und 1854. Ich werde wie gesagt, 
der hier fiir mich erwachsenden Verpflichtung sobald wie méglich nachkommen; 
uur ist dazu erforderlich, dass ich jene Abhandlungen von 1851 und 1854 zuvor erst 
kennen lerne, was mir bei meinem augenblicklichen Aufenhaltsort (Brixlegg in 
Tyrol) bisher nicht méglich war. 

In jenem letzten Helmholtz’schen Aufsatz (Borchardt’s Journal, Bd. 75) wird 
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Blicken wir zuriick auf die Formel (7), so zeigt sich, dass dieselbe 
verschieden ist von dem von meinem Vater aufgestellten Elementar- 
gesetz, dass niimlich Uebereinstimmung nur dann vorhanden sein 
wiirde, wenn in jener Formel (7) das Glied zweiter Zeile fehlte. Bei 
der weiteren Discussion mégen nun zwei Fille unterschieden werden. 

Erster Fall. Der Inducent (J,, s,) ist ein geschlossener Ring 
ohne Gleitstellen. 

Alsdann verschwindet in (7) das Glied zweiter Zeile, sobald man 
die Swmme der von dem ganzen Inducenten wihrend der Zeit dé in 
Ds, hervorgebrachten elektromotorischen Kriifte berechnet; so dass also 
ein und dasselbe Integralgesetz, niimlich das auf pag. 610 ausgesprochene, 
sich ergeben wird, vollig einerlei, ob man ausgeht von meines Vaters 
Elementargesetz, oder von meinem eigenem Klementargesetze (7). 

Zweiter Fall. Der Inducent (J,, s,) ist ein in sich zuriicklaufender 
Strom, welcher aber mit (beliebig vielen) Gleitstellen behaftet ist. 

Soll wiederum die Swmme derjenigen elektromotorischen Krifte 
berechnet werden, welche dieser Inducent wihrend der Zeit dt im 
Elemente Ds, hervorbringt, so sind nach meiner Ansicht zu_beriick- 
sichtigen sowohl diejenigen Elemente Ds,, welche zu Anfang der Zeit 
dt bereits im Inducenten enthalten sind, als auch zweitens diejenigen 
Elemente As,, welche erst wéhrend der Zeit dt in den Inducenten 
eintreten (respective aus ihm ausscheiden); die Elemente Ds, sind zu 
beriicksichtigen insofern, als ihre relative Lage gegen Ds, wihrend 
der Zeit dt sich findert, und auch iusofern als in ihnen wihrend dieser 
Zeit die Stromstiirke anwiichst von J, auf J, + dJ,; andererseits sind 
die Elemente As, insofern zu beriicksichtigen, als in ihnen die Strom- 
stiirke einen plétzlichen endlichen Zuwachs von 0 auf J, (respective 
von J, auf 0) erfiihrt. Mein Vater hat in seiner Abhandlung*) den 
elektromotorischen Einfluss, welchen die Elemente As,, in Folge der 
eben genannten plétzlichen Stromiinderung, ausiiben, nicht beriick- 


sichtigt; und solches scheint mir unzuliissig. 
® 





tibrigens bemerkt, dass meine schon genannten elektrodynamischen Untersuchungen 
vom vergangenen Jahre (Ber, d. K. Siichs. Ges. d. Wiss. vom 20. October 1871) 
behaftet seien mit einem gewissen mathematischen Fehler, ferner behaftet seien 
mit einer gewissen unmotivirten Behauptung (betreffend die Kirchhoff’schen 
Differentialgleichungen), und endlich auch behaftet seien mit einer nur zu pole- 
mischen Zwecken ersonnenen Neuerung. Ich hoffe zeigen zu kénnen, dass ein 
mathematischer Fehler nicht vorhanden ist, ferner dass jene angeblich unmotivirte 
Behauptung auf sorgfiltiger Ueberlegung beruht, endlich dass jene angebliche 
Neuerung vom Jahre 1858 datirt; und werde mit der betreffenden Publication 
mich ebenfalls so sehr als méglich zu beeilen suchen. 

*) F. Neumann iiber ein allgemeines Princip der mathematischen Theorie 
inducirter elektrischer Stréme, Abhandlungen der Berl. Ak., vorgelesen am 9. August 
1847. Vergl. daselbst die ersten Seiten des § 2, 
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Nimmt man hierauf Riicksicht, so zeigt sich, dass man zu dem 
von meinem Vater aufgestellten, und durch sorgfiltige Experimente 
constatirten Integralgesetz (pag. 610) nicht mehr hingelangt, sobald 
man ausgeht von meines Vaters Elementargesetz, wohl aber, wenn 
man ausgeht von meinem eigenem Elementargesetz (7). Demgemiiss 
glaube ich jene von meinem Vater angestellten experimentellen Unter- 
suchungen in Anspruch nehmen zu diirfen, zu Gunsten dieses von mir 
aufgestellten Elementargesetzes (7). 


Die Formeln (3) geben eine elektromotorische Kraft, welche im 
Allgemeinen nicht zusammenfillt mit der Linie der Entfernung. Sollte 
man hieran Anstoss nehmen, oder sollten irgend welche bestimmten 
Griinde (vorliufig sehe ich solche nicht) sich angeben lassen, denen 
zufolge die Richtung dieser Kraft nothwendig mit der Entfernung zu- 
sammenfallen muss, so wiirde Nichts iibrig bleiben, als eine Aenderung 
eintreten zu lassen in den benutzten Primissen (1. a, B, y, 0), (2. a, B, 
y, 9, €). Und zwar wiirde ich in diesem Falle am geneigtesten sein 
die Primisse (1. 0), d. i. das Ampére’sche Gesetz fallen zu lassen. 
Die Aufgabe wiirde alsdann darin bestehen, an Stelle dieses Gesetzes 
ein anderes zu suchen, von solcher Beschaffenheit, dass jener An- 
forderung des Zusammenfallens der elektromotorischen Kraft mit der 
Linie der Entfernung entsprochen wird. 

Wie dem auch sei, jedenfalls diirften die in diesem § angedeuteten 
Untersuchungen aufzufassen sein als ein Versuch zu einer mdglichst 
directen Weiterentwicklung der theils von Ampére theils von meinem 
Vater aufgestellten Principien. 


Brixlegg in Tyrol, 10. October 1872. 




















On a theorem in Covariants. 


By A. Caytey, CamBrRIpGe. 


The proof given in Clebsch ,,Theorie der biniren algebraischen 
Formen“ (Leipzic 1872) of the finite number of the covariants of a 
binary form depends upon a subsidiary proposition which is deserving 
of attention for its own sake. 

I_use my own hyperdeterminant notation, which is as follows: 
Considering a function U = (a, ..) (a, y)"(viz. U; = (a, ..) (%,, y,)" &e.) 
and writing 12 = @,,0,, — d,,@,, &e., then the general form of a cova- 
riant of the degree m is 

k (12* 13? 93°...) U,U,.. Un 
where & is a merely numerical factor, the indices a, B, y, .. are 
positive integers, and after the differentiations each set of variables 
(%1» Y)> ++ (my Ym) i8 replaced by (x, y). I say that the general 
form of a covariant is as above; viz. a covariant is equal to a single 
term of the above form, or a sum of such terms. 

Attending to a single term: the sum of the indices of all the 
duads which contain a particular number 1, 2,.. as the case may be 
is called an index-sum; each index-sum is at most = »; so that 
calling the index-sums 6,, 6, ...6, respectively we have n — 6,, 
n—G6,...N—6,, each of them zero or positive: the term, before 
the several sets of variables are each replaced by (a, y), is of the 
orders n — 6,, % — 6,...% — 6, in the several sets of variables resp. 

The term may be expressed somewhat differently: for writing 
Vi = Loz, + Ydy,, Yo = Vx, + yod,, &e. — then (except as to a 
numerical factor) it is for a function (*) (2,, y,;)” the same thing 
whether we change (z,, y,) into (x, y), or operate on this function 
with v,”, and so for the other sets: 
zhe term may therefore be written 


9%... garm b (IS 19 BS...) U, 0, .. . Un 
being now in the first instance a function of the single set (w, y) of 


variables. ; 
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We may omit the operand U,U,... 
symbol 


U,,, and consider only the 





k (12* 13° 28"...) or y,"~%... Gu" ™ k (12* 13° 23". . .) 


which, under either of the two forms, I represent for shortness by 
[12...m]: observe that this is considered as a symbol involving the 
m symbolic numbers’ 1, 2, 3...m, even altho’ in particular cases 
one or more of these numbers may be wanting from the actual ex- 
pression of the symbol: thus [123] may denote 12°, but the operand 
to be supplied thereto is always U, U, U,. 

A sum of symbols is not in general equal to a single symbol: 
but a single symbol can be expressed in a variety of ways as a sum 
of symbole: the most simple transformation-formulae relate to three 
or four symbolic numbers; viz. for three such numbers, say 1, 2, 3, 


we have 
V1 - 23+ Y - 31+ 9; .12—0 


showing that in a symbol which written with the y's involves y, . 23, 
this may be replaced by its value vy, . 13 — vy, . 12; and so in other 
cases. 

For the four numbers 1, 2, 3, 4 we have a group of the like 
formulae 


—y,. 344+ 97,.24—97,.23=—0, 


v7; . 34 . —Y,-4—gy,.31l=0, 
—Vv, -2+9,.14 . —Yy,- 20, 
V,-23 +97,.23+ 9, .31 . 0, 
leading to 
23.14 + 31 .24-+4 12 . 34 =0, 


which is a form not involving the y's and consequently applicable to 
the transformation of invariant-symbols where the 


N— 6), N— Gy,...N— Oy, 
are all = 0. 

I establish the following definitions: 

A symbol [12...m| is proximate when each index-sum is < 7; 
otherwise it is ultimate; viz. this is the case when any one or more 
of the index-sums is or are =m. We may say that the Symbol is 
ultimate as to 1 if 6, =m; and that it is ultimate as to 1, 2 if 6, 
and 6, are each = m: and so in other cases. 

A’ proximate symbol which has any one index-sum thereof 
< 4m is said to be inferior: thus if 6, << 4m the symbol is inferior 
in regard to 1; and so if 6, and 6, are each < $m, it is inferior in 
regard to 1 and 2: and the like in other cases. 
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Observe that if a symbol is inferior then in the covariant the 
order exceeds the degree by a number which is greater than 4 — 1: 
in fact suppose it inferior in regard to 1, then the order is 


(n — 6,) + (n— 6) +» + (n— on) 

where each term after the first is at least — 1, that is the order is 
at least = n — 6, + m — 1; hence order — degree is at least 
=n — 6, + 1; viz. 6, being less than 4% this is greater than 4 — 1. 

Conversely, if for any symbol order-degree is > 4” — 1, than 
the symbol is not inferior. 

A symbol [12...m| is sharp when any index is > 4”; otherwise 
it is flat; viz. this is so when each index is <4. The symbol is 


-sharp as to any particular duad or duads when the index or indices 


thereof is or are each of them > jn. 

The subsidiary theorem is now as follows: ,,A symbol is inferior 
or sharp: or it can be expressed as a sum of symbols each of which 
is inferior or sharp‘‘ — or what is the same thing, the only symbols 
which need to be- considered are those which are inferior or sharp. 

Thus for the degree 1 the symbol is |1] (which is simply unity) 
6, =, and the symbol is inferior. 

For the degree 2 the symbol is [2], = 12"; if k < 4m the symbol 
is inferior, if k > 4 then it is sharp. 

A proof is first required for the degree 3, here [123] = 12% 13” 237 
(6+, y +a, «+6 each = or < n) which may very well be neither 
inferior or sharp; for instance n = 5, we have 12° 13° 23°, where each 
index being = 2, the symbol is not sharp; and each index-sum 
being = 4 the symbol is not inferior. But writing the symbol in the 
form ¥; VV; 12° 13° 23° then by means of the relation 


Vv,-23+9,..31+9,.12=0 


(or what is the same thing, y, . 23 = y, . 13 — v,,. 12) the symbol 
becomes Let Mate 
V2 V3 12° 13° 33° (y, . 13 — yy. 12), 


=V2'Vs 12° 13° 23 — V2 V3" 13° 12° 23 


where each term, as containing an index 3, is sharp. To complete 
the reduction, observe that calling the expression A — B, then in the 
term A interchanging the numbers 2 and 3 we obtain A= — B, and 
thence A — B = 2A; so that the whole is 2.y,?v, 12° 13° 23 viz. it 
is a multiple of 12° 13° 23. 

I prove the general case, substantially in the manner used by 
Dr. Clebsch, as follows. We assume that the theorem is proved up 


to a particular degree m: that is we assume that every symbol belonging 
40* 
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to a degree not exceeding m can be expressed as a sum of terms each 
of which is sharp or inferior: and we have to prove this for the next 
following degree m + 1; or writing for convenience p in place of 
m-+ 1, say for the degree p; that is for a symbol 

(12...mp]|, =p 1* p 2... pm (12... m| 

= P[12... m| suppose. 

I write as before 6,, 6,...6, for the index-sums of [12 ... m]: 
those of [12 ... mp] are therefore 6, + 4,, 6, + 4,..6,—-+ 4m, and 
(for the duads involving p) 6, = 4, + 4,---+ an. 

If [12..m] is sharp, then [12.. mp] is sharp, and the theorem 
is true. 

If 6, < 4m, then [12... mp] is inferior in regard to p; and the 
theorem is true. 

The only case requiring a proof is when [12...m| is not sharp 
(being therefore inferior) and when 6, is >}. And in this case if 
any one of the indices 4,,...4,, is > 4m (or say if P is sharp) then 
the theorem is true. 

Consider the expression 


pl" p2..p mm (12... mp 

where 6,, 6, .. 6, are as before the index-sums for [12..m] and 
therefore n — 6, — 4,,..n— 6,, — 4,, are none of them negative. 

Assume that when [12...m| is inferior, and when 4, .. . A» 
have any values such that their sum is not greater than a given value 
6,» — 1 the expression is a sum of terms each of which is inferior or 
sharp: we wish to show that when 4, + 4,----+ 4, has the next 
succeeding value, = 6,, the case is still the same. 

For this purpose, introducing the y's I write 

Q@=97; 3 v7. " "9 pi" p *.. pm™{12... m| ; 
then supposing for a moment that A, is not = m — 6, and A, not = 0 
the expression contains the factor y, . p2, which is equal to and may 
be replaced by — y,.p1-+ ¥,. 12: we have thus 


Q=9+2 


n—O,— m4 


where omitting the y's 

Q=j pl'*' p2*—' p3*. .pm™ (12... m] 

Q=kpi* p2—'p3.. pm 12 (12... m). 
Now for Q the sum of the indices 4,, 4, —1, 4,..4, is 6, — 1, so 
that by hypothesis Q is inferior or sharp: that is, the difference Y — (’ 
is inferior or sharp: so that to prove that @ is inferior or sharp, we 


have only to prove this of Q’, where Q is derived from Q by in- 
creasing by unity the index of pl, at the expense of that of p2 
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which is diminished by unity. Such change is possible so long as the 
index 4, has not attained its maximum value, n — 6, or 6, as the 
case may be, and there is any other index A,, . . . A, which is not = 0: 
that is we may pass from Q to Q’, from Q to Q” and so on; and it 
will be sufficient to show that the last term of the series is inferior 
or sharp. We thus pass from @ to R, where 
R =p i"~* p2*—®. ...pmim—%™ [12 . .. m| 
where a, + a,--+ &, =n — 6, — A,; or else to 
R=pi?[i2...m], 

according as » — 6, is not greater or is greater than 6,. 

Now let [12 ...m] be inferior; suppose it to be so in regard to 
1, that is let 6, be less than $n or n — 6, greater than $m. Then 
if 6, be less than 4m it is less than n — 6,, that is we have for R 
the last-mentioned form which is inferior in regard to p, viz. R is 
inferior; if 6, is equal to or greater than $n, then R, whichever its 
form may be, is sharp as to pl, viz. R is sharp. Hence in either 
case @ is a sum of terms which are inferior or sharp; that is assuming 
the theorem for a form for which 4, + 4,----+ 4, does not exceed 
a given value 6, — 1, the theorem is true for the next succeeding 
value 6,; or being true for the case 6, — 1 = 0, it is true generally. 


Cambridge, 24. April 1872. 











On the Non- Euclidian Geometry. 


By A. Cayney, CamprivGe. 


The theory of the Non-Euclidian Geometry as developed in 
Dr. Klein’s paper ,,Ueber die Nicht-Euclidische Geometrie“ may be 
illustrated by showing how in such a system we actually measure a 
distance and an angle and by establishing the trigonometry of such 
a system. I confine myself to the ,, hyperbolic“ case of plane geo- 
metry; viz. the absolute is here a real conic, which for simplicity | 
take to be a circle; and I attend to the points within the circle. 

I use the simple letters a, A, .. to denote (linear or angular) 
distances measured in the ordinary manner; and the same letters with 
a superscript stroke, a, A, .. to denote the same distances measured 
according to the theory. The radius of the absolute is for convenience 
taken to be = 1, the distance of any point from the centre can 
therefore be represented as the sine of an angle. 

The distance BC, or say a, of any two points B, C is by defini- 
tion as follows: 
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Radius of circle = 1 
In AABC, sides are a, b, € 
angles ,, A, B, C 
OA, OB, OC are =sinp, sing, sinr 
OA’, OB’, OC’, ,, ,, sina, sin Bb, sine 
<( BOC, CUA, AOB ,, ,, «, B, y. 
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7 log BE-O% 

—= 27 8S BI-CI 
(where J, J are the intersections of the line BC with the circle); 
that is 3 : tw 

e +e-* or cosha 
/BI-CS +9 52-33 _ BI-CJ+ BJ-CI 

BJ: CI BI-CJ’ ~ VBI-BIVCT-Cs’ 
where the numerator is 
BI(BJ—BC)+-CI(BC+CJ), =BI.BJ+CI.CJ+BC(CI—-BN, 

=BI.BJ+CI.CI+BC*. 

Hence taking a for the distance BC, and sin qg, sin r, for the distances 
OB, OC respectively, we have BI. BJ = cos*g; CI. CJ = cos*r, 
and the formula is 


cos*q + cos*r + a? 


cosh a = 
2cosq cosr 


or what is the same thing, taking @ for the angle LOC, and therefore 
a* == sin’g + sin’y — 2sing sinr cosa, we have 
sans 1 — sing sinr cosa 
cosh a4 = — ——— 
cos q cosr 
In a similar manner, if sina is the perpendicular «distance from O 
on the line BC (that is a sina = sing sinr sing) it can be shown that 
a@ cosa 

cosq cosr ” 


the equivalence of the two formulae appearing from the identity 


sinh a = 


. cos*g cos** = (1 — sing sinr cos @)* — a? + «’* sin*a, 
which is at once verified. 
Next for an angle; we have by definition 
rp 1 — sinBAI-sinC Ad 
21 °8 sin@AT-sinBAJS 

where AJ, AJ are the (imaginary) tangents from A to the cirele; or 
writing for shortness BI &c. instead of BAT &c. (the angular point 
being always at A) 





on 1 _ sinBI-sinCJ 

=o; -°8 snOI-snBJ’ 

consequently al Ms 
e'4 — e- 14 = 27 sin A 


ae fe sin CJ — ee, sin BI sinCJ — sinBJ - sinCI 
sin CI. sinBJ snBI.snCJ’? ~~ VsinBJ-sinBJ VsinCI-sinCJ’ 


where the numerator is 
sin BI sin (BJ — BC) — sin BJ sin(BI + BC) = sin BC sin Id, 
or say = sin A sin IJ. Moreover taking the distance U.A to be = sin p, 
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and the perpendicular distances from O on the lines AB, AC to be 
sin¢ and sin} respectively, then if for a moment the angle IJ is put 
= 2a, we have sinp sina = 1: moreover 


sin BI sin BJ = sin(@ — BO) sin(@ + BO) = sin? — sin? BO; 











: A ‘ hae ‘ 1 — sin? ¢ 2087 ¢ 
and sinp sin BO = sinc; that is sinBJ sin BJ = ——** , = SS: 
sin®p sin? p 
= ° : cos? 
and similarly sinCJ snCJ = sap also 
° — 4 2 tcos 
sin JJ = — sin2@ = 2sin@ cosa = os 


; sinp sinp ” 
whence the required formula 
cosp sin 4 
cosh cosc ” 
and in the same way, or analytically from this value we have 


sin A = 





| cos A sinb sinc 
oon A mm SA sin sine 
cos bh cosc 


and thence also 
tan A = ——°SP a 
cos A + sin} sinc 
In particular, taking the line AC to pass thro’ O, or writing in the 
formula 6 = 0, we have tan BO = cosp tan BO = cos p tan 0; that 
is BO = tan—'. cos p tan; and similarly CO = tan—'. cos p tan6; we 
ought to have A = BO+ CO, that is 
A = tan~'. cosp tan@ + tan—'. cosp tan 0 

which observing that sin p sin @ = since and sinp sin@’= sin b, also 
A=6-+ 49, is in fact equivalent to the above formula for tan J. 

Observe in particular that when A is at the centre, p is=0, 
and the formula becomes 4 = 6 + 6’, = A, or say for an angle at 
the centre, 0 = 0. 

I return to the expression for cosh a; in explanation of its 
meaning let the distances OB, OC be q, r respetively and let the 
angle BOC be «; to find q we have only to take C at O, that is in 


1 


the formula for cosh a to write r = 0, we thus find cosh g = wag’ 


ok . 1 
and similarly cosh r = whence also 
cos rT 


cosg=sechqg, sing=i tanhq, ( 
‘ 


cosr=sechr, sinr =i tanhr, 


also, as seen above, a =a; the formula thus is 


sech q sech r 


= cosh q cosh r + sinh qg sinh r cos a 
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ut 
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(sinacos B-+-sin c)(sinacosC+ sinh) = sin Bsin Csin gsinr { 
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or what is the same thing, it is 


- cosh a — coshq cosh r 
COS @ = le 


? 


sinh q sinh r 
viz. as will presently appear this is the formula for cos BOC in the 
triangle BOC. 

From the above formulae 


: 1 — sing sinr cos a 
cosh a = ———_*+——_ and 
cos g cosr 
_> cos p sin A =z  cosA-+ sinb sinc 
sin d= SPS, cos d= 2 


c 
cosh cos¢ ” cos b cos c ‘ 


and the like formulae for b, c, B, C, it may be shown that in the 
triangle 4 BC we have 
cosh q@ == 2% A + 608 B cos C 
sin B sin C 
In fact, substituting the foregoing values, this equation becomes 


a— sin? a) (cos A + sinb sinc) + (cosB + sinc sina) (cos C + sina sinb) 
sin B sinC cosh cosc , 
ws 1. ag ter ome 
ah cosq cosr 





that is, 

cos A+ cos B cosC—-sin*a cosA+sin asin b cos B+ sin asin ¢cosC+ sin b sin ¢ 
= sin B sin (1 — sing sinr cosa) 

or what is the same thing 

sin?a (cos B cos —sin B sin C )+sin asin b cosB+ sin asin ¢ cosC+ sin b sin ¢ 

that io = — sin B sinC sing sinr cose 


(sina cos B + sinc) (sin acos C+ sin b)=sin Bsin C(sin? a—sin qsinr cose), 
a relation which I proceed to verify. 
We may from the formulae 
* == sin?g + sin?» — 2 sing sinr cosa, a sina = sing sinr sine &e. 
but, more simply, geometrically as presently shown, deduce 


: , Ss ; , ; 
sina cos B+ sinc = - sin B sing (sing — sinr cosa), 


1 


sin C sinr (sinr — sing cosa), 


sina cos C+ sinh = 


and thence 


= 7 sin BsinCsinqsin r (sin qsinr sin?a—a? cos «) 


= sin B sinC (sin?a — sing sinr cos «) 
which is the equation in question: for the subsidiary equations used 
in the demonstration, observe that the four points O, X, A’, B lie in 


sin gsinr(1-++-cos*e) 
—cosa(sin?¢+sin’r) 
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a circle, and consequently that CO .CX = CA’. CB; or multiplying 
each side by sin@, then CO.CX.sinC = AK . CB, that is 
sinr (siny — sing cosa) sinU = a (sina cosC + sinb), 
and the other of the equations in question is proved in the same 
manner. 
From the formula for cosh a we find 


sinh a = —~-~ 
sin B sin C 
where 
? = — (1 — eos? A — cos? B — cos? C — 20s A cos B cos C) , 
whence also 
sinh a: sinh b: sinh ¢ = sin A: sinB: sind; 


and we can also obtain 


cosh a — cosh b cosh ¢ 
cos A = - &e. 


sinh b sinh ¢ 
So that the formulae are in fact similar to those of spherical trigono- 
metry with only cosha, sinha &c. instead of cosa, sina &. The 
before mentioned formula for cos @ in terms of a, q, 7 is obviously a 
particular case of the last-mentioned one for cos A. 


Cambridge, 11. Mai 1872. 





Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransformationen. 


Von M. Noeruer in HerpevBerG. 


Fiir den Satz, dass sich eine Cremona’sche Ebenentransformation 
durch eine Reihenfolge quadratischer Transformationen ersetzen lasse, 
wurden von mir im II]. Bd. dieser Annalen, pag. 165, und bald darauf 
von Rosanes in Borchardt’s Journal, Bd. 73, pag. 107 Beweise 
gegeben. Dieselben zeigen, dass die Summe der Ordnungen der 3 
héchsten Fundamentalpunkte der Transformationscurven n'* Ordnung 
grésser als » ist, und dass folglich durch eine quadratische Trans- 
formation, welche diese 3 Punkte als Basispunkte benutzt, die Trans- 
formationscurven n'*' Ordnung in solche von niedrigerer Ordnung iiber- 
gefiihrt werden. 

Diese beiden Beweise werden fiir specielle Lagen der Fundamental- 
punkte, in denen drei oder mehrere derselben sich einander in ver- 
schiedenen Richtungen unendlich nihern, ungeniigend, insofern, als 
durch 3 solehe Punkte nicht zerfallende Kegelschnitte tiberhaupt nicht 
mehr gelegt werden kénnen. Ich werde nun im Folgenden nachweisen, 
dass dey Satz von der Zusammensetzung durch quadratische Transfor- 
mationen auch fiir solche singuliire Transformationen gilt. Da die Me- 
thode des Beweises der im allgemeineren Falle benutzten, nach einer 
kleinen Modification, analog wird, so wiederhole ich den friiher ge- 
gebenen Beweis mit dieser Modification, nach welcher eine dort ange- 
wendete geometrische Betrachtung in eine analytische Form umgesetzt 
wird*), 

1. 


Die Ordnungen der Fundamentalpunkte der Transformationscurven 
n' Ordnung seien mit 7, , i,, .... bezeichnet, so, dass i, > i, > i, >..... 
Ich benutze die beiden Gleichungen: 


(1) n?—1 = 2i,’, 
e 


(2) 3(n — 1) = Zig, 
@ 


und ich werde der Reihe nach zeigen, dass 


*) Auf solche singul. Transformationen wurde ich aufmerksam gemacht durch 
den Aufsatz von Clebsch iiber die geradlinigen Flichen vom Geschlecht 0 (diese 
Annal., Bd. V, pag. 1), deren Abbildung auf der Ebene wegen desselben Umstandes 
nur bis zu einer gewissen, von der Lage der Fundamentalpunkte abhingigen 
Grenze erniedrigt werden kann. 
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(3) 3%, >n, 

(4) i; + 2i,>n, 

(5) ytey+ti>n. 
«) Aus (1) und (2) folgt: 


was der Satz (3) ist. 
8) Als Hiilfssatz fiir das Folgende gebrauche ich den Satz: 
(6) i =s,.P, fiir sl, 
folgt : 
(7) ig > Se. l, 
denn (6) giebt direct ig? > Sq. lig. 
Angenommen, i, + 2%, sei <m. Ich setze in (6) und (7) 
l= $(n — 4); 
dann giebt der Hilfssatz fiir die Formeln (1) und (2): 
n?—1l=—i’?+P2's, 
3(n — 1) >i, + 12's, 
wobei sich das Zeichen = auf alle Fundamentalpunkte, ausser dem 
i,fachen, bezieht. Die Elimination von 2's, aus diesen beiden Formeln 


os 1>4( — i,) (84, —n +93). 
Diese Forme] involvirt aber, wegen (3), einen Widerspruch, und es 
muss wenigstens der i,fache Punkt von héherer Ordnung, als der 
(" = 4" sein; was der Satz (4) ist. 

y) Jetzt nehme ich an, i, + 7, + %, sei <m. Dann setze ich in 
(6) und (7) 


l=—=n—t, —i,, 
und finde durch Anwendung dieser Formeln auf die Gleichungen (1) 
wae): n?—1 ir +i2+ PEs, 

3(n —1) >i, + i, +12", 
wobei sich das Zeichen 2” auf alle Fundamentalpunkte, die beiden 
ersten ausgenommen, bezieht. Die Elimination von 2s, liefert hier 
1>2(i,i, —P) +31. 

y2%>1, 

so involvirt diese Formel, also auch die obige Annahme*), einen 
Widerspruch, und der Satz (5) ist bewiesen. 


Aber da wegen (4) 


*) In meinem oben citirten Beweis war nur die Annahme i; = n — i, a ty 
widerlegt worden; indess sieht man dort geometrisch, dass die Annahme i,<n—1i,—i, 
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II. 


Auch wenn die Fundamentalpunkte der Transformation besondere 
Lagen einnehmen sollten, bleiben immer die Gleichungen (1) und (2) 
bestehen; mit andern Worten: jede eindeutige Ebenentransformation 
ist eine Cremona’sche. Hierbei kénnen insbesondere zwei Fille ein- 
treten: erstens kénnen 4(m + 1) (m+ 2) oder mehr der Fundamental- 
punkte auf einer Curve m'‘** Ordnung liegen, und zweitens kénnen 
mehrere der k'undamentalpunkte sich einem unter ihnen von verschiedenen 
Richtungen her unendlich néahern. 

Der erstere Fall lasst sich, da die 3 héchsten Fundamentalpunkte 
wegen Formel (5), die ebenso wie (3) und (4) aueh hier bestehen 
bleibt, nie auf einer Geraden liegen kénnen, immer mit Benutzung 
dieser Punkte behandeln, wobei man entweder nach und nach die 
Singularitit aufhebt, oder ebenfalls auf den zweiten Fall gefiihrt wird. 
Dieser allein ist daher besonders zu behandeln. 

Aber auch die Untersuchung dieses Falles liisst sich noch bedeutend 
reduciren. Sei der héchste Fundamentalpunkt ein j-facher, und mégen 
sich m Fundamentalpunkte, beziigl. von den Ordnungen 7,, %, - ~~ tm; 
dem j-fachen von m verschiedenen Richtungen her unendlich nahern. 
Kin solcher ig-facher Punkt wird dann ig Zweige des j-fachen Punktes 
absorbiren, so dass sich, wenn 

Zig>j; 

der j-fache Punkt in einen Punkt von héherer — j’-facher — Viel- 
fachheit verwandeln muss. Dann aber fasst man einfacher die singuliire 
Transformation als einen besondern Fall einer solchen Transformation 
auf, bei welcher der héchste Fundamentalpunkt ein j’-facher ist, an 
welchen eine Reihe von ¢)-fachen Punkten heranriicken, so, dass 
Zig <j. Wir diirfen daher direct fiir unseren Fall die Annahme 
machen : Dip Zj *). 

Die Transformationscurven n'* Ordnung mégen nun als héchsten 
Fundamentalpunkt den j- fachen Punkt, ferner m Fundamentalpunkte von 


fiir den Beweis noch giinstiger ist. Auch war dort, was iibrigens auf dasselbe 
hinauskommt, an Stelle der Gleichung (1) die fiir das Geschlecht der Transfor- 
mationscurven benutzt. 

*) So erhilt man, wenn 3 Doppelpunkte in bestimmten Grenzrichtungen zu- 
sammenriicken, einen 3-fachen Punkt, dessen 3 Zweige, da die Tangenten der 
erwahnten Richtungen vierpunktig schneiden, feste Richtungen haben; und es 
lisst sich die Transformation durch Curven 4'* Ordnung mit 3 doppelten und 3 
einfachen Fundamentalpunkten, bei welcher die 3 doppelten Punkte zusammen- 
riicken, auffassen als specieller Fall der durch Curven 4'** Ordnung mit 1 3-fachen 
und 6 einfachen Fundamentalpunkten, von denen 3 in den 3-fachen Punkt riicken, 
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deri Ordnungen i,, i,,... in, welche von verschiedenen Richtungen her 
an den j-fachen Punkt unendlich nahe heranriicken, und zwar so, dass 


7 ere 
(8) Zig <J; 
und endlich eine Reihe von h,-fachen Fundamentalpunkten besitzen, 


so, dass 
Sermo me ee. 


Diese letzteren Punkte kénnen selbst noch, alle oder theilweise, auf 
den m ig-fachen Zweigen des j-fachen Punktes unendlich heranriicken ; 
indess hat man dann, wenn ein /j-facher Punkt auf einem ig-fachen 
Zweige heranriickt: 

ha » te ° 

Hier werde ich nun zeigen, dass 
(9) j+2h,>n 
ist. 

Dann kann man also, wenn der h,-fache Punkt vom j-fachen 
endlich entfernt ist, den j-fachen, i,-fachen und h,-fachen Punkt, 
wenn aber der h,-fache Punkt in dem i,-fachen Zweige heranriickt, 
den j-fachen, den ig-fachen und den h,-fachen, d. h. drei auf einem 
Curvenzweige consecutive Punkte, zur quadratischen Transformation 
benutzen, und wird die Ordnung der 'l'ransformationscurven reduciren 
auf 2n — j—i,—h,, bez. auf 2n — j — i —h,, die beide < 
werden. 

Die Gleichungen (1) und (2) werden hier 


n?—1L=j?+ di? + Thy 
e a 

3(n — 1) =j+ Di + Da. 
e ’ 


Angenommen, j + 2h, sei <n. Ich setze 


°¢ c 4 nm —9\2 
i,” = Se . uy hy? = 62 ° CS ‘J ? 
wobei Sg <1, 6,< 1 wird. Daraus folgt: 


. . n—J 
tg = Sp- 4, bn>o.">?- 


Die beiden Grundgleichungen gehen dadurch iiber in 


n— Lj irds +(">%). 20, 


n— 


3(n — 1) > jf + i, 24+ "F%. 2a. 
Durch Elimination von 26, ergiebt sich nun weiter 


1>"=2.3j —n + 3)—(i, —"F+) i, zy. 
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a n—J ; = ° - 
Da, nach (4), i, —“—” eine positive Grosse ist, so kann man in 


dieser, Ungleichung i, 2s, ersetzen durch j, fiir das die Beziehungen 
gelten 

G > Zig >i, Usp, - 
und die Ungleichung geht tiber in 


1>"F7- Qj —n+ 3) +i(n—j— 4). 
Diese Ungleichung involvirt aber einen Widerspruch. Denn aus 
JF4U+ER>”, 
“+n, 
folgt 23>, 
und ferner ist n>J 
n>j+i. 

Daher muss die Beziehung (9) existiren, und es ist der folgende 
Satz fiir alle Fille bewiesen: 

Irgend zwei Gleichungen zwischen zwei Grossen x, y und zwei 
Gréssen &, yn, welche erlauben, x und y als rationale Functionen von 
— und y, und umgekehrt, auszudriicken, lassen sich ersetzen durch eine 
Reihenfolge von Systemen, von denen jedes aus zwei, in zwei Reihen 
von je 2 Grissen linearen Gleichungen besteht; also durch zwei bilineare 
Gleichungen zwischen x, y und Grissen 2, y, ferner durch zwei 
solche gwischen 2, y™ und a2, y®), ete., endlich durch zwei solche 
zwischen «x, y) und &, y. 


Heidelberg, den 21. Mai 1872. 





Ueber die Cylinderfunction. 
Von W. Ermakorr in HEIDELBERG. 


Im gegenwiirtigen Bande dieser Annalen (pag. 135) hat Herr F. 
G. Mehler einen Beweis geliefert fiir die Richtigkeit des dreifachen 
Neumann’schen Integrals: 


f(r, 9) = LL fre. yp) J (ny/r?-+-r,2—2 rr, cos(p—g,)) @prdrnan, 


mit den Grenzen: g = 0 bis 27, r = 0 bis co, n = 0 bis oo. 
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Ich will hier zeigen, dass dieses Integral durch eine einfache Trans- 
formation des Fourier’schen Integrals 


. 
Fey w= af ff [Fle 9) eos {a(e—2,)+ By—y)} 2x ay ouop 


erhalten werden kann. Zuniichst mégen die Coordinaten a, B in Polar- 
Coordinaten umgewandelt werden. Zu diesem Zwecke setzen wir: 
R=V(«— a4) + (y—%), 
z—2,—=Reosw, y—y, = Rsinw, 
a=ncosd, B=nsind. 
Durch diese Transformation erhalten wir: 


oa 


t= 
F(a, 4) = mf fre y) Geox dy non, 


wo Qn 


G = f cos {nR cos (4 — w)} aa. 
0 
Nun ist leicht zu zeigen, dass 


22 a 
G = f cos (n BR cosd) oa —2 fos (nR cosa) ea 
0 0 


a 
—2ferrm 04 = Qu J(nR). 
0 


Das Fourier’sche Integral nimmt also folgende Gestalt an: 


© ew 
F(z,,y,) = a | f F(x, y) J(nR) dx dy non. 
‘—e 

Fiihren wir jetzt statt der Coordinaten x, y, x,, y, Polarcoordinaten ein: 

“£=rcsp, y =r sing, 

%—= 7, COSY, Y, = 1; SING,, 

R=Yr? + r,? — 2rr, cos (p — H,) , 
und setzen wir dementsprechend: 

F(z, ¥) =f(r, %),; F(a, 4) = f(r > 1)> 

so gelangen wir sofort zu dem dreifachen Neumann’schen Integral, 
wie es im Anfange dieser Notiz angegeben ist. 


Heidelberg, Mai 1872. 
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Preisaufgaben 


der 


Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft. 


Aus der Mathematik und Naturwissenschaft. 


Fir das Jahr 1874. Das Problem der elektrischen Vertheilung auf 
einem Conductor von gegebener Gestalt ist durch die bisher in Anwendung 
gebrachten Methoden nur in verhiltnissmissig wenigen Fallen zur defini- 
tiven Liésung gelangt oder einer solchen zuginglich geworden. Um die 
genannten Methoden ihres speciellen Characters zu entkleiden und wo miég- 
lich auf ein allgemeineres Niveau zu erhében, scheint es zunichst wiin- 
schenswerth, wesentlich neue Fille in den Kreis der Untersuchungen 
hereinzuziehen. Demgemiiss stellt die Gesellschaft folgende Preisaufgabe: 


Auf einem Rotationskiérper, dessen Meridian durch 
‘die Lemniscate (Cassini’sche Curve) 
(x?-+ y?)? — 2a? (x?— y®) — bt— at 
dargestellt ist, soll die Vertheilung der Elektricitat 
unter dem Einflusse gegebener ausserer Krafte ermit- 
telt werden. 


Die Beantwortung des Specialfalles a=b wiirde durch die Methode 
der reciproken Radien (Methode der sphirischen Spiegelung) auf den Fall 
eines Hyperboloids reducirbar, und fiir die Erlangung des Preises unzu- 
reichend sein, (Preis 60 Ducaten.) 


Fir das Jahr 1875 (prolongirt vom vorigen Jahre). Die Frage nach 
der Lage der Schwingungsebene des polarisirten Lichtes ist trotz mannich- 
facher Bemiihungen bis jetzt nicht entschieden worden. Die Gesellschaft 
stellt daher die Aufgabe: 


Es ist durch neue Untersuchungen die Lage der 
Schwingungsebene des polarisirten Lichtes endgiltig 
festzustellen. (Preis 60 Ducaten). 








Fiir das Jahr 1876. Trotz der meisterhaften Arbeiten Leverrier's 
iiber die Bewegung des Mercur kann die Theorie dieses Planeten noch 
nicht als endgiiltig abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft 
wiinscht eine ausfiihrliche 


Untersuchung der die Bewegung des Mercur bestim- 

menden Krifte, 
mit Riicksicht auf die von Laplace (in der Mécanique céleste), von Le- 
verrier (in den Annales de l’Observatoire und den Comptes rendus de 
l’Académie des sciences), von Hansen (in den Berichten der Kin. Sichs. 
Gesellsch. d. W. vom 15. April 1863) und von Wilhelm Weber (vergl. 
Zéllner iiber die Natur der Cometen S. 333) angedeuteten Einwirkungen. 
Ausser der vollstindigen Berechnung der Stérungen ist eine Vergleichung 
mit den Beobachtungen unerlasslich, um zu zeigen, bis zu welchem Grade 
der Genauigkeit sich die eingehenden Constanten bestimmen lassen. Die 
Construction von Tafeln zur Ortsberechnung behilt sich die Gesellschaft 
vor zum Gegenstand einer spiteren Preisbewerbung zu machen. (Preis 
700 Mark.) 


Die Preisbewerbungsschriften sind in deutscher, lateinischer 
oder franzésischer Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben 
und paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem versie- 
gelten Zettel begleitet sein, der auswendig dasselbe Motto triigt, inwendig 
den Namen und Wobnort des Verfassers angiebt. Die gekrénten Bewer- 
bungsschriften bleiben Eigenthum der Gesellschaft. Die Zeit der Einsen- 
dung endet fiir das Jahr der Preisfrage mit dem Monat November; die 
Adresse ist an den Secretiir der Gesellschaft (fiir das Jahr 1873 den Prof. 
Dr. F. Zarncke) zu richten. Die Resultate der Priifung der eingegangenen 
Schriften werden jederzeit durch die Leipziger Zeitung im Marz oder April 
bekannt gemacht. 


o- 2-2 — — 


Druck von B. G. Teabver in Dresiea. 





